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capriTuLo 1

Sistemas Lineares — Matrizes

1. SISTEMAS LINEARES

Neste capftulo procederemos inicialmente a um estudo dos sistemas lineares
sobre IR. Nao nos moverd aqui nenhuma preocupagdo de formalismo ou rigor exces-
sivos. Além disso limitar-nos-emos a ver sobre o assunto apenas o que é necessdrio
para desenvolver os capitulos posteriores. De uma maneira geral este capitulo 1
constitui apenas um pré-requisito para o restante deste livro.

Definicdo 1 — Dados os nimeros reais oy, . .., oy, § (n > 1), & equagdo

1 Xy + ...+ Qn Xn =B
onde os x; sdo varidveis em IR, damos o nome de equagdo linear sobre R nas
incognitas xy, ..., Xp.

Uma solugdo dessa equagio é uma seqiiéncia de n ndmeros reais'® ) (nfo
necessariamente distintos entre si), indicada por (by, ..., by), tal gue

a b, + .+ opdb, =8
¢ uma frase verdadeira.

Exemplo — Dada a equagdo: 2x; — x, + X3 = 1, a terna ordenada (1, 1, 0)
¢ uma solugio dessa equagdopois 2 - 1 — 1 + 0 = 1 é verdadeira.

Definicio 2 — Um sistema de m equagoes lineares com n incognitas
(m, n > 1)(**) é um conjunto de m equacgdes lineares, cada uma delas com n incog-
nitas, consideradas simultaneamente. Um sistema linear se apresenta do seguinte
modo:.

A11Xy + ...+ amxn = ﬁl
01Xy + ...+ Xy = B

* . , .
) Também chamada n-upla de ntmeros reais.

() Se m = n simplesmente sistema linear de ordem n.
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Uma solugdo do sistema acima é uma n-upla (by, ..., b,) de nimeros reais
que € solugdo de cada uma das equagdes do sistema.

Exemplo — Dado o sistema

s_{2x— y+z=1
) "x + 2y =6

uma solugdo de S € (0, 3, 4). Notemos que essa solugdo ndo é tnica: a terna
8 11

S5 e 0} também ¢ solugdo de S.

Se, no sistema S, tivermos §; = 8, = ... = Bn = 0, o sistema S serd homo-
géneo. A napla (0, 0,..., 0) ¢ solugdo de S neste caso e por isso todo sistema

homogéneo é compativel, de acordo com a definicdo 3 a seguir. A solugdo
(0,0, ..., 0) chama-se solugdo trivial do sistema homogéneo.

Definicdo 3 — Dizemos que um sistema linear S é incompativel se S ndo
admite nenhuma solugdo. Um sistema linear que admite uma Wnica solugao é
chamado compativel determinado. Se um sistema linear S admitir mais do que
uma solugdo entdo ele recebe 0 nome de compativel indeterminado.

Exemplos
1) Um sistema do tipo
fauxl + .. . -+ alnxn = Bl

.......................

é necessariamente incompativel: como nenhuma n-upla é solugdo da equagdo
i-ésima, entdo nenhuma n-upla é solugio do sistema.

2) Um sistema do tipo

X1 . =0
X2 =B,
Xp = fp
¢ compativel determinado e (8, , . .., B,,) ¢ a sua solugdo vnica.



3) O sistema
2x — y+z=1
X + 2y =6

¢ indeterminado pois, conforme vimos atrds, as ternas (0, 3, 4) e (

8§ 11 »
5> 5,0)sao

solugdes deste sistema. Conforme veremos, existem infinitas solugGes deste sistema.
Tente achar uma.

2. SISTEMAS EQUIVALENTES

Seja S um sistema linear de m equagBes com n incdgnitas. Interessa-nos
considerar os sistemas que podem ser obtidos de S de uma das seguintes maneiras:

'(I) Permutar duas das equagdes de S. E evidente que se S; indicar o sistema
assim obtido, entdo toda solugdo de S; é solugdo de S e vice-versa.

(I1) Multiplicar uma das equagOes de S por um niimero real A # 0. Indicando
por Sy o sistema assim obtido mostremos que toda solu¢do de S; ¢ solugdo de Se
vice-versa.

Devido a (I) podemos supor que a equacdo multiplicada seja a primeira.
Como as demais equages de S e S; coincidem basta verificar nossa afirmagdo
quanto 4 primeira equagdo.

Se (by , . .., by) é uma solugdo de S (conforme definigdo 2), entdo:

apby + .0+ aggby, =6 1)
Multiplicando por X esta igualdade obteremos:
Qagdby + ... + Qun)by = A3y @)
0 que mostra que (by, . . ., bn) é também solugdo da primeira equagdo de S; .
Por outro lado, se (by, ..., by) é solugdo de S;, entdo a igualdade (2) é

verdadeira. Dividindo (2) por A obtemos (1). Portanto (b, ..., by) pertence
ao conjunto das solu¢Ges de S.
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(LII) Somar a uma das equag¢Ges do sistema uma outra equagdo desse sistema
multiplicada por um numero real. Deixamos como exercicio a verificagdo de que
o sistema:

-

assim obtido e o sistema S ou sio ambos incompativeis ou admitem ambos as
mesmas solugBes. Sugerimos ao leitor que faga alguns casos particulares antes de
tentar o caso geral.

Definicio 4 — Dado um sistema linear S, uma qualquer das modificactes
explicadas acima em (1), (II) e (III) que se faga com esse sistema recebe o nome de ope-
ragio elementar com S. Se um sistema linear S foi obtido de um sistema linear S
através de um numero finito de operagdes elementares, dizemos que Sy ¢ equivalen-
teaS. Notagdo: S; ~ S. E facil ver que para a relagdo ~ assim definida valem as
seguintes propriedades:

(@) S ~ S (reflexiva);
(b) Sy ~ S ——= S ~ S, (simétrica);

() S ~S e S~ 8 =—— 8 ~ § (transitiva).

Convém frisar, por tltimo, que em virtude do que jd vimos neste pardgrafo,
se S; ~ S, entdo toda solugio de S é solugdo de S, e vice-versa. Em particular,
se S; é incompativel, 0 mesmo acontece com S.

Desta forma criamos um mecanismo extremamente util para a procura de solu-
¢Oes de um sistema linear S. Procuramos sempre encontrar um sistema linear
equivalente a S e que seja “mais simples”. Veremos um exemplo. Considere-
mos o sistemna:

X -y + z=
S: 2Xx —y + z=
Xx -2y +22=0



Para estudar este sistema deve-se aplicar a ele uma série de operagGes ele-
mentares visando fazer com que o niimero de coeficientes iniciais nulos seja maior
em cada equagio (a partir da segunda) do que na precedente. Vejamos como se
pode fazer isso.

x— y+ z=1 x—-y+z= 1 X—y+z=1
2x — y + z=4i y—z= 2i* y—z=2
X -2y +22=0 —y+z=-1 _ 0=1

*  Multiplicamos por — 2 a primeira equagdo e somamos o resuttado com a segunda equacio;
multiplicamos a primeira equa¢io por —1 e somamos com a terceira.

**  Somamos a segunda equacdo com a terceira.

Como este 1iltimo sistema é incompativel, o mesmo acontece com o sistema S
dado inicialmente.

3. SISTEMAS ESCALONADOS

Consideremos um sistema linear de m equagGes com n incégnitas que tem
0 seguinte aspecto:

Qyry Xy, e + ayppxy = B
S: 001, Xry Fovveeannn + oy, = By
Ok Xre ...t QgnXp = Bx
0xp =PBk+1
onde oy, # 0, azr, #0,..., ok # 0O ecada r; > 1.
Se tivermos1 <1, <1, < ... < rg < n diremos que S ¢ um sisterna li-

near escalonado. E claro que se B, 1 = 0, a tltima equagdo de S pode ser elimina-
da do sistema. Logo, num sistema escalonado o nimero de coeficientes iniciais
nulos em cada equagdo, a partir da segunda, é maior do que na precedente.

Exemplo de sistema escalonado:

2X —y—z-3t=0
z—- t=1
2t =2

Proposicdo 1 — Todo sistema linear S é equivalente a um sistema escalo-
nado. ‘ ‘

Demonstracio — Sem perder a generalidade podemos supor:

X3 + (13799 + ...+ QnXpy = ﬁl

S 03Xy + apXy + ...+ ayXy = 6,
AmiXt F@myX; +. .0+ apnxy = By

Para cada aj; # 0 (i=2,3, ..., m) multipliquemos por (—aj,) a primeira equagio
e somemos o resultado 4 equagdo i-ésima. Com algumas permutagSes convenientes
de equagdes (se for o caso) obteremos um sistema S; do seguinte tipo:

x1+...+ozulxrl + ..t agx, =6

72{1){]‘1‘ + e + 'yznxn = 32,

onde vy, #0 e 1, =2, que € equivalehte aS.

Dividindo a segunda equagdo de S; por Y21, Obtemos um sistema S,, ainda
equivalente a S;, com o qual comegamos a repetir o raciocinio feito até aqui,
porém a partir da sua segunda equagdo. Evidentemente, depois de aplicar um
certo nimero finito de vezes esse raciocinio chegaremos a um sistema escalonado
equivalente a S. =

A importancia dos sistemas escalonados reside na Proposi¢ao 1. Sendo todo
sistema equivalente a um sistema escalonado, bastard que saibamos lidar com os
sistemas.escalonados e saibamos reduzir um sistema qualquer a um escalonado.

Nota: Convém observar que as equages do tipo 0 = 0 que por ventura
aparecerem no processo de escalonamento devem ser suprimidas, como é ébvio.

Exemplo — Esealonemos o seguinte sistema:

il
_ O A

2x — y+z - t
3x + 2y —z + 2t
2X — y—z—~ t=
Sx + 2t =



Z+2x — y—~ t=4 z+2x — y— t=4

S —z+3x+2y+2t=1 5x+ y+ t=35
-z+2x— y—- t=20 4x — 2y -2t =4

5x +2t=1 5x +2t=1
(z+2x— y— t=4 (z+2x — y—- t= 4

S 1oL,
x+—§y+-5—t—1 x+5y+5t— 1

"y " 14 14

4x — 2y — 2t =4 —~-5—y——5—t= 0
L 5x + 2t =1 L — v+ t=-4

z+2x —y—t=4 z+2x -y — t=4

Sx+y+t=5 Sx+y+ t=5
y+t=0 y+ t=0
y—t=4 —2t=4

Observe o leitor que (1, 2, 2, — 2) éatunicasolu¢do de S, pois é a iinica solugdo
do sistema escalonado.

4. DISCUSSAO E RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

Discutir um sistema linear S significa efetuar um estudo de S visando a
classificd-lo segundo a definicdo 3. Resolver um sistema linear significa determinar
todas as suas solugSes. O conjunto dessas solugBes recebe o nome de conjunto
solugd@o do sistema.

Seja S um sistema linear de m equagdes com n incognitas. Procedendo ao
escalonamento de S chegaremos a uma das trés seguintes situagGes:

(I) No processo de escalonamento, numa certa etapa, obtém-se um sistema:

..........................

Como S’ é incompativel, entdo o mesmo se pode dizer de S. (Ver exemplo
no pardgrafo 2).

8 i

(II) Obtém-se um sistema escalonado do seguinte tipo:
X1 + U13Xo + ...+ QinXy = 61
Xg + ...+ Xy =6,

Neste caso S' poderd ser transformado, por equivaléncia, no seguinte sistema

X1 =7
X2 ="
Xn =7Tn
Logo S é compativel determinado e (4, ¥z, ..., Tn) 6 a sua solu¢do.

Exemplo — Discutir e resolver o seguinte sistema:

X -y + z=
S:s 2x+y+22=0
X —-y+ z=
'x— y+ z= 1 x— y+z= 1
S~ 3y = - ~ y—z=-1
2y -2z = — 3y =-2
X—y+ z= 1 (x—y+z= 1
~ y— z=-1 ~< y—z=-1
3z= 1 . = 1
L 3
- ! e
X —y = % X = 0
x4 =2 N
y 3 y 3
Z = —1‘ z = L
L 3 N 3

* Somamos a terceira equagdo a segunda.
** Somamos a segunda equacdo a primeira.



Logo o sistema é compativel determinado e (0, - % , %) ¢ a sua solugdo.
Observagdo: Depois de conseguir o escalonamento poderfamos ter achado a
solugdo do sistema por substitui¢do do seguinte modo:

1

Comoz=ley—z=—1,ent§oy——1-=—l.Da1’y=?

3 3
Agora, se na primeira equagdo do sistema substituirmos y por —% e z por
acharemos x = 0.

(IIT) Obtém-se um sistema escalonado do tipo abaixo:

"x1+...+a1r2xr2+...+ocn3xr3+...+aupxrp+...+ozmxn=ﬁ,

xr2+...+a2r3x,3+...+a¢rpxrp+...+a2nxn=ﬁz

S'":< Xy oot Ogr Xe ) + ...+ agpx, =83

L xrp+...+apnxn=ﬁp
onde p<n.

E ficil entdo ir eliminando, por meio de operac¢Ses elementares, o termo
em X, Na primeira equagdo, 0s termos em Xy, da primeira e segunda equagOes,
.., O termos em Xr, da primeira 4 (p — 1)-ésima equago. Por exemplo, multi-
plicando a segunda equagdo por (— Oluz) ¢ somando o resultado com a primeira
eliminando o termo oy, Xp,.

Feito , isto, passamos para o segundo membro de cada equagdo todas as
parcelas, excegdo feita 4 primeira. Teremos entdo algo como:

Xy = f]
sz = f2
Xpp = fp
onde cada f; é uma express3o linear nas varidveis xj com j # 1,j#13, ... ,j # Ip.

A cada seqiiéncia de valores que dermos entfo a estas n — p varidveis (varidveis
livres) obteremos valores para X;, Xg,, - - -, Xrp ¢ conseqilentemente uma solugdo
do sistema. Como p < n, teremos mais do que uma solugdo (infinitas na verdade)
e o sistema é indeterminado neste caso,

10

Exemplo — Discutir e resolver o sistema:
X =2y — z=1
S: 2x + y— 3z

x — Ty =3
x—-2y—z= 1 x—2y—z= 1
S ~ Sy —z=-2 ~ S5y —z=-2
—S5y+z= 2 0= 0
7 _ 1
X -2y — z= 1 X -5z= F
1,-_2 1,2
A Y73 5
Dai tiramos: v
1 7
X = -?+—5—z
2,1
y=—-?+-5—z

Logo,{(% + %z, —% + %z, z)‘: z € IR}é o conjunto de todas as solugGes
7 2

de S (conjunto solugdo de S). Dizemos também que (% + —5—z,k -3 + %z, z) ,com

z € 1R, é a solucdo geral do sistema linear S.

RESUMO DA DISCUSSAO
A discussdo feita acima pode ser resumida do seguinte modo:

Suponhamos que um sistema tenha sido escalonado e, retiradas as equagdes
do tipo 0 = 0, restam p equacBes com n incognitas.

(I) Se a dltima das equagGes restantes €
0x; +...+0xy =By (Bp #0)
entdo o ;istema é incompativel,
Caso contrdrio, sobram duas alternativas:
(I) Se p = n o sistema é compativel determinado;

(II) Se p < n, entdo o sistema é compativel indeterminado.

11



EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolver por escalonamento:

Sx -2y +2z= 2
S: X+ y+4z= -1
4x -3y +.z= 3
Solucgdo
Vy+3x +4z=— y+ 3x+ 4z=-1
S~< —-2y + 5x + 2z = 2~{ 11x + 10z = 0 ~
-3y +4x+ z= 3 13x + 13z = 0
y+ 3x+ 4z=-1 y+3x+4z=-1
~ 11x + 10z= 0 ~{ x+ z= 0
x+ z= 0 —z= 0
De z = 0, tiramos x = 0 e daf teremos y = — 1.

Resposta: (0, — 1, 0) € a {inica solugio; o sistema é compativel determinado.

2. Resolver por escalonamento:

S_{x+y+z+3t=1
X+y-—-z+2t=20
Solucgdo
X+y+ z+3t=1~ X =-2+ 52—y
SN{ 2z+ t=1 { t= 1-2z

Resposta: {(-2 + 5z - y,y,2,1 — ) \y,z € IR} é o conjunto solugdo do sistema. O
sistema é compatfvel indeterminado, pois tem infinitas solugdes.

3. Resolver por escalonamento:
X+ y+ i =1
S: X -y—z=2
2x +y+z=3

Solugdo
X+ v+ z=1 X+ y+ z= 1 x+y+z= 1
S~¢ —2y-2z=1 ~ y+ z=-1 ~ y+z=-1
—y— z=1 2y +2z=-1 ' 0= 1

Resposta: O sistema é incompativel, por causa da igualdade 0 = 1.
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4. Resolver por escalonamento:

X+ y+ z= 2
X — y—- z= -3
S:
2 + y +2z2= 1
3x + 2y + 3z= 3
Solugdo
X+ y+ z=2
-2y — 2z = -5
S ~ y
-y —3
-y =_3
Dal’:y:3,z=—%ex=—%.

Resposta: O sistema é compativel determinado, sendo ( — %, 3, - %) sua Ginica solugdo.

5. Resolver por escalonamento:

3x +3y — 2z - t= 2
S:<sx +2y + z-2t= 1
2x — y+ 3z - t= -1
Solucio
t+3x +3y —2z= 2
S~< -2t +5x+2y + z= 1 ~ R
— t+2x — y+3z=-1
t - 3x -3y +2z= -2
t —3x — 3y + 2z =-2
~ - X —4y +5z= -3 ~
X+4y —5z= 3
- X -4y + S5z = -3
Dai: x= -4y +52+3 e t= -9y + 13z + 7

Resposta: {(—4y + 5z + 3,y,2, -9y + 13z + Ty, z€ IR} é o conjunto das solugdes e
portanto o sistema é compativel indeterminado.

6. Resolver o sistema homogéneo por escalonamento:
X —2y —3z2=0
S: X+4y — z=20

I

2X — Yy o+ oz

13



Solucio
X -2y —3z2=0
S ~ 6y + 2z = ~
3y + 7z =
X -2y -3z =0 X ~2y -3z =0
1 —_— ~ —_— =
y+~3—z-—0 Y+3Z 0
3y +7z =0 6z =0

Dai: x=0,y=0ez=0.
O sistema admite somente a solugdo trivial (0, 0, 0), sendo portanto determinado.
7. Resolver o sistema homogéneo por escalonamento:
x+y4+ z+t=0
S: X+y—-2z+t=0
‘2x+y+27,——t=()

Solugdo
X+y+ 2+ t=0 xX+y+z+ t=0
S ~ - 3z =0 ~ y + 3t = ~
-y ~3t=0 z =
X+y+ t=20 X —2t=0
y +3t=0 ~ y +3t=0
z =0 z =0

O conjunto {(2t, -3t,0,t) Ite IR} ¢ o conjunto solu¢do; o sistema linear é compativel inde-
terminado. Observe que o valor da incognita z é determinado, isto é, ndo depende de t.

8. Determinar o valor de @ para que o sistema linear S admita uma @nica solugdo e determina-la:

x+ y=1
S:<2x + y=2
Jy=a
Solugdo
X+ y=1 x+y=1
S ~ - y=0 ~ y=20
3y=a 0=a
Daf, necessariamente a = Qe o sistema S é equivalente a {X * z i (1)

Resposta: a = 0 e {(1, 0)} é a solugdo tGnica de S.
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. Resolver o sistema:

34
16

I

x2 + y?

S:
—x2 4 y?
Solugdo: Este sistema ndo é linear, pois x ¢ y aparecem em segundo grau. Mas podemos intro-
u+v=34
—u+v=16

solucdo (nica) éu = 9,v = 25. Dafobtemosx2 = 9ey? = 25, ouseja,x = + 3ey = + 5.
Hi portanto 4 solugSes para o sistema S: (3, 5), (3, —5), (-3, 5) e (- 3, - 5).

duzir as varidveis u = x?e v = y2 tomando-se entdo o sistema S em { cuja

LEXERCICIOS PROPOSTOS

Resolver os sistemas abaixo: g
X+ v+ z=1 X+ y+z= 1

aAix — y+ 2z =2 bix — y+z= -2
X+ 6y +32=3 2y = -3

. Determinar os valores de a € b que tornam o sistema

3x — 7y = a

X+ y=b

5x + 3y = S5a + 2b
X+ 2y = a+ b-—1

compativel e determinado. Em seguida resolver o sistema.

. Discutir os seguintes sistemas lineares (em funcdo de a):

X +y—a=290 ax + 2y =6
ax +y—z=2-a e —-—y=-2_
X +ay —z = —a x+y=90

Determinar os valores de m para os quais o sistema ¢ determinado:

X+ 2y —2z—- t= 1
2x — 2y — 2z — 3t = -1
X~ 2y~ z- St= 9
X — y+ z—-—mt= 0

. Resolver os sistemas homogéneos abaixo:

3-y+2z2- t=20

X+y+z+w-t=0
A3Xx+y+3z+ t=20 b)

X —y—zZ+ 2w —-t=20
X—-y-z-5=0

15



3x + 2y - 12z
DS x— v+ z
2x — 3y + 5z

It

) 4x+3y - z+t=0
C
X—- y+22-t=0

6. Mostrar que um sistema linear homogéneo de m equagdes e n incdgnitas ¢ compativel indeter-
minado se n > m.

5. MATRIZES

Definicdo 5 — Sejam m > 1 e n > 1 dois ndmeros inteiros. Uma matriz
m X n real é uma dupla seqiiéncia de nimeros reais, distribufdos em m linhas e
n colunas, formando uma tabela que se indica do seguinte modo:

a3 dps An
21 dg azn
am1  Amy amn

Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por (3jj)i<i<m OU apenas
1I€j<n
(235, se ndo houver possibilidade de confusio quanto 4 variagio dos indices.

Cada ntmero que compde uma matriz chama-se fermo dessa matriz. Dada a
matriz (3;j)1< i< m, 20 simbolo aj; que representa indistintamente todos os seus
1<j<n
termos daremos o nome de termo geral dessa matriz.

Notagdes — Indicaremos por My, y q (IR) 0 conjunto das matrizes reaism x n.
Se m = n, ao invés de M,  (IR), usa-se a notagdo M,, (IR). Cada matriz de M,, (IR)
chama-se matriz quadrada de ordem n. Em contraposi¢do, quando m # n, umama-
triz m X nse diz umamatriz retangular. Uma matriz 1 x 1 (a;,) se identifica com o
nimero real a,; . ,

Cada matriz costuma ser denotada por uma letra maitscula do nosso alfa-
beto.
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Exemplo — A matriz

1 0
A=|1 -3
0o 4

é uma matriz real 3 X 2. Logo A € M3, (R).

LINHAS E COLUNAS

Dada uma matriz:

an A2 ain
41 A2 an
A =
Ami  Am2 amn
as m seqiiéncias horizontais
(m) _
AW = (@11, 412, - -+ am), .-, A = (@m1, 3ma2> -+ > amn)

sio chamadas linhas da matriz A, enquanto que as n seqiiéncias verticais

dq1 n

(731 2n
Ap=1\ . ) A=

am 4mn

si0 as colunas de A. E de se notar que cada AD eM,, n(R) e cada A(j) E Mm x1(R).
Exemplo — Na matriz 2 X 3

1 0 1
0 6 —5
as linhas sdo (1, 0, 1) e (0, 6, —5) ao passo que as colunas sdo
1 0 1
, e
0 6 -5

17




IGUALDADE DE MATRIZES

Consideremos duas matrizes reais m X n: A = (a;;) e B = (bj;). Dizemos
que A = B se, e somente se,

aj=b; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n).

Exemplos
1) x = -1
1 2 1 y 2 2 y= 1
= <>
0 x O t -1 0 t= 0
z= 1
2) 1 2
1 01
2149é01
1 4
3) 1 2 4
1 2 4
133=;‘&133
0 00

6. OPERACOES COM MATRIZES

(a) ADICAO

Sejam A = (aj;) ¢ B = (bj;) matrizes m X n. Indicamos por A + B e cha-
mamos soma de A com B a matriz m X n cujo termo geral ¢ aj; + bjj, ou seja

an +b11 Ay +b12 v co. A1m +b1n

aml + bml amz + bmz' « o amn + bmn

A operagdo que transforma cada par (A, B) de matrizes do mesmo tipo na ma-
triz A + B chama-se adi¢do de matrizes. E uma operag¢do no conjunto Mp, ,n (IR).

1 2 1 B 0 1 -2 o
_ = e = , énta
Exemplo — Se A 0 1 2 2 4 7

A+B b3l
T \2 5 9
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Para a adi¢do de matrizes acima definida valem as seguintes propriedades:
DA+B+C)=(A+B)+C, ¥A, B, C E My (R) (associativa);
(IDA+B=B+A, YA, BE Mp,n(R) (comutativa);

(III) Existe uma matriz O € My« (R) tal que A + 0 = A, ¥ A € My 55 (R)
(existe elemento neutro);

IV) Dada uma matriz A € My, xp (R), existe uma matriz (—A), também
m X n, tal que A + (—A) = O (existe a oposta de qualquer matriz).

A verificagdo da propriedade associativa se faz assim:
Se A = (aj;), B = (by) e C = (cj), entdo
(A + B) + C = (i + by) + (cif) = ((ay + byy) + cz) =
= (ajj + (b + ¢;j)) = (a5) + (b + ¢ij) = A + (B + C).
Quanto & (III) é ficil ver que:

00 0

00 0
0=

00 0

Esta matriz chama-se matriz nula m X n.

Por dltimo, se A = (ay), é evidente que (—A) = (- a;j). Por exemplo, se

1 a =2 -1 —a 2
A= ,Lentio — A = .
-2 1 0 . 2 -1 0

(b) MULTIPLICACAO DE UMA MATRIZ POR UM NUMERO

Dada uma matriz real A = (aj), mx n,e dado um néimero real a, o produto
de « por A € a matriz real m X n dada por:

(x)

Usamos nesta passagem a propriedade associativa da adicdo de nfimeros reais.
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Para essa operagiio que transforma cada par (@, A) de R X My .o (IR) na
matriz real aA € My, ., (R), valem as seguintes propriedades:

D) (@B)A = a(BA);

D (a + A = aA + BA;
) «(A + B) = aA + aB;
Iv) 1A =A;

quaisquer que sejam as matrizes A e B e quaisquer que sejam os nimeros reais
aef. ’

Provemos (II).

Suponhamos A = (aj;). Ento:
@+Bp-A=({a+p a2y =(x-a;+p-a)=
= (& - aj5) + (B - a3) = aA + A,

1 21 2 4 2 ‘
Exemplo —Sea=2eA=] 0 1 2 }J,entioaA=| 0 2 4
0 0 4 0 0 8

(¢) MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Consideremos a matriz A = (aj;) de tipo m x neamatrizB = (bj) de tipo
n X p. Oproduto A + B (também indicado por AB)é amatrizm X p cujo termo geral é
dado por:

n *
Cik = Zaij'bjk‘_‘ail'b1k+---+ain'bnk
i=1 /

Usando a notagdo de matriz linha e a de matriz coluna a defini¢do acima significa

que
AW By .. AW B,
A® By, ... A®.B
AB = (1) (»)
AT Bgy) AT By

(*)0 sfmbolo T é uma letra do alfabeto grego, correspondente ao nosso S. |

20 | |

Nas condicBes acima, a operacdo que transforma cada par de matrizes (A, B)
na matriz AB chama-se multiplicagio de matrizes.

=Xz
;\[}" e 3:4 5

2 170 azy
Exemplo — Sejam A = e B={0 0 O
01 2 0 1

Entio:

AB

2.3+1-0+0-1 2:441-.0+0-0 2.54+1-0+0-1 _
0-3+1.042-1 0-4+1.0+2-0 0-5+1-0+2-1/

6 8 10
2.0 27

Proposicdo 2 — Sejam A = (a;j), B = (bjx) e C = (ck,) matrizes reaism X n,
n X pep X q, respectivamente, Entio A(BC) = (AB)C.

Demonstracio — O termo geral de A(BC) é dado por:

n p
Z ajj <Z bjkckr> 4y
j=1

ao passo que o termo geral de (AB)C é dado por:

Z <Z " Jk> a @

J=1

As propriedades da adi¢8o e da multiplicagdo de niimeros reais nos ensinam,
contudo, que (1) = (2). Entdo a proposi¢io estd demonstrada, =

Proposi¢do 3 — Sejam A, B e C matrizes reais m X n, n X p e n X p, respec-
tivamente. Entdo A(B + C) = AB + AC.

Demonstracio — Usa-se 0 mesmo tipo de raciocinio da demonstra¢do an-
terior, Fica como exercicio, =

Nota: Analogamente, se A ¢ B sfo matrizes m X n e C é n X p, entdo
(A + B)C = AC + BC.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sejam:
210 0 0 2 3 20

1 21 6 4 2 010

matrizes de My 3 (R). Calcular 3(A ~ —B) + C.

Solugdo
1 3
3A -5B)+C=3A -=B +C=
2 2
6 3 0 0 0 3 3 2 0 9 5 -3
= —_ + =
3 6 3 9 6 3 010 -6 1 0

2. Determinar a matriz X € M43 (IR) tal que %(X +A) =3+ @B - A)) — C, sendo

A, B e C as matrizes do exercicio 1.

Solucio
%(X+A)=3(X+(B—A))—C:>X+A=6(X+(B~A))42C——>
—>X+A=6X+6B—-6A-2C——>5X=7A-6B +2C ——> X=—§—(7A—

- 6B + 2C). Logo

(ff14 7 0 0 0 12 6 4 0
X='—5— - + =
7 14 7 36 24 12 020
, u 12
1 20 11 -12 3 Ty
C5\-29 -8 5] \-20 -8 1
5 5

3. Dadas as matrizes reais, 1 X 3, A=(Q1 0 0),B=@0 1 0)eC=(0 0 1), deters
minar as matrizes X, Y e Z de Mjy3 (IR) tais que:

2X - Y+Z=A
S:{ X-2Y+Z=B8B
3K+ Y -Z=C.

Solucdo
X-~-2Y+Z=B X-2Y+ Z=B
S ~< 2X +Z=A ~ 3Y - Z=A -2B ~
-Z=C 7Y —4Z =C — 3B
22
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X+ Z-2Y=8B X+Z-2Y=8B
~ - Z+3Y=A-2B ~ —Z +3Y=A-2B
~4Z + 7Y =C - 3B - 53Y = -4A + 5B + C.

Y=L1@4Aa_5B_C) =1 ‘ =(4 1
Dai:Y=5@A-5B-O=2(4 0 00-0 5 0)-(© 0 1)>-(5 1 ~?).

Analogamente, X=(—;—~ 0 1) e Z=(—7~ -3 ——3—-)

4. Dadas as matrizes A e B abaixo, determinar os produtos AB ¢ BA:

bl
A=l 1 0 B =
01
Solucio .
2.1+1.0 2.0+1.1 2-1.+1-1 2 1 3
AB = 1-140-0 1.040-1 1.1+0.1 = 1 0 1
0-1+1-0 0.-0+1-.1 0.1+1-.1 0 1 1
Analogamente:
2 2
BA =
11

@ ~Dada uma matriz A = (ajj) € Mmxn(R) denomina-se transposta de A e indica-se por
Ala seguinte matriz n X m: Al = (bji), onde bji = ajj i=1,...,mj=1,...,n).
Valem as seguintes relagOes:

2 (A+B'=at+ B,

b) (oz.A)t = aAt, onde a € IR;
o @Ahi=a

d (B = B'aY

desde que as operagdes af indicadas estejam definidas. Provemos (IV) jd que as trés pri-
meiras sdo imediatas.

Solugio
Sejam A = (), A" = (bj), B = (cji) e B' = (d;)).
Entdo bj; = ajj e dgj = cjk. Supondo AB = (rjg) e BiAl = (skj), temos:

n

n n
Iik = Z ajjejk = Z bjidgj = Z dkjbji = ski
j=1 j=1 j=1

o que mostra que de fato (AB)t = BtAt.
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6. Para cada nimero real « consideremos a matriz: X y o, )
Logo X = onde X e y sdo numeros quaisquer.
q
cosa —sen« - 0 x-y
T = Ay . ‘
sena  cosa 9. Dada a matriz
2 1
a) Mostrar que ToTg = Tg +p; b) Caloular T_,. A=
1 1
Solucio
_ _ . 1 0
ToTg = cosa —sena cosf —senfp _ ! determinar uma matriz X € M, (IR) de maneira que AX = I, = ( ) .
sen o cos « sen 8 cos g Soluio - 0 1
cos(a + B) —sen(x + ) , Xy 2 1\ [x vy 1o
= = To 14 Fazendo X = entdo = <>
sen (o + B) cos (@ + B) z t 1 1 z t 0
cos (—a) —sen(—a) cosa  sena t =
Ta= = = Ta 2x+z  2y+t 10 +t=0
sen (—a) cos (—a) —sena  cos o < - - <—>
. t t X+z v+t 0 1 =
‘Uma matriz quadrada A se diz simétrica se A" = A e anti-simétrica se A" = —A.
a) Mostrar que a soma de duas matrizes simétricas é também simétrica. Mostre que o

. A Resolvamos o sistema obtido por escalonamento:
mesmo vale para matrizes anti-simétricas.

. 2x

X

X +z =0 X
1

1
+ z
2y
+ 2z
y +t=1
+ Z
y
2y
— Z
X

b) O produto de duas matrizes simétricas de ordem n é uma matriz simétrica? X tz 0 =0
Solucio . y +t=1 y +t=1 +t=1
P 2x + =1 — = =
a) Sejam A e B as matrizes. Entdo (A + B)t = Al + Bt = A + B, Logo A + B ¢ sime- z z +t=0
trica. Analogamente, se A ¢ B s3o anti-simétricas, (A + Bt=At+Bl= A+ (-B) = 2y +t=0 2y +t=0 =1
= —(A + B).
t tat _ o g - ) X +z = 0 X + z = 0 = 1
b) (AB)! = BIA! = BA, se AeBsdosimétricas. Como em geral AB # BA,entionem sem-
pre o produto de duas matrizes simétricas ¢ uma matriz simétrica. Por exemplo: B y te= 1 y +t= 1 y = -
—t= =2 Z = -1 z = -1
1 2\/0 3 6 § 6 0
= # -z = 1 t= 2 t= 2
2 0/\3 1 0 6 56 Logo:
1 -1
8. Determinar todas as matrizes que comutam com a matriz X = ) X
1 1
A=
0 0 B ‘
. . . EXERCICIOS PROPOSTOS
ou seja, todas as matrizes X de tipo 2 X 2 tais que AX = XA. N
_ 1. YConsidere as seguintes matrizes de My ‘(IR):
Solucio J
1 0 0O 4 0 0
X Y
Suponhamos X = . Entdo: ‘ A={0 2 0 Je B=lo0o 2 0
z t
0 0 4 0 0 1
X + Z= x ! . rd ’ I'd B
1 1 X v Xy 1 1 Mostre que . AB = BA. Podese concluir dai que ¢ vilida a propriedade comutativa da
AX = XA <———> i = </——>q y+t=x multiplicagdo em M3 (R)?
0 0 z t z ot 0 O
0=z Explique bem sua resposta.
[
24 | 25




@Se A, B € M (R) e se AB = BA, prove que:
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a) (A — B)2 = A2 — 2AB + B?
b) (A - B)A + B) = A2 — B?,
¢ (A — B)(AZ + AB +B2) = A3 _B3,

maneira que:

Justifique sua resposta.

. Mostrar que se:

entdo A% — 6A + 51, = 0 (matriz nula).

. Mostrar que as matrizes

onde y é um niimero real nfo nulo, verificam a equagio X° = 2X.

Determinar todas as matrizes quadradas de ordem 3 que comutam com a matriz:

onde g é um nimero real.

2X-Y=A+8B
X+Y?A—B

. Efetue os produtos AB e BA onde

2.\
1
1

A=

y

e B=(1
2 3
1 4/’

— ‘<|l—‘

1 0
a 1
0 a

. Sendo A e B as matrizes do exercicio proposto 1, determine matrizes X, YeM;3R)de

. O produto de duas matrizes anti-simétricas de mesma ordem é uma matriz anti-simétrica?

. Determinar uma matriz A € M, (R) tal que A # 0 e A =AA =0 (matriz nula).

—

10. Se A e B sdo matrizes reais de ordem 2 que comutam com a matriz

mostre que AB = BA,

11. Seja B uma matriz real 2 X 2 que comuta com a matriz

Mostre que existem niimeros reais a e b tais que:

B = aA + bl,.

12. Se A, B € My (R) sdo tais que AB = 0 (matriz nula), pode-se concluir que BA também é
a matriz nula? Prove ou contra-exemplifique.

7. MATRIZES INVERSIVEIS

Consideraremos neste pardgrafo apenas matrizes quadradas de ordem n.
Neste caso a multiplicagdo transforma cada par de matrizes de ordem n numa
outra matriz, também de ordem n. E além das propriedades dadas pelas propo-
sicBes 2 e 3 acima (associativa e distributiva em relagdo a adi¢do) a multiplicag@o,
neste caso, goza da propriedade de admitir elemento neutro que é a matriz

10 0
L=fo 1 0
0 0 1

e que evidentemente verifica as condi¢es
AL, = 1L,A = A,
para toda matriz A de ordem n. A matriz I, chama-se matriz identidade de ordem n.

Definigio 6 — Uma matriz A de ordem n se diz inversivel se, € somente se,
existe uma matriz B, também de ordem n, de modo que:

AB=BA=In

Esta matriz B, caso exista, é nica e chama-se inversa de A, indica-se por AL
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Exemplos
1) A matriz

¢ inversivel uma vez que, tomando

entao

1 0
AB = BA = =1I,.
0 1

Logo adiante ensinaremos um aigoritmo (processo) para determinar a inversa
de uma matriz, caso esta inversa exista.

2) Se uma linha (ou coluna) de uma matriz A é nula, entdo A ndo §é inver-
sivel. Suponhamos a linha i-6sima de A nula, isto 6, AD = (0,0, ..., 0). Dada
entdo uma matriz X qualquer de ordem n, como

AxX)V =APx =0 o0 ... 0)
(ver defini¢do de produto), entdo-

AX=1 0 0 ... O }+#1,, para toda matriz X.

..............

3) Se A e B sdo matrizes de ordem n, ambas inversiveis, entdo AB também
é inversivel e (AB)™! = B~! . A7!,

De fato
(AB) - (B! - A™) = AB-B 1) - A=A -L-Al=A.A" =1,
e analogamente (B! - A™!) . (AB) = I,,.

4) Se A ¢ inversivel, entdo A~' também o € e vale a seguinte igualdade:
(A™H1 = A,
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DETERMINACAO DA INVERSA

Daremos aqui um algoritmo (= método) para determinar a inversa de uma
matriz A, caso A seja inversivel. Contudo a demonstragio do teorema em que se
baseia esse método somente serd feita no Apéndice I, ao fim do capitulo.

Definicdo 7 — Dada uma matriz A entendemos por operagoes elementares™)
com as linhas de A, uma qualquer das seguintes alternativas:

(I) Permutar duas linhas de A;
(II) Multiplicar uma linha de A por um nimero # 0.

(III) Somar a uma linha de A uma outra linha de A multiplicada por um
nimero.

Se uma matriz B puder ser obtida de A através de um nimero finito dessas
operagOes, diz-se que B ¢é equivalente a A e escreve-se B ~ A, Para esta relagio
valem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Teorema — Uma matriz A é inversivel se, e somente se, I, ~ A. Neste caso,

a mesma sucessao de operagOes elementares que transformam A em I;;, transformam
I, em A°t,

Demonstracio
Esta feita no apéndice 1, ao fim do capitulo.
Exemplos

1) Verificar se a matriz

1 1 0
A=10 1 1
1 0 2

é inversivel e determinar A™!, caso esta matriz exista.

Devemos orientar nosso trabalho no sentido de transformar (se possivel) a
matriz A na matriz I;. Como essa mesma sucessio de operagGes levard I; em
A™!, entdo convém reunir A e I; numa mesma matriz e operar a partir daf.

L,/1 1 0!1 0 O L, 1 1 001 0 O
L{o 1 1'0 1 0}~ L, 0 1 1, 0 1 0}~
L\l 0 210 0 1 L/ =L,-L,\0—1 2-1 0 1
)

Tal como para sistemas lineares, ver § 2.
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L, 110,100 L, 1 1001 00
| 1
L, 01 1010} L 011 01 0
! " 1
" _ ' " "'__1‘3_ l:l'_ L_l-
Ly=L+L;\0 0 3,—-1 1 1 L3—3001:333
L, 1101 0 o0
1
' L 1
~ - . n 1 il e = ~
Li=L, -Lf 0 1 Ol 3 3 3]
111
1
Ls 001,35 3 3
P2 =2 1
L'= _ [ l__________._
1 =1L —1, 1 0 OE 3 3 3
' . P12 -1
L. 0105 3 3
" P—1 1 1
Ld y L L 2
3 0 0 1: 3 3 3
Logo a matriz A € inversivel e
2 =2 1
3.3 3 2 =2 1
o L 2 =1y 1
A 3 3 3§ 3 12 -1
-1 11 -1 1
3 3 3
2) Vejamos o mesmo problema com a matriz
1 2 6
A=10 1 5
2 3 7
1261100 1 2 65 1 0 0
0 1 550 1t oj~lo 1 5.0 1 0]~
1
2 3 7,0 01 0-1-5,-2 0 1
1 2 65 1 0 0
~{o0o 15 010
1
0 0 0;-2 11
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Como a matriz A é equivalente 4 matriz

1 2 6
01 5
0 0O

que ndo é inversivel (tem uma linha nula) entdo A também ndo ¢ inversivel.

8. SISTEMAS DE CRAMER

Seja

........................

um sistema linear de m equagBes com n incognitas sobre IR. Se formarmos as
matrizes:

a3y . a1n X3 by

41 . ®n Xa b2
A= , X= e B=

3my --- 4mn Xn bm

de tipos m xn, nx1 e mx 1, respectivamente, entdo S poderd ser escrito sob
a forma matricial

AX =B
onde A recebe o nome de matriz dos coeficientes de S.

Um sistema de Cramer é um sistema linear de n equacSes com n incOgnitas
cuja matriz dos coeficientes é inversivel. Se AX = B é um sistema de Cramer,
como

AX =B < > AP (AX) = A'B < > X = A"!B,

2

entdo esse sistema é compativel determinado e sua tinica solugdo é dada por
A~'B. Em particular um sistema quadrado e homogéneo cuja matriz dos coefl-
cientes é inversivel s6 admite a solugfo trivial.
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Exemplo — A matriz dos coeficientes do sistema

2 1,1 0 0 1 2 1, 0 0
1 |
x+y =1 0 1 2 Lo 1 0 J~fo 1 2,0 1 0 ~
y+ z=1 1 1 1,0 0 1 0-1 0;-1 0 1
X + 2z = 2 111 0 0 1 2 171 0 0
¢ 2 matriz: ~fo 1 210 1 0 J~[0 1 200 1 0 )~
. ]
i . 1101
1 1 o0 0 0 2,-1"1 1 0 0 1 -3 7 7
A= 0 1 1 ] 1 2 1!/1 0 o0 1 0 1,-1 0 2
1 0 2 ~fo 1 011 0-1)~fo0o 1 0l 1 0-1])~
(101 1 1011
que j vimos ser inversivel (pardgrafo 7); j4 determinamos também 0 0 1 -y 7 7 0 0 li-3 > &
2 =2 1
3 3 3 '
11 1 3
Al L 2 -t Looi-3-3 37
3 3 3 !
-1 11 B R
3 3 3 111
00 11—+ 5 7
Logo: Logo A é inversivel e
X 1 0 11 3 1 s
X = y = A"l . = 1 2 2 2
-1 1
z 0 0 AT = 1 0 -1]= > 2 0 -2
~ . 1 1 1
e a solugdo do sistema é (0, 1, 0). -5 7T 7 11 1
2. Verificar se a seguinte matriz é inversivel e determinar sua inversa, caso exista:
1 2 2
A={0 1 2
1 3 4
Solucio
EXERCICIOS RESOLVIDOS 1 2 211 0 1 2 271 0 0
1 i
1. Verificar se a matriz A abaixo é inversivel e, se o for, determinar sua inversa: 0 1 2 : 0 1 ~ 1 2 : 0 1 0 ~
12 1 1 3 4,0 0 1 2;-1 0 1
A=10 1 2 1 2 271 0 0
11 1 ~[ o 21 0 1
Solu¢do 0 0 0;-1 -1 1
Utilizaremos o processo explicado no §7. . O fato de a matriz:
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1 2 2
0o 1 2
0 0 O

que é equivalente a A, ter uma linha nula, basta para concluir que A néo ¢ inversivel.

3. Mostrar que a matriz A abaixo é inversivel e determinar sua inversa:

1 1 -1
2 1 1
3 -1 1
Solucdo
1 1 -1 0 0 11—1': 1 0
2 1 1': 1 o)~lo -1 31-2 1
3 -1 1,0 O 0 -4 =3 0 1
1 1 -111 o0 1 -1 1 0 0
~f o 1—352—1 ol.{o 1—352—1 0
i J 5 1 1
0 0 -8 15 —4 1 0 0 1:_-§ 3 -3
! P71 3
11 03 11 1 3
~ o ~ o
0 1 o: 7% 0 1 oi = T3
(5 1 1 5 1 1
0 0 li—g 5% 0 0 1,-g 73
| 1
| —_
100: T 0 3
1 1 3
ol RN S S 3
1
S 1 1
0 0 t,—g 7%
A inversa de A é portanto a matriz:
1 1
= 0 7 2 0 2
-1 _ 11 331_1 _
A= g g l=wl 0t 43
511 -5 4 -1
§ 28

4. Uma matriz quadrada A se diz ortogonal se A
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¢ inversivel e Al = At

a) Determinar se possfvel x e y em IR a fim de que a matriz

seja ortogonal.

b) Provar que o produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal.

Soluciio
3 (V2 x V2 oy 10
. = L Gm—
y 2 x 2 0o 1/
2+ x? V2y+ /2x 1 0
V2y + 2% y2+2 0 1
x? +2=1 ‘ x2 =_1
<—=><yr+2=1 <> <y} =-1
X +y=0 x+y= 0
Portanto o problema em M, (R) ndo admite solugBes pois as equagdes x*=-1le y2 =1

ndo tém solugio em R.

b) Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem n. Sendo A e B inversiveis, entdo ja vimos
que AB também § inversivel e que (AB)~1 = B~1A~1, Daf

(AB)! = B-1A-1 = BiAt = (AB)L,

. Determinar a € IR a fim de que a matriz real

1 1 1
A=12 1 2
1 2 a
seja inversivel em M3 (IR).
Solucdo
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 )]~10 -1 0 ~1 0 -1 0 ~
2 a 0 1 a-1 0 0 a-1
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0 1 0
~f 0 1 O ~ 0 1 0 sea — 1 #0.
0 0 a-1 0

Logo A & inversivel para a # 1. Se a = 1, entfio a matriz A é equivalente a uma matriz
com uma linha nula e portanto ndo é inversivel.

6. Resolver o seguinte sistema linear:

x+2y 4+ z= 1
y +2z=-4
x+ y+ z= 2
Solucio
Fagamos
1 2 1 X 1
A=10 1 2 ), X={y }e B=|-4
1 1 1 z 2

Entio o sistema fica AX = B. J4 vimos no exercicio resolvido n® 1, que a matriz A é
inversivel e

1 1 3
I )
Al = 1 0 -t
1 1 1
7Y 23

11 3
27T 72 1
X=A"B=f 1 o0 -1 -4 | =
1 1 1 2
3 2 2
1.4 5 2
27t2t 32 2
= 1+0 +(2) =14 -1
1 4 C 2 3
W) 7

A seqiiéncia ( % , —1, —%) é a solugdo do sistema.
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7. Resolver .0 seguinte sistema de Cramer:
X+y—-z=0
2xXx+y+z=1
IX-y+z=1
Solugio

A matriz dos coeficientes do sistema é:

1 1 -1
A=1 2 1 1
3 -1 1

que & inversfvel conforme j4 vimos (exercicio resolvido 3) e sua inversa é a matriz:

1 1

T 0 7

1 1 3

8 778

S5 11

8§ 2 7%

Logo:

1 1 1
x 4 0 3 0 %+
1 1 3 11
YIFls 25l )=+
z R S § 1 3
8 2 8 8

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja. A uma matriz quadrada inversivel. Mostre que A™! também & inversivel e que

AN = A,

2. Mostrar que a matriz real

[ 2B ] —
G = O
- O O

é inversfvel Ma, b, ¢ € R e que:

Al=| _a

ac-b —-c¢ 1
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10.

38

. Dada a matriz A = (

Verificar quais das seguintes matrizes sdo inversiveis e determinar as inversas respectivas:

0 0 1 1
1 0 1
1 2 1 0 0 1
= ,B={1 1 0 e C=
A 2 2 11 1-1
. 0 2 1
0 2 0 3
. Resolver os seguintes sistemas de Cramer:
_ X+y+ z=2
a){x—y-u b<Kx—-y+ z=0
x+y=0 y+22=0
XxX—-y+z+ t=0
X+y—z+ t=1
© “x+y+z—- t=0
2X —y —z + 3t=1

Determinar m € IR de. modo que o sistema abaixo seja de Cramer e, a seguir, resolvé-lo:

X—- y+ z=2
X + 2z =1
X +2y +mz=90

Sejam A, B e C matrizes reais de ordem n. Se A é inversivel, prove que AB = AC ——>
>B =Ceque BA=CA > B =C.

Se A, B e C sio matrizes inversiveis de mesma ordem, determinar a matriz X de maneira
que AB™IX) = C-1A.

1 0
o -1

Determinar x, y ¢ z de modo que a matriz

1 0 O
o L 1
N/ING)

seja ortogonal.

Existe alguma matriz inversivel A tal que A = 0 (matriz nula)? Justifique.

)calculat AZ = AA, A% = AAA, ..., AD =A. . A(n vezes).

APENDICE|

Matrizes Elementares

Defini¢do 8 — Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz E obtida de
I, por meio de uma e uma s6 operagio elementar.

Exemplos
1 0 O 1 0 0
E;=1 0 2 O e E;,={3 1 0
0 0 1 0 0 1

s@o matrizes elementares. A primeira se obtém de I; multiplicando por 2 a segunda
linha; a segunda se obtém de I; somando & segunda linha desta matriz a sua
primeira linha multiplicada por 3.

Proposi¢do 4 — Seja E uma matriz elementar de ordem n. Se aplicarmos,
entdo, em uma matriz A, também de ordem n, a mesma operagdo elementar que
transformou I, em E, obteremos a matriz EA.

Demonstracio

Faremos a demonstragdo apenas para a operagdo elementar (III) ficando os
dois casos restantes como exercicio.

Suponhamos que a linha j-ésima de E seja a soma da linha j-ésima de I, com
a linha i-ésima de I, multiplicada por «, enquanto que as demais linhas de E e de
I, coincidem, ou seja

BD = 0 4 o

ER =9 k.

Como (EA)) = EWA, para todo r entre 1 ¢ n, entdo (EA)D =EWD . A =
=0 + o MA=1D . A+ o@D - A) = (1,A)D + 0 (@HA)D = AD +oAD,
0 que vem provar que a linha j-ésima de EA ¢ igual 4 linha j-6sima de A mais a

linha i-ésima de A multiplicada por «. Por um raciocinio andlogo se prova que as
demais linhas de EA coincidem com as respectivas de A.

Logo, as mesmas operages que transformaram I, em E irfo transformar A
em EA. =
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Proposi¢io 5 — Toda matriz elementar E é inversivel.

Demonstragao

Por hip6tese obtém-se E de I, por meio de uma certa operagdo elementar.
Consideremos a operagdo elementar inversa que transforma E em [,. Se aplicar-
mos esta ltima em I, obteremos uma matriz elementar E,. Devido 4 proposi¢do
anterior teremos E; « E = I, o que ¢ suficiente para concluir que E € inversivel ¢
E, € a sua inversa (por qué?). =

Exemplo — Consideremos a matriz elementar:

1 0 O
E={3 1 0
0 0 1

A operagio elementar que transformou I, em E consiste em somar 3 segunda
linha de I; o triplo da primeira linha. Entdo E serd transformada em I; somando
i sua segunda linha a primeira multiplicada por (—3). Logo a matriz inversa de E,
obtida efetuando em I; esta dltima operagdo elementar, é:

1 0 O
-3 1 0
0 0 1

Teorema — Uma matriz A de ordem n ¢ inversivel se, e somente se, I, ~ A.
Neste caso, a mesma sucessao de operagdes que transformam A em Iy, transforma
I, em A%,

Demonstracao

(«<—=) Como cada opera¢do elementar com A é o mesmo que multiplicar
A (3 esquerda) por uma matriz elementar, entdo existem matrizes elementares
E, ..., E; de.maneira que:

Bi-EBey+...-E - A=1p

Logo
A=E"'-E" ... BN L

Como cada matriz do segundo membro é inversivel, entdo A € inversivel (um

produto de matrizes inversiveis ¢ inversivel, conforme jd vimos). Além disso,

observando que:
EH ' =EG=1...,Del =1
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segue que
A—1=Et e By ... B I
0 que prova a Ultima afirmacio do teorema.

( >) Observemos primeiro que se B ~ A, entdo A é inversivel se, e
somente se, B & inversivel. Isto por que se B ~ A, entdo B = PA, onde P é uma
matriz inversivel (P é um produto de matrizes elementares). Nossa observagdo
decorre entdo dessa igualdade.

Facamos o escalonamento da matriz A por meio de operagBes elementares,
isto €, fagamos com que cada uma das suas linhas (a partir da segunda) tenha mais
zeros iniciais do que a precedente. Como a filtima linha de A nfo ¢ nula (pois A é
inversivel) obteremos: '

a1 3 dn
0

A ~ ;7Y 2n
0 0 ann

onde cada a;; # 0. Mas esta Gltima matriz € equivalente & matriz [,. Logo I, ~ A. =

Nota final: Toda a teoria desenvolvida neste capitulo sobre sistemas lineares
e matrizes seria feita da mesma maneira se substitufssemos o conjunto R dos
nimeros reais pelo conjunto C dos nimeros complexos.
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CAPITULO 2

Espacos Vetoriais

+ 1. INTRODUCAO

Examinemos certos aspectos relacionados com dois conjuntos certamente
ja conhecidos do leitor.

O primeiro é o conjunto V dos vetores da geometria, definidos através de

segmentos orientados, e o outro é o conjunto My, (IR) das matrizes reais m
por n, onde m e n s3o nameros naturais dados (ambos maiores que zero).

A primeira vista pode parecer que tais conjuntos nada tém em comum. Mas
nio é bem assim conforme mostraremos a seguir.

No conjunto V estd definida uma
adi¢@o (adigdo de vetores), conforme figu-
ra ao lado, adi¢do essa dotada das pro-
priedades comutativa, associativa, além da
existéncia de elemento neutro (vetor nulo)
e do oposto para cada vetor de V.

O vetor nulo pode ser representado
por qualquer ponto do espago ¢ 0 oposto

- .
de u se determina conforme a figura ao
) ———— —

lado. u

. . 'R T - P .
Além disso podemos multiplicar um vetor U por um ndmero real a € isso
se faz conforme esquema abaixo:

N {a < —1)
au
V /aTA) /(—1<a<0)
0<a<1) ou ‘
(e >1) od
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- > .
Sea=1,0u=1uesea=0,entdo ou = 0. Em geral la| = lallu|. Essa mul-
tiplicagdo tem as seguintes propriedades ji certamente vistas pelo leitor no seu
curso de Cdlculo Vetorial:

(@)U = a(fi)
( + B4 = au + fu
a(d +7V) = ol + av
1 =1

P : > =
para todos os niimeros reais o e § e vetores U e V.

No conjunto My, » n (IR) também estd definida uma adi¢do, a adi¢do de matri-
zes estudada no capitulo 1. Conforme vimos nesse capitulo, essa adicdo é associa-
tiva, comutativa, admite elemento neutro, que é a matriz nula

0 0
0 O 0
0 0 0

e toda matriz A de My xn (IR) tem uma oposta.

Como vemos o comportamento de V e o de My, (R) quanto 4 adicdo é
o mesmo. Mas ndo ficam ai as coincidéncias.

Pode-se também multiplicar uma matriz por um nitimero real obtendo-se
uma matriz da seguinte forma:

a7 a1 ... A ®ady; @dyp ... Uayn

1 dx don Qdy; Q&dyy Qazn
o =

4mi ama Amn ®amy Aamy ®amn

Essa multiplicag3o apresenta as mesmas propriedades que as destacadas para
V, linhas acima. Ou seja, valem sempre as igualdades:

(@ B)A = «(BA)
(@ + A = aA + A
alA + B) = aA + aB

1A = A
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Logo os conjuntos Ve My, , o (IR) apresentam uma coincidéncia estrutural no
que se refere a um par importante de operagdes definidas sobre eles. Nada entdo
mais 16gico do que estudar simultaneamente V, My, x, (IR) e todos os conjuntos
que apresentem essa mesma “estrutura” anteriormente apontada. E isso o que co-
megaremos a fazer no pardgrafo seguinte.

2. ESPACOS VETORIAIS

Vamos introduzir agora o conceito de espagco vetorial. Os espagos vetoriais
constituem os objetos de estudo da Algebra Linear.

Defini¢io 1 — Dizemos que um conjunto V # @ é um espaco vetorial sobre
IR quando, e somente quando:

I — Existe uma adi¢do (u, v)l—— u + v em V, com as seguintes proprie-
dades:

a)u+v=v-+u, Mu,vEV (comutativa);

byu+(v+w=@+v)+w, Vu,v,w€EV (associativa),

c) Existe em V um elemento reutro para essa adicdo o qual serd simboli-
zado genericamente por o. Ou seja:

Jo€EV | u+o=u Yue V™

d) Para todo elemento u de V existe o oposto; indicaremos por (—u) esse
oposto. Assim:

YouevV, I(—yeV|iu+t(-u= 0.0%%)

Il — Estd definida uma multiplicagdo de R X V em V, o que significa que
a cada par (&, u) de IR X V estd associado um tnico elemento de V que se
indica por au, e para essa multiplicacdo tem-se o seguinte:

a) a(fu) = (af)u
b) (@ + fu = au + fu
¢) a(u +v) = au + av
dlu=u

()

Piova-se que € Unico esse elemento neutro (ver exercicio resolvido n® 1 do §3).

@ O

* % s s . .
(xx) Prova-se que é Unico o oposto de um elemento (ver exercicio resolvido n® 2 do §3)..
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para quaisquer u, v de Ve a, f de R,

Nota: De maneira andloga se define espago vetorial sobre C, conjunto dos
nameros complexos. Deste capitulo até o capitulo V, inclusive, toda a teoria dos
espagos vetoriais a ser aqui desenvolvida é a mesma quer sobre IR quer sobre C.
Por isso, embora venhamos a usar sempre espagos vetoriais sobre IR, deixamos
registrado que seria tudo igual para espagos sobre C. Quanto ao assunto do capi-
tulo VI h4 diferencas 14 apontadas. Porém iremos concentrar nossa atengdo no
caso real tendo em conta o cardter introdutério deste livro. Nos demais capitulos,

salvo excegBes que serdo mencionadas, trabalharemos com espagos reais.

Exemplos

1) O espago vetorial R

Nio é novidade para o leitor que a adi¢ao de nimeros reais verifica as pro-
priedades I-a, I-b, I-c e I-d da definicdo de espago vetorial. Tdo pouco que o
produto de um nimero real por um outro é também um nimero real e que essa
multiplicagdo obedece aos itens Il-a, II-b, Il-c e II-d da defini¢gdo mencionada.
Logo R € um espago vetorial sobre IR.

2) O espago vetorial C

- Com a mesma argumentag¢do acima verifica-se que C é espago vetorial sobre
C. Mas C também é um espago vetorial sobre.IR. Quanto a adi¢do nfo hd novi-

" dades: tudo como no caso anterior. Agora, o produto de um nimero complexo

por um ndmero real é um ndmero complexo e para essa multiplicacdo valem
II-a, II-b, II-c e II-d como situagGes particulares das propriedades da multiplicagdo
em C.

3) O conjunto dos vetores da geometria definidos por meio de segmentos
orientados é um espago vetorial sobre IR (ver pardgrafo 1).

4) O conjunto My, (IR) é um espago vetorial sobre IR (ver pargrafo 1).

5) O espago IR?

J4 vimos anteriormente que uma n-upla de miimeros ¢ uma seqiiéncia finita
de n nimeros reais que se indica por (ay, ..., ay). O conjunto de todas as n-uplas

de nimeros reais € denotado por IR®. O IR™ pode ser visto como espago vetorial
sobre IR desde que se definam adi¢do e multiplicagio da seguinte maneira:

(ali"':an)-'_(bl?"'9bn)=(a‘1+b1""7an+bn)
Ol(al,...,an)=(aa1,‘...,aan)

Ora, tal afirmagdo pressupde que se tenham verificado as oito- propriedades
que constam da definicdo, o que nfo faremos aqui. Sugerimos tais verifica¢Ges
como exercicio.
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~ Apenas ressaltaremos que 0 = (0, 0, ..., 0), se u = (a, ..., a,), entdo
—u=1(—ay, ..., —ap) e, a titulo de exemplo, que a prova da propriedade II-a
se faz do seguinte modo:

~ Seja u = (a;, ..., ay) um elemento de R™. Dados entdo a e § em IR,
(@ + Pu = (@ + Pa, ..., (@ + Pay) = (xay + Pay, ..., aay + Pay) =
= (aay, ..., aay) + (Ba,, ..., fa,) = au + Bu.

Recomendamos ao leitor que procure justificar cuidadosamente cada pas-
sagem desta ultima deduggo.

~ Os matemiticos estio de acordo com a seguinte frase: o R™ ¢ o espago
vetorial mais importante.

6) O espago C"
O conjunto C™ das n-uplas de nimeros complexos é um espago vetorial

sobre C: basta definir adi¢do e multiplicacdo por um niimero complexo como no
exemplo anterior.

7) O espago P, (R)

Seja n 2 0 um numero natural. Indicaremos por P, (IR) o conjunto dos
polinémios reais de grau < n, mais o0 polindmio nulo.

O leitor, que jd estudou os polinémios sobre IR, ndo terd dificuldades em
perceber que

(@) f(v), g(t) € P, (R)
(b) a € R, f(t) € P, (R)

> f(t) + g(t) € Py (R)
> af(t) € Py (R).

Dai, lembrando as propriedades das operagBes com polindmios, concluird
que P, (R) é um espago vetorial sobre IR.

8) O espago P, (0)

Por P, (C) indicaremos o conjunto dos polindmios complexos de grau < n
além do polindmio nulo. Como no exemplo anterior, com as mudangas devidas, é
possivel provar que P, (€) é um espago vetorial sobre C.

9) Exemplo ‘“Patolégico™

Até aqui os exemplos dados, além de importantes, correspondem a situagdes
por assim dizer usuais. Vejamos um caso que de uma certa forma escapa dessa
situagdo.

Seja V = {u € R | u > 0}. Suponhamos que consideremos a ‘““adi¢io™ em
V como sendo a multiplicagdo de nimeros reais positivos, isto é,

u®v=uv, #u,vEV(*)
(*)

O simbolo & serve, neste exemplo, para distinguir a “adi¢do” aqui definida da usual,
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¢ que a multiplicagdo de um elemento de V por um niimero real seja dada por:
au=1u*,¥YuEV e YaER

Com isso o conjunto V se torna um espago vetorial sobre R. Observemos
apenas que o elemento neutro da “adigdo” ¢ o niimero 1 e que a verificagdo de
ll-c se faz assim:

a(u @ v) = o(uv) = (w)® = vv® = (qu)(av) = cu @ av.

Nota: Na teoria dos espagos vetoriais é comum aproveitar-se a terminologia
do exemplo 3 acima. Assim é que os elementos de um espago vetorial qualquer
sdo chamados de vetores, o elemento neutro da adi¢do de vetor nulo desse espago
e os elementos de R (ou €) de escalares.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Como ji vimos R? = {y!x,yeR}LO R? pode ser visto como espago vetorial
sobre R desde que se definam adicdo e multiplicagdo por um niimero real assim:

(X1, y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, Y1 + y2) ¢

a(x, y) = (ax, ay).
Faremos aqui a verificagdo dos axiomas relativos 4 multiplicacio.
I-a:  (ab)(x, y) = ((ab)x, (ab)y) = (a(bx), a(by)) = a(bx, by)
Ib: (a+ b)(x,¥y) = ((a+ b)x, (a + b)y) = (ax + bx, ay + by)

+ (bx, by) = a(x, y) + b(x, y).
Dc: a((x1,y1) + (X2, ¥2)) = a(xy + Xz, ¥1 +y2) = @ + X2), ay1 +¥2)) =
= (aXy + aXy, ayq + ayz) = (axy, ay1) + (axz, ayz) = axy, y1) + a(Xg, y2).

II-d: 1(x,y) = (x, 1y) = (x, ¥).

1

a(b(x, y)).
(ax, ay) +

I

20R} ¢ o conjunto de todas as ternas ordenadas de niimeros reais. Ou'seja: R3 =
={x, v, ! x,5,2€ R}. A adicdo e a multiplicagio por escalares sdo definidas no
R® por:
(Xls Y1, Zl) + (x2’ Y2, ZZ) = (Xl + X2, V1 + V2, 21 + 12) e
a(x, y, z) = (ax, ay, az).
Faremos neste caso apenas a verificagio dos axiomas relativos & adigdo.
Fa: ((x1, V1, 21) + (X2, Y2, 22)) + (X3, ¥3, Z3) =
= (X1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + Z2) + (X3, V3, Z3) =
=((x3 + X2) + X3, V1 + ¥2) +¥3, (21 + 22) + 23) =
=(xg + (X2 + X3), V1 + 02 + ¥3), 21 + (22 + 23)) =
= (X1, Y1, 21) + (X2 + X3, ¥2 + V3, % + 23 =
= (Xl, Y1, Zl) + ((X27 Y2, ZZ') + (X3, Y3, Z3))-
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I-b: (X1, Y1, 21) + (X2, Y2, Z2) = (X4 + X3, Y1 + V2,21 + Z3) =
= (X2 + X1, ¥2 +V¥1, 22 + 21) = (X2, V2, Z2) + (X1, Y1, Z1).

I-c: O vetor nulo ¢é (0, 0, 0).

I-d: Para cadau = (x,y, z) € IR3, —u = (—X, -y, —Z) o que é evidente.

v (a+¢, b+d)

Nota: Podemos associar a cada vetor (x, y)
do R? o vetor xi + y-fdo célculo vetorial,
ja do conhecimento do leitor, O vetor nulo
é o par (0, 0). As defini¢Ses dadas de adicdo
e multiplicagdo por escalares concordam
com as regras usuais para a adicdo de vetores

planos e multiplicagdo de um vetor plano
por um niimero,

Fato anilogo acontece com o R3; podemos
associar a cada (x, y, z) € IR®> o vetor

X+ y?+ ZK do cdlculo vetorial, As defi-
nigdes dadas de adi¢do e multiplicagdo por k

escalates estdo de acordo com as regras - y
para a adi¢do de vetores e de multiplicagio

de um vetor por um niimero real no espago
geométrico estudado no Célculo Vetorial. x

-"L

Por ultimo observemos que os elementos do R? ¢ os do R® sio de natureza distinta e
assim sendo ndo deve o leitor cometer o engano de dizer que o R” é subconjunto do R3.
Mais adiante serd explicado que o R? pode, de uma certa maneira, ser considerado
idéntico ao subconjunto {(x, y, 0) | x, y € R} do R>. (Veja Capftulo 4, § 5, exercicio
resolvido n® 11).

3. Seja I um intervalo de R e indiquemos por C(I) o conjunto das funcdes codtinuas defi-
nidas no intervalo I e tomando valores reais. Dados f, g € C) e a € R, definem-se
f + g e af do seguinte modo:
f+ga:I——>Re(f+g)t)=1F) +git),Vtel

af: I —> R e (af)(t) = af(t), ¥t € L.

O Cilculo nos ensina que f + g e af sdo fun¢des contfnuas, isto &, f + g, af € C(I).
Temos entdo sobre C(I) uma adigio e uma multiplicagdo por escalares. E pode-se verificar
que C(I) € um espago vetorial com relagdo a esse par de operagdes. Verifiquemos alguns
dos axiomas.

Fa: (F+g +W)@®) = ({E+ 2@ +h() = (£) +gt)) + h(t) = £(t) + () + ) =
=fO+@E+DO=F+E+h))W, ¥ig,heCd) e ¥tel

Ic: A fungio e dada por e(t) = 0, ¥t € I, é continua, e, além disso, (e + D@ =
=e() + f(t) = 0 + f(t) = f(t), Vt € L.

) Funcdo de I em IR.
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IFa: (@B)(1) = @b)f(t) = a(bf(t)) = a((®N(®)) = @) W), yte L

Ie: @ + g)(®) = alf + g)(t) = a(f(t) + g(t)) = af () + ag(t) = @O +
+ (ag)(t) = (af + ag)(t), Vt € L

4. Sejam U e V espagos vetoriais sobre IR (ou C). Mostrar que U X V ={(u,v)iuecU e
v € V} é um espago vetorial em relagio ao seguinte par de operagdes:

M @1, v1) + (ug, v2) = (g + Uy, vy + V3)

an au, v) = (au, av).

Provemos algumas das condigBes.

Fb: (uy, vi) + (U2, v2) = (U1 + Uy, vy + v2) = (uy + uy, v + vy) = (ug, v3) +
+ (ug, vi).

Fe: O vetor nulo neste caso é (o, 0), onde o primeiro 0 é o vetor nulo de U e o segundo
¢ o vetor nulo de V.

II-d: 1(u, v) = (1u, 1lv) = (u, v).

O espago vetorial U X V acima definido chama-se espago vetorial produto de Ue V.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Completar as verifica¢Bes nos exercicios 1, 2, 3 e 4 anteriores.

2. No conjunto V= {(x,y) Ix, y € R} definamos “adi¢io” assim:
(Xl, YI) + (x2) YZ) = (xl + X2, 0)

e multiplicacdo por escalares como no IR2, ou seja, para cadaa € IR,

ax, y) = (ax, ay).
Nessas condigdes V é um espago vetorial sobre R? Por qué?
3. No conjunto V do exercicio anterior definamos a “adi¢do” como o fazemos habitual-
mente no R” e a multiplicagio por escalares assim:
a(x, y) = (ax, 0).
E entdo V um espago vetorial sobre IR? Por qué?
4. Seja V o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais. V nio é um espago vetorial
em relagdo a nenhum dos dois seguintes pares de operagdes sobre V:
a)  (Xpy) + (X2, ¥2) = (X1 + Xp,¥; + Y ealx,y) = (x,ay),e
b) (X1, ¥ + (X3, ¥2) = Xy, y1) ealx,y) = (ax, ay).

Diga em cada caso quais dos 8 axiomas ndo se verificam.
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3.

Seja V como no exercicio anterior. Definamos:

(X1, v1) + (%, ¥2) = QX4 — 2y1, —X1 + V1),
a(x, y) = (ay, —ax),
Com essas operagdes definidas sobre V, perguntamos se este conjunto é um espago vetorial
sobre R.

SejaV = {x,nIx,y€ C}. Mostrar que V é um espaco vetorial sobre IR com a adi¢do e a
multiplicagdo por escalares definidas assim:

M &1, v1) + (a2, ¥2) = (X1 + X, ¥1 + ¥2), ¥(xp, y1) e (x5, y2) EVee

(D) a(x,y) = (ax, ay), ¥a€ R e ¥(x,y)EV.

Seja R™ = {(x1, X, .. I x € R}. Considerando sobre R as operagdes dadas por
X1, %2, .. + (Y1, Y2, .- )= (X1 + Y1, X2 +Y2,.. )ea(Xy,Xz,...) =(axy,axp, :..),

mostrar que IR™ é um espago vetorial sobre R.

Mostrar que todo espago vetorial sobre € também & espago vetorial sobre IR.

PRIMEIRAS PROPRIEDADES DE UM ESPACO
VETORIAL

Seja V um espago vetorial sobre IR. Provaremos a seguir algumas proprie-

dades que sdo conseqiiéncias praticamente imediatas da definicdo de espago
vetorial.

P;.
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Paratodo « € R, o = 0.
Prova — Devido aos axiomas Il e I-c da defini¢@o de espago vetorial tém-se:

a0 = a(o + 0) = ao + «o; somando a ambos os membros o vetor — («0)
temos 0 = — (@0) + a0 = —ao + 0o + 00 =.q0. ®

Para todo u € V, Ou = o.

Prova — Do mesmo tipo da anterior. Fica como exercicio. m

Uma igualdade au =0, com e € R e u €V, s6 é possivel se a=0ouu=o.

Prova — Suponhamos « # 0. Daf existe o ntimero real «~'. Multiplicando
entdo au = o por o~ teremos:

a(au) = a”lo
Levando em conta o axioma Il-a ¢ a propriedade Py:

(@ta)yu=o0

P,.

1

Como ao~! = 1, entdo podemos concluir (usando o axioma II-d) que

u=o0.1

Para todo « € R ¢ todo u de V, (—a)u = a(—u) = —(au).
Prova — Notemos que
au+ (—u=(a¢+ (—))u=0u =0

usando o axioma II-b e P,. Por outro lado,
au + (—au) = o.
Entdo:
au + (—a)u = au + (—au).
Somando —au a ambos os membros desta Gltima igualdade acharemos:
(—a)u = —au.

Um raciocinio andlogo nos mostrard que a(—u) = —(qu). =

Nota: Define-se diferenga entre dois vetores u e v do espago V assim:

u—v=u+(—v).

Quaisquer que sejam ¢, E R e uem V, (¢ — f)u = au — pu.
Prova
(c—-Pu=@+EpfPHu=au+(—PHu=au+ (—(fuw)=au —fu. =

Quaisquer que sejam o em IR, ue vem V, a(u — v) = au — av.

Prova — Aniloga i anterior. Fica como exercicio. ®

Dados 8, &y, ..., ap em R e uy, ..., u, em V, entdo:

n

n
8 Z oguj | = Z (Baj)y;.
j=l

j=1

Prova — Faz-se por indugdo a partir dos axiomas II-a e II-c da defini¢do de
espago vetorial, m
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EXERCICIOS RESOLVIDOS Solugdo

Além das propriedades de Py a Py, enunciadas e demonstradas acima, podemos ainda \ A 2u+v-3w=1(2,42 + (3,1,-2) — (12,3,0) = (- 7, 2,0).

citar:
b) Aplicando-se as propriedades j4 conhecidas vem x = %(v + w — 3u). Fazendo os

1. O vetor nulo de um espago vetorial V é unico. s
calculos obt = —2,-2):

Prova obtemos x = (2, — 2, 2 );
H4 um dnico vetor o que satisfaz I-c, pois se oy goza da mesma propriedade, entdo

0=0+0; =01 +0=o0;. ¢) Do sistema dado obtém-se: )

y— z=v-—-u
2. Para cada vetor u de um espago vetorial V existe um dnico vetor (—u), oposto de u. . {—y + 22 = —vy
Prova ‘ ‘ Adicionando membro a membro estas {iltimas equagSes obtemos z = —u = (— 1,-2,-1)
Seja u; tal que u + u; = o. Dai entdo, . e, entdo,y =z + v —u = (1, -3, —4).
~u=~u+o=—u+(u+u1)$(—u+u)+u1=o+u1=u1.

3. Paracadau € V, tem-se —(—u) = u.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Prova
O axioma I-a diz que (—u) + u = u + (—u) = o. Logo u é o oposto de —u. 1. No espago vetorial M3, (R), consideremos os vetores:
‘ /
11 0 1 1 2
4. Seu,vew € Veu +v=u+ w, entio v = w (lei do cancclamento da adigfo). a=|o0o o B 21 C 1 0
= = e =
Pr
ova / 0 0 1 1 0 -1
Somemos —u i igualdade que consta da hipOtese: a)  Calcular 2A + B — 3C:
)+ @+ v)=(Cu + U +w) (I-a) ’ A+ X X-B
(W) +wW+v=((—w) +u) +w (I-d) b)  Calcular X € M3y, (R) tal que - - 3 =G
ctv=o0+w (1) " c) Existem t;, t € IR de maneira que A = t;B + t,C?
v=w :
) . . 2. S8jau=(1+ii),v=(0~i2ew= (2, 3 + i) vetores no espago vetorial c2.
5. Se u, w € V, entdo existe um Unico vetor v tal que u + v = w, . . a)  Caleular 3 + Du — iv @ -9
—iv - - fw;
Prova b) Existe z € C tal que v = zu?
Inicialmente verifica-se que w + (—u) satisfaz a equagio dada. De fato: u + (w + (—u)) =
=+ ((—cw+wy=@+ (-w) +w =0+ w = w. Por outro lado, somando (—u) 3. No espago vetorial P3 (R) sejam dados os vetores f(f) = t° — Lat)=t>+t—1e
ambos os membros da equagdo, vem: (—u) + (u + v) = (—u) + w. Dal ((—u) +u) +v = h(t) =t + 2.
=w + (~w. Logo v =w + (-u). a)  Caleular 2f(t) + 3g(t) — 4h(t);

b)  Existe k € IR de maneira que £(t) + kg(t) = h(1)?

6. Consideremos no espago vetorial R? os vetores u = 1,2,1),v=(3,1,-2)ew=(4,1,0). X . .
c) Existem ky, k; € R tais que f(t) = kyg(t) + kzh(t)?

a) Calcular 2u + v — 3w; 4. No RZ a

. No consideremos 0s vetores u = (1, 1), v = (3, — = -
b) Resolver aequagio 3u + 2x = v + w; ( b=t Dew=0 -2
a) - Resolver a equagio:

¢) Resolver o sistema de equacGes

u+y=v-+z X+u+V+X
2 3

v+ 2z=y )
s na incognita x € R%;
nas incognitas y, z € IR3, 4 ;
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b)  Resolver o seguinte sistema de equagBes:
X+y+ z2=1u
2Xx -y + z=vV

X+y—-2Z=w

nas incdgnitas x, y, z € R?.

4. SUB-ESPACOS VETORIAIS

Defini¢io 2 — Seja V um espago vetorial sobre IR. Um sub-espaco vetorial
de V ¢é um subconjunto W C V, tal que:

(a) o €W,
(b) Yu,vEW,ut+veEW;e
(c) YMa€ERe YueW, aueW.

Notemos que (b) significa que a adi¢do de V, restrita a W, é uma adigio
em W. O significado de (c) é que estd definida uma multiplicagdo de R X W
em W. Mas serd W, nessas condicBes, um espago vetorial sobre IR?

Proposi¢io 1 — Se W é um sub-espago vetorial de V, entdo W também &
um espago vetorial sobre IR.

Demonstracdo — A rigor temos oito itens a provar (ver defini¢do de espago
vetorial). Contudo mostraremos apenas que:

uew > —u€EW
uma vez que os demais itens decorrem sem artificios das hipéteses.
Mas isso é ficil: é s6 fazer em (¢) a = —1.m
Exemplos

1) Para todo espago vetorial V é imediato que {0} e V sdo sub-espagos de V.
Sdo os chamados sub-espagos impréprios ou triviais.
)W ={(x,y,2) € R*| x +y = 0} é sub-espago de R3,
(a) o = (0, 0, 0) € W (por qué?);

(b) se u =(xq,¥1,21) ev=1_(%,¥2, Z) estdo em W, entdo x; +y; =
=% +y, =0.Comou+v=_(x +X,y1 +¥2,21 +23) e (X, + %) +
+ (1 +V2) =& +y)+(x +y,)=0+0=0,entdfou+veEW,

(c) Exercicio.
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3) A intersecgdo de dois sub-espagos vetoriais do mesmo espago V é tam-
bém um sub-espago vetorial de V.

Sejam W e U esses sub-espagos.

(ao€EU e 0EW.Logo o €EUNW.
(b) Exercfcio.

(c) Tomemos c E R e u € UNW. Comou€ Ueu€EW (que sdo
sub-espagos), entdo au € Ue au € W. Logo au€ U N W,

4) Consideremos um sistema linear homogéneo sobre R de tipo m X n:
auxl + 312X2 + “ e -+ alnxn = 0
ax; + Xy + ... + danXp = 0

.............................

J& vimos, o que é 6bvio, que (0, O, ..., 0) é solucdo desse sistema. Por outro
lado é ficil verificar que a soma de duas solugGes de S é solugio de S e que o
produto de uma solugdo de S por um niimero real também §é solu¢do desse sistema.
Verifiquemos ailltima afirmag@o. Se (B4, B,, ..., By) é solucdo, é verdadeira a
frase aj1B; + ajaf, + ... + 8nfn = 0, Vj, 1 <j <m. Logo, paratodo kER,
também € verdadeira a frase

k(ajlﬁl + ajzﬁg + ...+ ajnﬁn) =0
que é equivalente a

a1 (kBy) + aj (kB) + ... + ajn (k) = 0

Esta tltima nos mostra que (kB;, kB,, ..., kB,) também é solucdo do sistema
considerado.

O conjunto solugdo de um sistema homogéneo é chamado espago solugdo
desse sistema. Trata-se de um sub-espago vetorial do IRR.

5) Ps(IR) € sub-espago de P, (IR) desde que 0 < s < n (exercicio);

6) O conjunto das matrizes simétricas é um sub-espaco vetorial de My, (IR).

7) Se V € um espago vetorial e v € V, o conjunto dos vetores da forma A v,
com A €IR, é um sub-espago de V.
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5. SOMAS DE SUB-ESPACOS

Sejam U e V sub-espagos vetoriais de um espan vetorial W.

Defini¢io 3 — Indicaremos por U + V e chamaremos de soma de U com V
o seguinte subconjunto de W:

U+V={u+viueUeveEV}

Nota: E claro que U+ V =V + Ue que U + {0} = U, para todos os

sub-espagos U ¢ V de W. Também ¢ verdade que
UCU+V e VCU+ V.

Proposicio 2 — Se U e V sdo sub-espagos vetoriais de W, entdo U + V
também € um sub-espago vetorial de W.
Demonstragio

(a) Comoo=0+0,0€U ¢ 0EV,entdo o€ U + V.

(b) Sejam w; = u; + v, € wy = u, + v, elementos de U + V, onde estamos
supondo u;, u, €U e vy, v, € V. Entio:

wi+wy = +v)+ Ut vy) = (U ) + (v V)

Como u; + u, e vy + v, pertencem a U e V, respectivamente, entdo w; + w, €
eUu+V.

(c) Exercicio. w

Definicio 4 — Sejam U e V sub-espacos vetoriais de W tais que UNV =
= {0}. Neste caso dizse que U + V é soma direta dos sub-espagos U e V.
Notagdo: U @ V.

Se U e V sio sub-espacos de W tais que U @ V = W dizemos que UeV
s80 suplementares ou que U é suplementar de V (ou V é suplementar de U).

Proposicio 3 — Sejam U e V sub-espagos vetoriais de um espago vetorial W.
Entdo W = U @ V se, e somente se, cada vetor w € W admite uma tinica decom-
posiclow =u+v,comuc UeveYV,

Demonstragio

( >) Por hip6tese a decomposi¢io existe. Suponhamos w = u + v =
=4y +vy(y,uy €Uev,v; EV).Dafu—uy, =v; —v.Comov, —vEV
(pois ambos os termos estdo em V), entdo u —u; EUNV ={0}. Logou —u, =0
e entdo u = uy. Levando em conta isto conclui-se que v, — v = 0 e portanto
que vy = V.

(<——) Suponhamos que w € U N V. Tomando entio u€ Ue vE V,
teremos:
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u+v=>@w+w)+F—w).

Devido 4 unicidade que a hipétese menciona podemos afirmar que:
u=u-t+tw e v=v-—-w,

Logo w = o. Provamos pois que UN V = {o}. =

Exemplo — O espago R3 ¢ soma

direta dos sub-espacos: —_—
U={(x,0,00| xER} e Vv —
V={0,y,2) |y, z€ R} =
" E imediato que: E

UnvVv={0,0,0}

por outro lado, w(x, y, z) € R3,
(x,y,2)=(x,0,0) +(0,y,2)EU+V. X

u

6. COMBINACOES LINEARES

Seja V um espago vetorial sobre IR. Tomemos um subconjunto S = {uy, .. .,
uy} C V. Indiquemos por [S] o seguinte subconjunto de V construido a partir
de S:

[S]={oyu, +...+apuy l @, ..., 00 € R}
E ficil ver que [S] é um sub-espago vetorial de V. De fato:
(a) Como 0 = Ou; + ... + Ou,, entdo o € 8.

(b) Sev=o0quy +... +oqu, e w=0u; + ...+ fu, pertencem a
S, entdo

v+w= (o + Bu +...+ (g + Bpuy
também é um elemento de S.
(c) Exercicio.

Definicio 5 — O sub-espago [S] que acabamos de construir recebe o nome
de sub-espaco gerado por S. Cada elemento de [S] é uma combinacdo linear de S

ou combinacdo linear de u,,. .., u,. Ao invés de [ S] também costuma-se escrever:
[ug, vy, ..., Uyl
Diz-se também que u,, ..., uy geram [S], ou entdo que sdo um sistema de gera-

dores de {S].
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Notas:

1) Estenderemos a defini¢do acima para o caso S = & mediante a seguinte
convengdo: 9] = {0}. :

2) No caso de § C V ser um conjunto infinito, definimos [S] através da
seguinte frase:

ue [S]<

3()[1,‘...,05t€]R|u=011V1 +...+0{tVt.

> Avy, ..., ESe

Da definicdo 5 e de suas ampliagdes, dadas acima, decorrem as seguintes
propriedades que deixamos ao leitor como exercicios:

a) S C [S]
b)S; €8, CV=—1[$,]1C [S,]
¢) [S]=1Is]]
d) Se Sy e S, sdo subconjuntos de V, entdo:
[S1 U Sz] = [51] + [Sz]-

Exemplo —Se V=R>*>,u=(1,0,0)e v=(1,1,0) o que é [u, v]?
[u,vl={au+fv|e, fER} ={(a +4,4,0) | o, fER} =

={(x,¥,0) | x, y € R} uma vez que o sistema

{a+[3=x
B=y

é compativel determinado, ¥x,y € R.

Graficamente:
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7. ESPACOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS

Observemos no R® o conjunto
S =1{(1,0,0), (0, 1,0), (0, 0, D}.
Como, para todo (a, b, c) € R3, vale a igualdade:
(a, b, ¢) =a(1,0,0) +b(0,1,0) + c(0,0, 1)

podemos dizer que os vetores de S geram o IR®. Muitos outros subconjuntos
finitos do IR® tém essa mesma propriedade, o que ndo ¢ dificil de notar.

Defini¢do 6 — Dizemos que um espago vetorial V € finitamente gerado se
existe S C V, S finito, de maneira que V = [S].

Neste texto praticamente s6 focalizaremos espacos vetoriais que, como o
R3, possam ser gerados por um numero finito dos seus vetores.

Salvo mengdo contrdria somente consideraremos este tipo de espago vetorial.

Exemplos

1) O espago V dos vetores da geo- R3
metria definidos por segmentos orientados P4
¢ finitamente gerado pois considerando
a terna fundamental {7, ?, K} para /T’
todo ¥ € V, existem a, b, ¢ € IR, de ma-

neira que U=ai+ bT+‘c1_<>.

Y

Ressalte-se que T=qQ,00), ]_) =(0,1,0) e X = (0, 0, 1) desde que se
tenham identificado V ¢ R?.

2) Se o indica o vetor nulo de um espago vetorial qualquer, entdio V = {0}
é finitamente gerado pois, fazendo S = {0}, vale V = [S].

3) M, (R) é finitamente gerado. O conjunto
1 0 0 1 0 O 0 O
5= <o o>’ (0 0>’ 1 o>’<o 1)
gera M; (R) jéd que, ¥a, b, c, d € IR,

() () e 0 5
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4) R" ¢ finitamente gerado. Com efeito, generalizando o raciocinio feito
ao inicio do pardgrafo verifica-se que o conjunto

S={1,0...,0),(,10,...,0),...,(0,...,0, 1)}

verifica a igualdade IR™ = [S], ou seja, que S gera o R™. Convém notar que o
conjunto S é formado de n elementos.

5) M xn (IR) é finitamente gerado. Verifique que as m - n matrizes do
conjunto

0 1 0 00 0
S = 00 0 0 0...0 00 0
00 0 00 0 00 1

geram 0 My« (IR), generalizando a decomposicdo feita no exemplo 3 acima.

6) P, (R) ¢ finitamente gerado. Os polindmios fy, fy, ..., f;, dados por
) =1, ) =4, ..., [H(t) =t", ¥t ER, sdo geradores de P,(IR) uma vez
que se f(t) = a5 + ayt + ... + a,t” é um elemento de P, (IR), entdo
f - aofo + alfl + PR + anfn.
Observe que {fy, f;, ..., f,} possui n + 1 polindmios.

Nota: No apéndice II, logo a seguir, daremos um exemplo de espago vetorial
que ndo é finitamente gerado.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Seja V o conjunto dos vetores geométricos do espago. Sendo U um vetor fixo desse
espago, mostrar que W = Laﬁ) | @ € IR} é um sub-espago vetorial de V.
Solugio

(a) (—f € W: basta considerar o = 0.

A w

() Sendo vV = ol e w = g em W, entdo
V +W=ou + ﬁ71)= (o +ﬁ)1_1>, logo
- —
vV +wEW.

. — — - -
(c) Sejam v = au ¢ A € IR; entdo AV = >
= AlaW) = (AT, logo Vv € W.

el
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2. Mostrar que o conjunto W = {(x,y) € IR? |y = 0} é um sub-espago vetorial do IR2.

(a) (0,0) e W.
(b) Sejam u = (X1, 0) e v = (x3, 0) em W; daiu + v=(x; + X3, 0), donde u + ve W,

(c) Sejam u = (x, 0) em W e a em R; entdo au = (ax, 0), donde au € W.

Outra maneira de resolver: observar que W é gerado por (1, 0).

3. Mostrar que é sub-espago de M2(IR) o seguinte sub-conjuntp:

Xy
w={( ) EMg(IR)ly=—x}.
z t
0 0
@ - ew;
0 0

X1 V1 X2 Y2
(b) Sejam u = ( ) e V= ( ) elementos de W. Entdo:

21 4 2 1B
X1 "1 X2 Y2 X1+ X2 Yi+Y¥2
utv= + =
27ty Z3 ty 71+ ZIp t1 + t2
Como y; + ¥y2 = (—%1) + (—X3) = — (X3 + Xp3), entdo u + VE W.
(c) Sejam:
X y ax ay
u= em Weae& R. Daf au =
z t az at
Como ay = a(—x) = —(ax), entio au € W.

definidas em I. Mostrar que o subconjunto W de C(I) constituido das fun¢Ses que s
derivdveis em todos os pontos de I é um sub-espago vetorial de C(I).

Solucio

. Seja I um intervalo real e consideremos o espago vetorial C(I) das fungBes reais continuas

30

O célculo nos ensina que a func¢o nula é derivdvel, que a soma de duas fungGes derivaveis

é derivdvel e que o produto de uma fun¢do derivavel por um niimero é uma fungdo de
vavel.

. Mostrar que so sub-espagos vetoriais de My, (IR) os seguintes subconjuntos:

a) U={A€M(R) | At = A}
b) V={A € Mj(R) | AT = TA} onde T é uma matriz dada de My (R).

Ti-
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Solucio
a) (a) A transposta da matriz nula é a propria matriz nula.
(b) Sejam A, B € U. Como (A + B)! = At + Bt = A + B, entio A + Be U.
(¢) Sejam A€U e @ € R. Do fato de (¢A)! = cAl = oA segue que aA € U.
b) (a) A matriz nula comuta com todas as matrizes.

(b) Sejam A, B € V. Entdo AT = TA ¢ BT = TB. Daf (AB)T = A(BT) = A(TB)=
= (AT)B = (TA)B = T(AB).

(c) Sejam A € V e o € R. Entdo (¢A)T = a(AT) = a(TA) = T(aA).

. Provar que se S e T sdo sub-espagos vetoriais de um espago V, entdo S + T = [S U T,

Solugdo

ComoS +TD>SeS+TDOT,entdioS + TDO>SUT.Dai S + T > [S v TI. Por outro
lado,seue S + T,entiou=s + t (com s €S e t € T). Como, entdo, s ¢ t pertencem a
S U T, podemos afirmar que u =s + t&[S U Tl. Logo § + T C [S U T

. Achar um conjunto de geradores (sistema de geradores) dos seguintes sub-espagos de R*:

) U={xyz0eR Ix—y—z+t=0}
b V={xy.zbeR' Ix—y=z+t=0}
Solucao

a) (x,v,2,t) €Use, e somente se, x —y — Z + t=0, isto é, se, e somente se, X =
=y +2z—t Logo (X,v,2 t) €U equivale a (x,y,z,t) =(y +z—-t,y,2,t) =
=y(1,1,0,0 +z(1,0,1,0) + t(—-1, 0, 0, 1). Assim:

{a,1,0,0,(1,0,1,0, (-10,0, 1}
¢ um conjunto de geradores de U.

b) De maneira andloga chega-se a que (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, —1) é um sistema de
geradores de V.

. Consideremos no IR® os seguintes sub-espacos vetoriais:

U=1[(1,0,0), 1,1, D] e V=1I0,1,0, @0, 1)].
Determinar um sistema de geradores de U n V.
Solucio
welnV<=—>weUweV<—> Ja,8 v 6§ €R tais que:
a(l,0,0) + 81,1, 1) =+0,1,0 + 60,0,1)

ou ainda que:

a+B=0,-—-7v=0,-6=0.Dafla=—-p8,vy=pe8 =8
Donde w = —g(1, 0, 0) + (1, 1, 1) = 8(0, 1, 1). Entio U n V = {(0, 1, D]

. Dados os sub-espagos U = {(x,7, ) €ER> Ix +y=0}eV={x,v,2)€ R} | x =0}

do ]Ra, determinar o sub-espagco U N V,

Solucdo
u=&y,€UNnNVK >uelUeuneV<—>x+y=20
ex=0< >x=y =0 LogpUnV={0,0,2 | z< R}, queé gerado pelo

vetor (0, 0, 1).

10. S3o sub-espagos vetoriais de C(I) os seguintes subconjuntos:
U={fecO!|f®) = f(-t), ¥t R} e
V={fechD | ft) = —f(-1, ¥t R}
Mostrar que C(I) = U & Vv.

Solucdo
(a) Toda fungdo real f definida em I pode ser assim decomposta: f(t) = g(i) + h(t),
Mt €1, onde
s = OLIED g (O —FCD,
Como
g(—t) = M;_KQ =g(t) e h(—t) = ﬁ:‘t)T—f_(Q = —h(),

entdo g € U e h € V. Portanto C(I) = U + V.

(b) Se f €U NV, entdo f(t) = f(— 1) e £(t) = —f(—1t), ¥t L Logo 2£(t) = 0, ¥t € L.
Donde f é a fungio nula, Assim entfo U N V sé contém a fungdo nula f(t) = 0, V't €L

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Quais dos seguintes conjuntos W abaixo s3o sub-espagos do R3?
@ W={xy. 2R Ix=0}
® W={xy.2eRIxez}
(©) W={(x,v.2) € R3? |y & irracional}
@ W={xy,2eR x-3z=0}
© W={xvy,22€ R}l ax + by + cz =0, com a, b, c € R}
2. Quais dos conjuntos abaixo sdo sub-espagos do espago P(IR) de todos os polindmios
reais? (Leia o apéndice II).
(@ W= {f(t) € PR) | f(t) tem grau maior que 2}
) W= {f@® | £©0) = 2f(1)}
© W= {f® | f() > 0, ¥t € R}.
@ W= {f() | f(t) + £(t) = 0}
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*3.

*4,

*5.

*6.

10.

Verificar que ndo sdo. sub-espagos vetoriais do R3:

@ {xy,0eRix=1}

® {xy.neRIx®>+y+z=0}

© {xy,neRIx<y<z}

@ {y,nerRIx+yeQ}

Em cada caso quais axiomas ndo se verificam? (Q é o conjunto dos nimeros racionais.)
Seja I = [0, 1]. Verificar se sdo sub-espagos vetoriais de C(I) (veja exercicio resolvido
nQ 4):

@ {fec® o =0}

1
®) {fecml fo f(t)dt = 0}

() {fecw O = fn)}

@ {fecCc® | ft) =0 em todos os pontos de I menos um niémero finito deles}.

Seja V um espago vetorial. Se (Uj)j e J ¢ uma familia de sub-espagos vetoriais de V,

mostrar que U; também € um sub-espaco vetorial de V.
]

j€el
Seja V um espago vetorial. Dado um subconjunto S # @) de V,provar que a intersecgio
de todos os sub-espagos vetoriais de V que contém S também é um sub-espago vetotial
de V, sendo o menor sub-espago de V que contém S.

. Sejam U, V e W os seguintes sub-espagos do R3:

U={kxvy,2) | x=z} .
V={xyv,2)lx=y=0}e
W={xv.2)Ix+y +z=0}

Verifique que U + V = IR3, U+W=R}eV+W=R> Em algum dos casos a soma
¢ direta?

. Mostrar que os polindmios 1 — t, (1 - )2, (1 — 3 el geram P,(IR).

. Dar um sistema de geradores para cada um dos seguintes sub-espagos do R3:

a) U={xv,2)|x—~2y=0}

B V={xy,0lx+z=0ex ~ 2y =0}
) W={kx1y, 2)Ix+2y - 3z=0}

d) Uunv

e) V+ W

Sejam U e V sub-espagos vetoriais do espagco W, Provar que:
a) UCV=—/—=>U+V=YV;
b)) UCcV—/————>UnV="_;

*11.

12.

*13.

14.

1s.

16.

*17.

18.

19.

*20.

*21.

22.

23.

¢c) U+V=1U
dd UnV=U

>UDV;
> U C V.

Sejam u e v dois vetores ndo nulos do IR%. Se nfo existe nenhum t€ R tal que u = tv

mostrar que R? é soma direta dos sub-espagos [u] e [v].

’

Verificar se as seguintes matrizes geram o espago vetorial M, (R):

1 0 1 1 0. 0 01)

> s

o 1/ \o o 11 1 2

Se U, V e W sdo sub-espagos vetoriais do mesmo espaco, mostrar que (U N V) +
+ (UNW)CcUn(V + W). Descubra um exemplo para o qual o primeiro membro des-
sa relagdo ¢ diferente do segundo e um exemplo onde ocorre igualdade.

Mostrar que os ndmeros complexos 2 + 3ie 1 — 2i geram o espaco vetorial C sobre IR.

Mostrar que é sub-espago de Mn(IR) o subconjunto formado pelas matrizes anti-simé-
tricas. Mostrar também que Mp(IR) é soma direta dos sub-espagos das matrizes simé-
tricas e das anti-simétricas.

Mostrar que os dois conjuntos {(1, — 1, 2), 3, 0, D} e {(—1, -2, 3), (3, 3, -4}
geram o mesmo sub-espaco vetorial. do RS

Mostrar com um exemplo que se U, V ¢ W sdo sub-espagos vetoriais do mesmo espago,
esevalemaszrelagbes U NV = U N WeU + V =TU + W,ndo se tem necessaria-
mente V = W.

Mostrar com um exemplo que a unifo de dois sub-espagos vetoriais de um mesmo espa-
¢o vetorial ndo precisa ser um sub-espago vetorial desse espago.

Mostrar que a unifio de sub-espagos vetoriais do mesmo espago é também um sub-
-espago se, e somente se, um dos sub-espagos dados estd contido no outro.

Considere os seguintes vetores do R3: (—1,0,1) e (3, 4, —2). Determinar um sistema
de equagdes homogéneas para o qual o espago solugio seja exatamente o sub-espaco
gerado por esses vetores.

Repita o exercicio 20 com os vetores (1, 0, 1, 2), (0, 0, 1, 0) do IR%.

(a) Determinar um suplementar do seguinte sub-espago do R3: {x,y,2) Ix—y=0}

(b) Mesmo exercicio com o sub-espago:
{xy,z,0eR Ix —y=2z — t=0} do R*.

Mostrar que os dois conjuntos abaixo formados de funcgBes continuas reais definidas

em IR geram o mesmo sub-espagco vetorial de C(R):

{sen?t, cos®t, sent - cost} e {1, sen 2t, cos 2t}



*24. Sejam U, V e W sub-espagos vetoriais do mesmo espaco para os quais valem o seguinte:
UN( + W)=V n W= {o}. Provar que se u + v + w = o0 (vetor nulo), com
uelU,veVeweWentiou=v=w=o. -

*#25. Mostrar que o espaco vetorial R* (exercicio proposto 7 — § 2) ndo é finitamente gerado.

Sugestdo: raciocinar como serd feito no apéndice II

APENDICE Il

Exemplo de Espaco que nédo é
Finitamente Gerado

Indiquemos por P(R) o conjunto de todos os polindmios reais. O leitor,
lembrando a operagdo adi¢do de polindmios e a operagdo multiplicagdo de um
polindmio por um niimero, concluird que P(IR), com esse par de operag¢Bes, é um
espago vetorial sobre R.

Mas P(IR) ndo € finitamente gerado.
Com efeito, dado S = {fy, ..., f;} C P(R), supondo que cada f; seja ndo

nulo e que f;, seja o polindbmio de maior grau de S, entdo o grau de qualquer
combinagdo linear

afy + ..+ onf,
ndo ultrapassa o grau de f;,. Assim [S] s6 contém polindmios de grau menor que
ou igual ao de f;,. Como porém P(R) compreende todos os polindmios reais,

existem neste espaco polindmios de grau maior que o de f,. Logo [S] # P(RR),
para todo conjunto finito S C P(R).
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CAPITULO 3
Base e Dimenséao

Lembremos o seguinte fato relacionado com o espago dos vetores da geo-
metria, definidos por meio de segmentos orientados: se considerarmos um sistema
de coordenadas ortogonais, de origem O, e se chamarmos de _i'>, T e K os trés
vetores unitdrios com os sentidos dos eixos x, y e z, respectivamente, entdo cada
vetor ﬁ’) admite uma tnica representa¢do OP = ai+ bT+ c_E, onde a, b e ¢ sdo
as coordenadas de P, em relagdo ao sistema considerado.

z

Nosso objetivo_ principal, neste capitulo, é mostrar que em todo espago
vetorial finitamente gerado V existe um subconjunto finito B tal que todo ele-
mento de V é combinacio linedr, de uma tnica maneira, desse subconjunto. E que
todos os outros subconjuntos de V que tém também essa propriedade (sempre os hd)
possuem o mesmo nimero de elementos que B.

Dai saird entdo o conceito de “dimensio”.

1. DEPENDENCIA LINEAR

Seja V um espago vetorial sobre R.

Defini¢io 1 — Dizemos que um conjunto L = {u;, u,, ..., ug} C V é
linearmente independente (L.1.) se, e somente se, uma igualdade do tipo
, oauy + ...+ ogu, =0
com os o em IR, s6 for possivel para oy = ... = a, = 0.
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Defini¢io 2 — Dizemos que L = {uy, ..., u,} c V é linearmente depen-
dente (LD.) se, e somente se, L ndo é LI, ou seja, é possivel uma igualdade
do tipo

auy + ...+ aquy, =0

sem que os escalares ¢; sejam todos iguais ao niimero zero.

Exemplos
1) O conjunto L = {(1, 1, 0, 0); (0, 2, 1, 0); (0, 0, 0, 3)} € R* ¢ L.L pois:
x(1, 1, 0, 0) + y(0, 2, 1, 0)4¥2(0, 0, 0, 3) = (0, 0, 0, 0)

>

X=y=z=0

2) O conjunto L = {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (2, 1,0,0)} CIR* é L.D. pois:
x(1,1,0,0) +y(0, 1,0, 0) + 22, 1,0, 0) = (0, 0, 0, 0) —>

X +22=0 X +22=0
> p——
x+y+ z=0 y— z=20

Sendo indeterminado o sistema obtido, entdo hd outras solugBes, além da
trivial, para a igualdade condicional de que partimos.

Nota: Convencionaremos que o conjunto vazio (§ C V) é LI. Como para um sub-
conjunto L C'V deve valer uma, e uma s6, das duas definigGes anteriores e a segun-
da destas pressupGe elementos em L, fica justificada esta convengo.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores do espago vetorial IR3, sao linearmente
independentes.
a)y {@,1,0,,4,5),@3,6,5}
b {(1,2,3),(1,4,9,,8,27}
o) {(1,2,1),(@,4,2), 5, 10,5}
Solucio
a) Fagamos: x(1, 1, 0) + y(1, 4, 5) + z(3, 6, 5) = (0, 0, 0).
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Portanto:

X+ y+32=90
X+4y + 6z2=0
Sy +52=0

Escalonando o sistema, vem:

X+ y+32z=0
X+y+32=0
3y +432=0 ~

v+ z=0
Sy +5z2=20

Esse sistema admite outras solugSes além da trivial; dai o conjunto ¢ linearmente depen-
dente. Comox = — 2,y = —1ez = 1 ¢ uma solugdo nfo trivial temos — 2(1, 1, 0) —
- (1,4,5 + (3,6, 5) (0, 0, 0). Esta é uma relagdo de dependéncia entre os 3 ve-
tores dados.

b) x(1,2,3)+vy1,4,9 + z(, 8,27) = (0,0, 0 >
X+ y+ z =
><2x +4y + 8z =10
IX+9y +272=0
Escalonando o sistema, vem:
X+ y+ z=290 XxX+y+ z=90 X+y+ z=0
2y + 6z=0 ~ y+32=0 ~ y +3z=
6y + 24z =0 y+4z2=0 z=0

Daf, a fnica solugio & a trivial, e o conjunto ¢ linearmente independente.

o x(1,2,1) +y(2,4,2) +z(5 10, 5) = (0, 0, 0)

>

X+2y+ 52=0
>< 2Xx +4y +102=0
Xx+2y+ 5z2=0

Escalonando o sistema, vem: x + 2y + 5z = 0 e o sistema ¢ indeterminado, isto &, além
da solug¢do trivial admite outras solugGes; portanto o conjunto ¢ linearmente dependente.
Achar uma relagiio de dependéncia entre os 3 vetores.

. Se u, v e w sdo vetores de um espago vetorial V tais que u € [w] e v € [wl, mostrar que

{u, v} & linearmente dependente.
Solucio

Os vetores u e v sdo da formau =Aawev=aw,com A, a € R. Ocaso a = A =0
é trivial pois entfo u = v = o e basta ver que lu + 1v = o. Supondo por exemplo A # 0,
entdo Av — au = Alaw) — a(Aw) = Aa — e\)w = Ow = o; logo {u, v} é L.D.
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Consideremos, no espaco vetorial IR?, os vetores:u = (1 — a,1 + a)ev=(l + a,1 — @)
onde ¢ # 0. Mostrar que {n, v}éLI

Solucgdo

Sejax(l — a,1 + o) +y(1 + o,1 — @) =(0,0)

ou, o que é equivalente,

l-ax+ 1 +a)yy=0
Q+adx+ (1 -a)y=0

Esse sistema linear ¢ homogéneo ndo deve ter solugSes diferentes da trivial, para 0 que
¢ necessdrio e suficiente que a matriz:

l-a 1+a
l+a l-a

seja inversivel, isto &, que o sistema seja de Cramer. Como a foi tomado nio nulo esta
matriz é inversivel e daf {u, v} § L.I.

. Mostrar que o conjunto de vetores {1, x, x%, 2 + x + 2x2} de P3 (R) é L.D. e que qual-

quer subconjunto de trés elementos dele é L.I.

Solugio

Se fizermos al + Bx + vx> + 62 + x + 2x*) =0 (1)
(0 zero do segundo membro de (1) é o polindmio identicamente nulo), vird:

o+ 26 + (8 +8)x + (y + 26)x2 = 0.

Pelo principio de identidade de polindmios, teremos:

a+ 28 =0
g+ 8=0
v+ 26 =0

O sistema admite outras solug¢Ges, além da trivial, o que nos leva a concluir que o con-
junto é L.D. '

Um subconjunto qualquer do conjunto dado, por exemplo {1, x, x2} é L.IL; de fato,
al + x + vx2 = 0, implica @ = g = v = 0 pelo principio de identidade de polindmjos.
Nos 3 demais casos procede-se do mesmo modo.

Mostrar que o conjunto {(1, 0,a), (1, 1,),(1,1,a?)} de vetores do IR? & L., desde que
a # 0ea # 1.

Solugdo
Para que o conjunto seja L.I. € necessdrio e suficiente que:

x(1, 0, 0 +y(1, 1, @) + zd, 1, o®) = (0, 0, 0) €Y

s6 se verifique para x =y = z = (. Ora de (1), vem:

X+ y+ z=0
y+ z=0 edaf
ox + oy + oz =0

X+y+z=0
y+z=0
(a2—a)z=0

Comoa # Oea + lentdoa? — « # 0,0 queacarretaz = Oedaivemy = Oex = 0.

. Mostrar que se o conjunto {u, v, w} de vetores de um espaco vetorial V for L.I., o0 mesmo

acontecerd com o conjunto {u + v, u + W, Vv + w}
Solugdo
Com efeito, facamos:
x(u 4+ v) +y@w+w)+z(v+w =0
Dai, segue: ’
E+yY)u+Ex+z)V+(y+2z)w=0

Mas o conjunto {u, v, w} é L.I. Entdo:

X+y =0

X +z=0

y+2=0

Escalonando o sistema, vem: ‘
X+y =0 X+y =0
-y+z=0 ~ y—z=0
y+z=0 2z =0

e o sistema s6 admite a solugdo trivial x =y =z = 0.

Logo, o conjunto {u + v,u + w, v+ w} é L.L

7. Mostrar que o conjunto de vetores {(1 -i,1),(2,-1 + i)} deC? é L.D. sobre C mas L.I.

sobre IR.
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Solu¢do

No primeiro caso, devemos mostrar que existem z,, z, € C, tais que

zi(1—i,9) + z5(2,-1 + ) = (0,0),comz; # OQouz, # 0. 1)
E ficil verificar que z; = 1 + iez, = — 1 satisfazem (1), 0 que mostra que o conjunto é
L.D. sobre C. No segundo caso, sendo x, y € IR tais que

x(1 =i, ) +y@2, —1 +1) = (0, 0),

(1 - dx + 2y =0 x+ @i+ Dy=0
ix+(@{—-Dy=20 x+@G—-Dy=20
Escalonando o sistema, vem: x + (i + 1)y = 0 e daf x = y = 0. Logo o conjunto é
L.I. sobre R.

vem:

Mostrar que o conjunto {1, cos x, cos 2x} de vetores de C([—m, 7]) é L.L

Solucdo
Suponhamos:
a + Bcosx + ycos2x =0, ¥x € [, 7l.
Entfo:
X=—-T—"—=> a—-f+7v=0
x= 0——> a+f+v=0
X = %:> o —y=0

Escalonando, vem:
a— g+ v=0
26 =0
B+2y=0
Dai a =8 = v =0 e o conjunto é L.L
Mostrar que o conjunto {1, sen® x, cos? x} de vetores de C([- m, 7l) é L.D.
Solucdo

Basta lembrar que sen’x + cos?’x — 1 = 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1.

*5.

*6.

10.

Quais os subconjuntos abaixo do R sdo linearmente independentes:
a) {1, 0, 0), €0, 1, 0), (0, 0, 1), (2, 3, 5)}

{11,140 1,10, -2)}
o {0,0,0),(1,2,3), 41, -2}
d) {a,1,1,a,2, 0, 3,2 -1}

Quais dos subconjuntos abaixo de P4 (IR) sdo linearmente independentes:
a)  {Q,x —1,x%+2x+ 1, x*}

b)  {2x, x* +1,x + 1, x% - 1}

o {xx - 1,x, 2x% - %2, x}

) Krrx-1,x_x+1,x-1}

X

Demonstrar que o conjunto {1, ¢X, ¢?*} de vetores de C(I0, 11) é L.L

Mostrar que o conjunto {1, X, xe*} de vetores de C([0, 11) é L.I.

Demonstrar que é L.I. o conjunto

Lx-2,&-2% ..., &-a""}
de vetores .de Py_; (IR), onde @ é.um nfimero arbitrério.

Mostrar que o subconjunto {xlZ Xgsevns xn} de vetores de um espaco vetorial VEL.D. se,
e somente se, existe um inteirok (1 < k < n) tal que xi é combinagdo linear dos de-
mais vetores do conjunto.

Determinar m e n para que os conjuntos de vetores do R® dados abaixo sejam L.I.
a) {3, 5m, 1), 2, 0, 4), 1, m, 3)}

b) {@, 3,5, 2, m+1, 10)}

¢ {6,2,n),3 m+nm-1}

Seja {u, v, w} um conjunto L.I. de vetores de um espago vetorial V. Provar que o
conjunto {u + v — 3w, u + 3v — w,v + w} é L.D.

Quais dos seguintes subconjuntos do ¢ sio L.I sobre C?

@ {G,1,0,0 +1i2,0),@3,1,0}

) {G, 1, 0), ©, 1, D, (0, i, D}

© {G, 1,0, @+1i, 3i, 5 -1, 2,4 + 4i, 4 —6i)}

Suponha que {vl, ces ,,vn} ¢ um subconjunto L.I. de um espago vetorial. Mostrar que
{a1v1 +...,apVp) também ¢ LI, desde que os escalares aj sejam todos ndo nulos.
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*11.

*12.

*13.

Suponha que {u BoeresUp Visonny vs} € um subconjunto L.I. de um espago V. Mostrar
que

[ug, ..., udlnlvy, ..., vl = {o}
Se{up - e.n, uj, ... up} é LI, mostrar que

{ug, oovu i oo 0y + auj, ..., ugd

também é L.I., para todo escalar a.

Sejam «;, ..., an nlmeros reais distintos 2 a 2. Provar que o conjunto de fungSes
{eat,. .. ,e*nt} ¢ LI

Provar que o conjunto de fungdes {e2t cos bt, et sen bt}, onde 2 e b sdo niimeros Teais e
b # 0,éLlI.:

2. PROPRIEDADES DA DEPENDENCIA LINEAR

P,.
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Consideremos um espago vetorial V sobre R.

Se um conjunto finito L C V contém o vetor nulo, entfo esse conjunto é
L.D.

Prova — Seja S = {0, u,, ..., uy}. Entdo, evidentemente
ao +0u, +...+ 0y, =0

para todo a #* 0. Isso é suficiente para concluir que S é L.D. w

SeS={u} CVeu#o,entio S é LI1.

Prova — Suponhamos au = o. Como u # o, entdo & = O conforme j4
vimos nas propriedades dos espagos vetoriais, m

Se S = {uy,...,uy} €V éLD,, entdo um dos seus vetores é combinagdo
linear dos outros. (Veja exercicio proposto n? 6, § 1.)

Prova — Por hipbtese existem nimeros reais Qe
a zero, de modo que

, Og, nem todos iguais

auy +opuy + ...+ aju, = o.

P,.

P;.

Ps.

Suponhamos «; # 0. Entdo existe o inverso de a; e multiplicando a igual-

dade acima por este inverso teremos:
g+ (ata)uy .+ (@ ag)u, = o.
Daf
u = (et o), o+ (e ey

0 que mostra que u; € combinagdo linear de u,, ...,
se procede quando o; # 0. W

un. Analogamente

Se S; e S, sdo subconjuntos finitos e ndo vazios de V,se S; C S; e S, é
L.D. entdo S, também é LD. .
Prova — Suponhamos S; = {uy, ... u,} eS; ={uy, ..., U ..., Ul
Por hipbtese existem niimeros reais o, ..
neira que N\

, 0, nd0 todos nulos, de ma-

ou + ...+ oy = 0.
Dai aproveitando os escalares e completando com zeros teremos
+ Out = 0.

Como nem todos os escalares que figuram nesta wltima igualdade sdo nulos,
entdo pode-se dizer que S, é um conjunto L.D. m

ayuy + ...+ qup + Oupyy + L

[

Se Sy e S, sdo subconjuntos finitos e ndo vazios de V, com S; C §,
S, LI, entdo S, também é L.L

Prova — Se S, fosse L.D., entdo o mesmo aconteceria com S,, devido
propriedade anterior. w

oo

SeS = {u;,...,u,} é LI, e para um certo u € V tivermos S U {u} =
= {uy,...,uy,u} LD, entdo o vetor u é combinagio linear dos vetores
Ug, ..., Uy, istoé,u € [S].

Prova — Por hipbtese tem-se uma igualdade

auy + ...+ agu, +au=o0 1)

onde nem todos os escalares que nela figuram s3o nulos. Afirmamos que
um dos escalares ndo nulos € o a. De fato, se & = 0, entdo

ouy + ...+ aqu, = o.

Como porém o conjunto S é L.I., esta Gltima igualdade s6 é possivel com
@ =...=ay =0.Daf, sea=0,entloa=0a; =...=a, =0, 0 que
¢ impossivel.
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Sendo « # 0 podemos multiplicar a igualdade (1) por a™! e teremos:
(@lau, + ...+ (@toey)uy, +u=o0

ou ainda
u=(—atadu + ...+ (—altag)u,

igualdade que nos mostra que u € [S]. »

P;. SeS={u,...,u,...,u} e uj €[S — {u;}] (isto &, u; é combinagdo
linear dos demais vetores de S), entdo :

[S1=1[S — {uj}].
Prova — Faremos a prova supondo j = 1 o que nada tira em generalidade.
E 6bvio que [S — {u;}] C [S], pois S — {u;} CS.
Por outro lado, dado um vetor u € [S], entdo:

u=aqu + ...+ agy, (o€ R) (1)
Como porém o vetor u; estd em [S — {u;}], por hipétese, entdo:
u = fuy + ...+ Buug. )

Substituindo (2) em (1) iremos obter
u=o0;(fu + ...+ Buuy) + ou, + ...+ ajuy.
Dai
u=(afy +og)uy + ..+ (@fy + ag)uy
o que prova que u € [S — {u,}] e conseqiientemente que [S]C [S —{u,}]. =
Exemplo — Observe no IR* o seguinte sub-espago
S=1[1,1,00),(0,1,0,2),(©0,0,1,0), (0, 2, -1, 4)].
E ficil perceber a seguinte relagdo ’
2(0,1,0,2) - (0,0,1,0) = (0,2, -1, 4).

A propriedade acima nos garante, entdo, que
S =1(1,1,0,0),(0,1,0,2), (0,0, 1, 0).

3. BASE DE UM ESPACO VETORIAL FINITAMENTE
GERADO

Defini¢do 3 — Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Uma base de V
é um subconjunto finito B C V para o qual as seguintes condi¢Des se verificam:
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(a) [B]=V.
(b) B é linearmente independente.

. Exemplos
1) {(1, 0), (0, 1)} é uma base do IR?

2{(1,0,...,0,0,1,0,...,0),...,(0,...,0, 1)} é uma base do
R™ '

3){(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0, D} é uma base do
espago vetorial C", considerado como espago vetorial sobre C.

4) O conjunto das m - n matrizes reais

0 0 1 0...0 O
0 0 ...0 0 Qq o...o}y |............
........... Ve 777 Yo ...0 0
0 0 0 0 0 0 0 . 0 1

¢ uma base do espago My, xn (R).

5) Os n+ 1 polindmios 1, t, ..., t" formam uma base de P, (IR) pois

(a) Dado f € P, (RR), existem (e s3o unicos) ay, ay, ..., a, € R de modo
que

f(t) =a, +a;t + ... + a,t", ¥tER,
0 que € conseqiiéncia da prépria defini¢do de polindmio.
(b) Seag +a;t+...+ayt" =0, YtER,entdo 3y = ... = a5 = 0,

devido ao principio dos polindmios identicamerite nulos.

6) Se indicamos por o o vetor nulo de um espago vetorial qualquer, entdo
uma base do espago {0} §é, conforme nossas convengGes a respeito, o conjunto §.

Nota: As bases exibidas nos exemplos 1, 2, 3, 4 e 5 s@o chamadas bases candnicas
dos espagos IR?, IR, €, My, . n (IR) e P, (IR), respectivamente, devido a sua na-
turalidade. Obviamente, esses espagos tém outras bases, conforme veremos a se-
guir. Deixamos como exercicio a verificag@o nos exemplos de 1 e 4.

Proposicdo 1 — Todo espaco vetorial finitamente gerado admite uma base.

Demonstracdo — Indiquemos por V o espago. Se V = {0}, entdo §) é uma ba-
se de V devido s convengGes a respeito para este caso.

77



Caso contrério existe um subconjunto finito e ndo vazio S C V, de maneira
que V = [S]. Como S # {0}, entdo existem subconjuntos ndo vazios de S que
sdo L.I. Tomemos um deles com o maior niimero possivel de elementos, Indicando
por B esse subconjunto, afirmamos que B é uma base de V.

Devido 4 maneira como tomamos B, para todo u € S — B teremos que
B U {u} é L.D. Logo u é combinagao linear de B (ver Py no pardgrafo anterior).
Usando agora a propriedade P;, conclui-se que: [B] = [S] = V.

Como, por outro lads, B é L.I., pela propria. maneira como foi cons-
truido, entds B é uma base de V. =

4. DIMENSAO

Iremos enunciar logo a seguir um resultado bastante importante que diz res-
peito ao niimero de vetores das bases de um espago vetorial finitamente gerado. Sua
demonstragdo, contudo, somente serd feita no apéndice, ao fim deste cap{tulo, pelo

fato de ser um tanto quanto trabalhosa. Esse apéndice é especialmente recomenda-

do aos alunos dos Cursos de Matemdtica.

Teorema da invaridncia — Seja V um espago vetorial finitamente gerado.
Entdo duas bases quaisquer de V tém o mesmo ntimero de vetores.

Apoiados no teorema da invaridncia, damos a seguinte defini¢do.

Definicio 4 — Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se
dimensdo de V (notagdo: dim V) o némero de vetores de uma qualquer de suas
bases. Diz-se também, neste caso, que V é um espaco de dimensdo finita.

Decorre da definigdo dada e de consideracGes jd feitas nos exemplos apés a de- -

finicdo 3 que:
1)dimR?=2; 3)dimC"=n; 5) dim Py (R)=n + 1;
2)dmR®*=n; 4)dimMp,,(R)=m-n; 6)dim{o} =0.

Deixamos ao leitor a tarefa de concluir que a dimensdo do espago solugdo de
um sistema homogéneo escalonado

a1Xy + apx, + ... + a;nxn, =0
3,21'2X2 + ... + 4HnXy = 0

............................
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ondeay; # 0,2y, #0,..., 21y, # 0én — p. Paraisso, ler novamente o Capftu-
lo 1. ,

Proposi¢io 2 (Teorema do Completamento) — Seja V um espago vetorial de di-
mension < 1. Se{uy,...,u} C Véumsubconjunto L.I. comrvetoreser < n,
entdo existem n — r vetores Uy , 4, ..., Uy €V, de maneira que B = {uy, ..., u,
U 4q,...,U0,} é umabase de V.

Demonstragio — Tomemos uma base C = {v4, ..., VpJ de V ¢ formemos
a unido:
S={ug,..., U, Vg, ..., Vn}.

Dentre os subconjuntos de S que sfo L.I. e que contém uy, ..., u, tomemos um
com o maior niimero possivel de elementos. Seja

B={uy,...,u, vy, ..., %}

esse conjunto. (Obviamente pzifiicularizamos em B a seqiiéncia dos fndices dos ele-
mentos vj, 0 que ndo traz nenhum prejuizo & demonstragdo.) Mostremos que B é
uma base de V. Decorre da prépria escolha desse conjunto que ele € L.I.

Por outro lado vy, ..., vy sd0 obviamente combinacGes lineares de B. O
mesmo se pode dizer de vg,y, ..., v, devido 3 propriedade P4 vista neste capitulo.
Sendo todos os vetores de C combinagGes lineares de B, conclui-se, pelo fato de C
ser uma base de V, que todos os vetores de.V também sdo combinagdes lineares
de B. Portanto B é uma base de,V. m

b

Proposi¢do 3 — Todo sub-espago vetorial de um espago vetorial finitamente
gerado é também finitamente gerado. '

Demonstracido — Seja V finitamente gerado e W um sub-espaco vetorial de V.
Se W = {0}, nada h4 a provar. Sendo, tomemos w; € W, w; # 0. Se W =
= {\yw; : A\; € IR}, estd provado. Sendo, existe w, € W, que ndo é daforma A, w,
isto é,{wy, w,} é LI SeW é gerado por {w,, w,}, estd terminado. Sengo, existe
w3 em W, que ndo é combinaggo linear de { wy, w,}. E assim por diante. Este pro-
cesso deve parar senfio haveria em V um conjunto LI. e infinito. ®

Proposigio 4 — Seja W um sub-espago vetorial de V. SedimW = dim V, entdo
W=V,
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Demonstragido — Pela proposi¢do 3, W ¢ finitamente gerado. Logo W tem
uma base. Toda base de W também é base de V devido  hipdtese de que
dim W = dim V. Logo todo vetor de V pertence a W. Assim V C W e, como
W estd contido em V, segue que V=W. &

5. PROCESSO PRATICO PARA DETERMINAR UMA
BASE DE UM SUB-ESPACO DER’ (ou C")

Um sub-espago de R™, em geral, ou é dado pelos seus geradores ou é possivel
achar esses geradores. Daremos a seguir um dispositivo prdtico para achar uma
base desse sub-espago a partir dos seus geradores. Esse processo se baseia em trés
observagOes apenas.

Seja V = [uy, ..., u;] um sub-espago do R".

() Se no segundo membro da igualdade acima permutarmos dois dos
vetores que 14 figuram evidentemente ndo alteramos o sub-espago gerado, isto &,

V=1luy,..o,u, ., ul=lug, ooy, w00, ul
(II) Para todo nimero real o tem-se a seguinte igualdade:
V=1luy, ..., 0., y+au, ..., ul

De fato, sejau = fyuy + ... + By + ...+ fjuy; + ...+ frur um elemento
de V. Esse elemento também pode ser escrito da seguinte maneira:
cu=fiuy + oL+ By —ﬁj()lui-l‘... +ﬁjUj +ﬁjau1+...+ﬁrur=
= ;1 +...+(Bi—ﬁja)ui+ +B](u] +ay) + ...+ By,

Logo u € [ug, ..., u, ..., 4+aou;, ..., ul
Fica como exercicio provar que o sub-espago V contém o sub-espago gerado
POr uy, ..., U, ..., 4 +au, ..., u. (Veja o exercicio proposto n® 12, §1.)
(Il) Se uy, u,, ..., uy, se apresentam na forma escalonada, ou seja, se o

nimero de zeros iniciais de u, é maior que o de u,; e assim sucessivamente, entéo
os vetores Uy, ..., U, formam um conjunto L.I. e, portanto dim V = r.

Isso nfo é dificil de ver. Se os geradores de V nfo formassem um conjunto
L.1, entdo teriamos algo como:

U = 0pu; + ...+ Uy

Mas isso ndo é possivel pois o nimero de zeros iniciais de u,; é certamente dife-
. rente do nimero de zeros iniciais de apu, + ... + @ u, devido a nossa hip6tese
a respeito desses vetores.
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Exemplo — Seja V=1[(2,1,1,0),(1,0, 1,2), (0, -1, 1, 9] C R*. Na
préitica formamos com esses vetores as linhas de uma matriz simbélica da seguinte
maneira:

2 1 0
0o 1 2
0 - 1 4

A seguir aplicamos convenientemente as ‘“‘opera¢Ges” (I) e (II) acima até obtermos
a situacdo da hipotese de (III). Vejamos como.

2110 01 2 101 2 101 2
101 2)-{2110)>{01-1-41}~ «01;1—'1—4
0-1 1 4 0-1 1 4 o-1 1 4/ \o o 0 o/

i

No que fizemos acima a seta indica apenas a passagem de uma etapa para outra
do processo. Na primeira passagem permutamos a primeira e a segunda linhas.
Na segunda passagem multiplicamos por —2 a primeira linha e o resultado somamos
com a segunda linha, Na dltima passagem somamos a segunda linha com a terceira
linha. Levando em conta (I) e (II) temos que »
V= [(1, 03 19 2): (03 l’ '—17 _4)s (0’ Os 09 0)]-

Como o vetor nulo pode ser retirado do segundo membro desta tltima igualdade,
entdo

V= [(la 0’ 1’ 2)3 (Os ls _l: _4)]-
Levando em conta (III) concluimos 'que:

. {(,0,1,2), 0, 1; -1, —4)}
¢ uma base de Ve que dimV = 2,

6. DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUB-ESPACOS

Seja W um espago vetorial sobre IR. J4 vimos que se U e V sfo sub-espagos
de W, entdo UN V e U + V também sio sub-espagos de W. No caso em que a
dimensdo de W & finita as dimensGes de U N V e de U + V estdo relacionadas
conforme proposi¢do e demonstragio abaixo.
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Proposicio 5 — Seja W um espago vetorial sobre R de dimensfio finita,
Se U e V sio sub-espacos de W, entdo:

dmUNV)+dim@U+ V) =dimU + dim V.

Demonstragio — Seja By = {uy, ..., u,;} uma base de UN V, Como B; é
LI em U e em V, o teorema do completamento nos garante a existéncia de
Vi, ..., s €Uewy,..., ws €Vde tal modo que B, = {uy, ..., u, vy,...,
v} é base de U e que By = {uy, ..., u,, wy, ..., wi} € base de V. Mostremos
que

B={u17"'9ur’v1»"-sv89w13"':wt}

é uma base de U + V,

(a) Sejawe€ U+ V.Entiow=u+v (€U, veYV) Sendo B, e B
bases de U e V, respectivamente, podemos representar

u=ou + ...+ au + vy +...+ﬁsvs

v=aju + ..+ agu + Bwy L.+ Biwg
onde as letras gregas indicam, obviamente, nimeros reais.

Dai

w=u+v=(a +a)u+ ...+ +ao)u + vy +...+ By +

+ Bywy + ...+ Biwy.

Logo [B] = V.

(b) Suponhamos

gy + oo tou vt F B tyws Lo we =0 (D)
Entdo:
auy t o oguy F Byvy L BV = — Wy — L — YWy

Como o primeiro membro desta Gltima igualdade estd em U e o segundo membro
estd em V e se trata do mesmo vetor, entdo:

—NwW; — ... —yWw EUNYV,
Logo existem 6;, ..., §; € R tais que:
—YWq — ... — 7w = §1uy L.+ Sy
Daqui tiramos que
Sy + .. S+ yw L+ W = 0.

Do fato de B; ser L.I., conclui-se entdo que
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6h=...=8=y1=...=7=0.
Se y1 = ... = vt = 0 a igualdade (1) fica:
oy + oot au + Bivy L+ By = ol
Lembrando que o conjunto B, também é L.I. tiramos daf que
g =...=0 =f§ =...=f§ =0.
Com isso provamos que B de fato é um conjunto L.I.

Finalmente observando que dim(UNV)=r,dimU=r+s dimV=r+te
dim(U+V) =1 + s + t, chegamos 3 fé6rmula

dim(U + V) +dim (UN V) = dimU + dim V. =

Exemplo — Consideremos os seguintes sub-espagos de R*:
U=10(1,0,1,0),(0,1,0,0] e V={(x,y,2,t) | x +y = 0}
Determinemos dim (U N V) e dim (U + V).

E fécil notar que B = {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0)} ¢ uma base de U. Logo
dimU = 2,

Quanto a V temos:
ueEvVc
< > u=1x(1, -1,0,0) + z(0, 0, 1, 0) + t(0, 0, 0, 1).
Logo V =][Q1, ~1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, I

Pela forma escalonada como se apresentam os geradores de V que af figuram
podemos dizer que:

C = {(15 ——1: 0’ 0), (03 09 1’ 0)$ (01 Oa O; 1)}
¢ uma base de V e que dimV = 3.

>u= (X, —x,2 t),onde x,z, tER < >

Por outro lado, decorre da prépria definicdo de soma de sub-espagos que
U + V = [B U C]. A partir disto podemos achar uma base de U + V do seguinte
modo:

1 0 1 O 1 0 1 O 1 01 0
0 1 0 0 0 1 0 O 01 0 O
1-1 0 0> 0 O 1 Of>10 O 1 O
0 0 1 O 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1-1 0 O 0 0 0 O

Logo dim (U + V) = 4 e conseqiientemente U + V = R*. Disto segue que
dim(U N V) =1
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Mostrar que o subconjunto {1, i} é uma base de C sobze IR.

Solucio

y € R), entdo x = y = 0.

2. Mostrar que o subconjunto de vetores:
{0, 2, 2), 0, 4, D}

é uma base do seguinte sub-espago vetorial do R3:
U={xyv, 2R x=0}
Solucdo

Como (x, v, z) € U se, e somente se, x = 0 e (0, y, z2) =y (0, 1, 0) + z(0, 0, 1), entdo
{0, 1, 0), (0, 0, 1)} é uma base de U. Logo dim U = 2. Por outro lado (0, 2, 2) e
(0, 4, 1) sdo independentes pois (ver processo prdtico — § 5):
0 2 2 012 2
—_ [

0 4 1 0 01-3
Logo os vetores dados formam uma base de U, pois pertencem a U.

3. No espago vetorial R? consideremos os seguintes sub-espagos:
U={xyv.2€R31x=0}c¢
v=I1,2 0, @31, L
Determinar uma base e a dimensdo dos sub-espagos U, V, U + Ve U N V.
Solucdo

De acordo com o exercicio anterior {(0, 1, 0), (0, 0, 1)} é uma base de U. Por outro lado
1,2,0) e (3, 1, 2) formam uma base de V pois:

1 2 0 1 2 0
— -2,
31 2 0/-5 2
e {1, 2,0, 0, -5 2} éLL
Determinemos uma base e a dimensio de U + V:
0 1 0 1 2 0 1 2 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 06 1 0 0 1 o0
-> - -
1 2 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0-5 2 0 -5 2 0 0 2 0 0 O

Logo U + V =1(1,0,0), (0, 1,0, (0,0, Dl e U + V = R?, Conseqlientemente
dim (U N V) = dim U + dim V — dim (U + V) = 1. Como o vetor (0, --5, 2) estd em U
e estd em V, entdo {(0, — 5, 2)} é uma base de U n V.

Os vetores | e i constituem um sistema de geradores de C sobre IR pois todo elemento de
C é da forma al + bi, com a e b em R. Além disso, se X1 + yi=0=0 + 0i (com x,

4. Determinar uma base do r* que contenha os vetores (1,1, 1, 1), (0,1, —-1,0) e (0, 2, 0, 2).

Solugio
11 1 1 11 1 1
0 1-1 0)—>10 1-1 0
0

2 0 2 0o 0 2 2

Se tomarmos o vetor (0, 0, 0, 1), entdo o conjunto B = {(1,1,1,1,(0,1,- 1,0),(0,0,2,2),
(0,0,0, 1)} é L.I. Logo B é uma base do IR?. Obviamente, substituindo (0, 0, 0, 1) nessa
base por qualquer (0, 0, 0, a)(a # 0) obtém-se outra base do R4,

. No espago vetorial R? consideremos os seguintes sub-espagos vetoriais: S = [(1, -1, 2),

2,1, DL T=00,1,-1,1,2, D, U={(xy,2) I x+y=4x-2=0}eV=
={x,v,2)13x -y -z= 0}. Determinar as dimensdes de:S, T, U, V,S+T,SN T,
T+UeTnU.

Solucgio
1 -1 2 1 -1 2
a) —
2 1 1 0 3 -3
Logo dim S = 2.

b) E imediato que dim T = 2 pois seus geradores ja se apresentam na forma escalonada.

¢) Os vetores de U sdo da seguinte forma: (x, — X, 4x) = x(1, —1,4).Logo {(1,—1,4)} é
uma base de UedimU = 1,

d) Os vetores de V se apresentam assim: (x, y, 3x — y) = x(1, 0, 3) + y(0, 1, —-1).
Logo V = [(1, 0, 3), (0, 1, —1)]. Como os geradores de V que af aparecem ja estdo
na forma escalonada, entdo dim V = 2,

e [1-1 2 1 -1 2 1 -1 2

2 1 1 0 3 -3 0 1 -1
e _—

0 1 -1 0 1-1 0 0 0

1 2 1 0 3 -1 0 0 2

Logo dim(S + T) =3 edaf S + T = R,
f) A partir das dimensGes de S, T e S + T, achase que dim (S N T) = 1.

® [0 1-1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
t 2 1 )—]o 11 }—{ 0 t-1}]—{ 0 1-1
1-1 4 1 -1 4 0-3 3 0 0 0

Logo dim (T + U) = 2.

h) A proposi¢do 5 deste capftulo nos conduzitd a dim (T N U) = 1.
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6. Determinar uma base e a dimensdo do espago solugdo do seguinte sistema:
XxX—y—z—-1t=0
S:<2x +y +t=0
z-~-t=0
Solucio
Inicialmente escalonemos S:

X—-y—z— t=20

S ~ 3y +2z+3t=0
z— t=0
Daf tiramos: z =t, y=—-53—t e x:%t.

Logo o conjunto solugdo de S é

YL, =5 —di L _5
V—{(3t, 3 t,t,t)ltem}—{t(3,—3,1,1)|telR}

Isto mostra que o conjunto
1 5
{(3"3’1’1)}

¢ uma base do espago solugdo de S e que, portanto, a dimensdo desse espago é 1. Uma outra
basede Vé{(1,-5,3,3)}

7. Seja {uj, uz, ..., up} uma base de um espago vetorial V de dimensdo n sobre C. Mostrar
que {ug, ..., up, g, ..., iun} ¢ uma base de V considerado como espago vetorial
sobre R. (Veja Ex. proposto n® 8, pag. 52.)

Solucdo
a) Dado u €V, existem a; + byi, ..., ay + byi € C de maneira que u = (a; + byi)u; +
+ ...+ (ap + bpi)uy,, pois os vetores uy, ..., u; formam uma base sobre C.
Logo
u = aju; + ...+ apup + by(iug) + ... + byuy),
o que mostra {uy, ..., up, vy, ..., iun} gera V sobre IR,

b) Por outro lado, se

aguy + ... +agy + by(iug) + ... + bpGup) = 0,

entdo

(a1 + byi)uy + ... + (ay + bpi)uy = 0.
Logo aj + bji=...=ay + byi = 0.
‘Donde a3 =...=a,=by=...=by=0.

Nota: O exercicio nos ensina que se a dimensdo de V sobre € é n, sobre IR serd 2n.
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10.

. Consideremos o sub-espago vetorial de M3(IR) constituido das matrizes simétricas. Deter-

minar uma base desse sub-espaco.
~
Solugdo i

Podemos decompor uma matriz simétrica X de M3 (R) da seguinte maneira:

a b ¢ 1 00 0 0 0 0 0 0
X=|b d e} =a ({0 00 +d{0 1 O +f10 0 O +
¢c e f 0 00 0 0 O 0 0 1

010 0 01 0 0O
+b{1 0 0}) +c{ 0 0 O +e|l0 0 1
0 00 1 00 010

E facil verificar que as seis matrizes em que X se decompds formam um conjunto L.IL
em M3 (IR). Logo essas seis matrizes formam uma base do sub-espaco das matrizes simé-
tricas de M3 (R) cuja dimensdo é, portanto, igual a 6. Lembre-se que M3 (IR) tem
dimensdo 9.

Nota: Genetalizando o raciocinio que acabamos de fazer pode-se concluir que o sub-espago
+ n
2

dimensdo n?. E o que pedimos no exercicio 16 a seguir.

das matrizes simétricas de My (IR) tem dimensdo enquanto que Mp (R) tem

. (Exercicio patoldgico) Mostrar que o conjunto {2} é uma base do espaco V = {x € R |

I x > 0} cuja adi¢gio é dada por u ® v = uv e a multiplicacio por escalares por o « u =
= u% ¥a e R.

Solucdo

Lembremos que o vetor nulo desse espago é o niimero 1.

(a) A teoria dos niimeros reais nos ensina que dado um niimero real u > 0, existe um
finico nfimero real a tal que u = 2%: @ = logy u. Logo u = 2% = o . 2,

() Se o - 2 = 1 (vetor nulo), entdo 2% = 1, donde a = 0.

Nota: E claro que todo niimero real maior que zero e diferente de 1 constitui uma base
de V sobre R.

Sejam U e V sub-espacos vetoriais de um espago de dimensdo n. Supondo que dim U >—121—
e que dimV > %, prove que: U N V # {o}.
Soluciio

Consideremos 2 férmula dimU + dimV =dim(U + V) + dm U N V). Se UNV =
= {0}, terfamos dim (U n V) = 0. Dai dim (U + V) = dim U + dim V > n. Absurdo
pois U + V & sub-espago de um espago de dimensdo n.
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EXERCICIOS  PROPOSTOS

1.

10. Determinar uma base de IR? que contenha os seguintes vetores (1, 1, 1, 0), (1, 1, 2, 1).
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Dar uma base e a dimensdo do sub-espaco W de R* onde W = {x,v,z,H) R*Ix— y =
=y e x -3y +t=0}

. Sendo W e U sub-espagos do R* de dimensdo 3, que dimensdes pode ter W + U se

(1,2,1,0), (-1,1,0,1), {1, 5,2, 1) é um sistema de geradores de W n U?

. Sendo W o sub-espago do exercicio 1 ¢ U o sub-espago do R* gerado por (1,2, 1,3) e

(3, 1, —1, 4), determinar uma base ¢ a dimensdo de U + We de U N W.

. Achar uma base e a dimensdo do seguinte sub-espagco de R U= {x,v,z,)lx—y=0

e X +2y +t=0}

. No espago vetorial R3 consideremos os seguintes sub-espacos:

U={xy,2!x=0}L,V={(xy,2ly —2z2=0}e¢
w =1, 1, 0), 0, 0, 2)1.

Determinar uma base e a dimensdo de cada um dos seguintes sub-espagos: U, V,W,UNV,
V+WeU+V+W

. Determinar uma base e a dimensio do sub-espago de M3 (R) constituido das matrizes

anti-simétricas.

. Mostrar que os polindmios 1,1 +t,1 — t? el —t—t* — t° formam uma base de P3;(R).

. Determinar uma base e a dimensdo do espago solugdo de cada um dos seguintes sistemas linea-

res homogéneos:

a) X - y=20 D[ x+ v+ z=0
2x — 3y = 2x — y -2z =
3x+% =0 X+4y +52=0

¢) (2x -2y + z=0 D x— y—- z—- t=0
3x -~ y+32=0 3x - y 4 2z — 4t =

3y +4z2=0 2y +52+ t=0

. Mostrar que as matrizes:

11 2 1 0 1 0
o o/ " \o o 1 0 0

o
(=1

[\*]

formam uma base de M, (IR).

1L

12.

13.

14.

1s.

16.

7.

Para que valores de a € IR o seguinte conjunto é uma base de R3:
B={@ 1,0), (1,2 1,01, a}

Sejam uy, ..., up vetores de um espago vetorial V. Provar que se cada vetor u de § =
= [uy,...,up] admite uma fnica representagdo como combinagdo linear de uy, ..., up,
entdo os vetores uy, . . . , up formam uma base de S.

Suponha que {ug, ..., un} é uma base de um espago vetorial. Mostrar que {ul, uy +
+ Uy, ...,0p FUst Ll Uy} também é uma base desse espago. .

Considere o seguinte sub-espago vetorial de 3
w=I1,0,9, (1,1 +i,1—-1,, -1 ~1i -1+ 3Dl

Determinar uma base desse sub-espago.

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R de dimensSes m e n, respectivamente. Considere o
espago vetorial U X V cuja adi¢do é dada por

(ug, v1) + (ug, v2) = (U1 + Uz, vy + V)
e a multiplicagdo por escalares por o (u, v) = (au, av).

Admitindo que {uq, ..., um} e {¥i, ..., vn} sdo bases de U e de V, respectivamente,
prove que: :
{1, 0), ..., (um, 0), (0, V1), . .., (0, )}

é uma base de U X V.

Determinar a dimensdo dos seguintes sub-espacos de My (IR):
a) Sub-espaco das matrizes simétricas;
b) Sub-espago das matrizes anti-simétricas;

¢) Sub-espaco das matrizes A tais que A = 24t
n

d) Sub-espago das matrizes A = (ajj) tais que Z aj;j = 0.
: i=1

COORDENADAS

Vamos trabalhar agora com bases ordenadas de um espago vetorial V. Uma

base ordenada é uma base na qual fixamos quem € o primeiro vetor, quem é o segundo
vetor, etc.
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Seja V um espago vetorial de dimensfo finita. Dada uma base ordenada
B = {u,,uz,. ..,un}

de V, entdo todo vetor v desse espaco é combinacgdo linear de B. Ou seja, existem
a3, ..., 0y € R de modo que:

v=ou + ...+ ajuy.

E ficil provar que os escalares que figuram nessa igualdade estdo univocamente
determinados. De fato, suponhamos

V=0 F oL+ oaqu = Bug L+ Bpuy.
Entdo: (0 — Buy + ... + (ay ~ By)uy = 0.
Como o conjunto B é LI, entdo oy — 3 = ... =@y — By = 0 e daf

oy =P1,0 =P, ..., 0q = By
Definicio 5 — Os escalares «y, . . ., o que figuram na igualdade v = a u, +
+ ... + oquy, conforme as consideragdes acima, sdo chamados coordenadas do
vetor v em relagdo a base ordenada B.
E conveniente, por outro lado, associar uma matriz as coordenadas do vetor
u. Assim, se u =aqu; + ... +oquy, em relagdo 2 base ordenada B = {uy,..., u,},
considera-se a matrizn x 1

(¢ 41 <21
. ou .

ap /B oy

apenas se nio houver possibilidades de confusdo, como a matriz das coordenadas de
u em relagd@o A base ordenada B.

Nota: E evidente a necessidade de trabalhar com bases ordenadas de V (ndo apenas
bases de V) para podermos considerar a matriz de coordenadas como foi definida aci-
ma. Sem ordenar a base, ndo saberfamos qual seria o «;, 0 o, etc.

Exemplo — E ficil verificar que B = {1,1 + t,1 + t*} é uma base ordena-
da de P,(IR). Achemos as coordenadas de f(t) = 2 + 4t + t> em relagdo a essa base
ordenada:

24+4t+ P =x1+y(dl+t)+z(1 + 1)) =
244t + 2 =x+y+2)+ yt+ zt2 —>
z=1ly=4,x+y+z=2

>x=-3,y=4ez=1,
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Portanto a matriz das coordenadas de (t) ¢ 4 ] ,emrelagdo 4 base orde-

1
nada B.

8. MUDANCA DE BASE

A partir de agora, diremos apenas base em vez de base ordenada, para facilitar
o texto. *

Seja V um espago vetorial de dimensdo n e consideremos duas bases de V;
B={u, ..., ug} e C = {vy, ..., vy}. Entio existe uma tnica familia de
escalares a; de maneira que

vy = apuy + ..+ agug

.......................

ou simplesmente

n
v = Zaijui G=1,2,...,n.

i=1

Definicdo 6 — A matriz quadrada de ordem n

®1 Q11 ... Qyn

0y  Opp O n
P =

On; Opy ... Onp

chama-se matriz de mudanga da base B para a base C.

Exemplos

1) Qual a matriz de mudanga da base B = {1, 1 + t} para a base {1, t} no
espago P; (R)?

1=X11+y1(1 +t) X1 +y1 =1 Xz +Y2 =0
p———- € [———-
t=X1+ y,(1 + 1) 1 =0 y2 =1
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== x =1,y =0,%x =—1ey, = 1. Logo
1 -1
P=10 1

2) Se B = C, obviamente a matriz de mudanga de C para B ou vice-versa é
a matriz idéntica.

¢ a matriz pedida.

Trés problemas importantes se apresentam no que se refere a mudangas de
base, ’

Problema 1 — Se a matriz de mudanca da base B para a base C é P = (o45)
e a matriz de mudanca da base C para uma outra base D (do mesmo espago) é
Q = (B;j), qual a matriz de mudanga de B para D?

Suponhamos B = {u;, ..., up}, C={v;, ..., vy} eD = {wy, ..., wy}.
A definigdo de matriz de mudanga nos garante entfo que:

n
Vj=Zaijui G=1,...,n) e
i=1
n
Wk=z ﬂjij k=1,...,n).
j=t
Dai
n n n n
we= > Bk [ > oyu] =D [ > abx) w (k=1,...,n).
j=1 i=1 i=1 j=1

Entao o termo geral da matriz de mudanga da base B para a base D ¢ dado

n
por Z @jBjx que é o termo geral de P.Q. Logo a matriz de mudanga de B para D
j=l
é a matriz PQ.

Nota: Uma conseqiiéncia do que acabamos de ver é que uma matriz de mudanga
de bases é sempre inversivel. Sendo vejamos.

Sejam P a matriz de mudanga de B para C e Q a matriz de mudanga de C
para B.
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LR

Dos diagramas ao lado decorre que

A
—()-
PQ = QP = 1I,. Logo P ¢ inversivel
e P~! é simplesmente a matriz de mu-
danga de C para B. @ a _._P @
\._I/

Problema 2— Se a matriz das coordenadas de u € V em relagdo a base B é:

Xy

Xn

e a matriz de mudanga de base de B para C é P = (a;j), qual a matriz das coorde-
nadas de u em relagdo 4 base C?

Seja

Y1

¥Yn
essa matriz.

n n
Temos entdo u = Z Xjuj = Z ¥ivj
i=1 j=1

n
Como cada vj = Z oy (j=1,2,...,n), entdo
i=1

n n n n n
u = Z Xjui = Z yj Z aijui = Z <Z ozijyj> u;.
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1
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Devido a unicidade das coordenadas segue que:

n
=Y azy (=12...,n)

4
ou
Xp = apyy + oy, + + @inyn
Xn = Cny1 + @ngys + ...+ apyn.
Usando a notagfo matricial obtemos a relagdo desejada

X =PY
que equivale ainda a Y = P~1X,

Problema 3 — Se {uy, ..., up} € uma base de V e P = (ajj) é uma matriz
n

inversfvel,“ entdo os n vetores v; = Z ajui (j=1,..., n) também formam uma
i=1

base de V?

n

Suponhamos Z x;jv; = 0. Entdo
j=1

n

2.5 |

n
j=1 i i

i) = >

1 i=t j

Olinj u =

n
= 1

n

n
Dai Z axj = 0 i=1,2,...,n). Como este sistema é homogéneo ¢ a matriz
j=1
dos seus coeficientes é P (inversivel), entdo x; =...=x, = 0. Logo {vy, ..., vy} é
LI e portanto também ¢ base de V.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determinar as coordenadas do vetor u = (2, 1, 4) do R? em relagdo as bases:
a). Candnica.
b) {1, 1, 1), 1,0,1), 1,0, ~D}
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Solucio

a) Quanto i base candnica as coordenadas sfo as prdprias componentes do vetor, ou
seja, 2, 1 e 4,

b) v=x(,1,1) +y@,0,1) +z(, 0, -1) —>.
X+y+z=2

_—>< X =1
X+y-z=4
Resolvendo o sistema obtido, encontramos x = 1,y = 2 e z = — 1. Logo as coorde-
nadas de u neste caso sdo 1, 2 e — 1. A matriz das coo;denadas de u é
1
2
-1
2. Determinar as coordenadas da matriz
1 -1
2 0
de M3 (IR) em relagdo a base:
10 0 1 0 0 0 0
o 1/)7\0o o) V2 o/ \1 2
Solucdo
1 -1 1 0 0 1> 0 0 0 0
=X +y + Z +t >
2 0 0 1 0 0 2 0 1
X = 1 x= 1
y =-1 {y =-1
- 24 t= 27— >\z= >
4
X +2t= 0 t = L
2
Logo as coordenadas pedidas sdo 1, — 1, % e —-;—.
3, Determinar as coordenadas do polindmio 1 + 2t — e P3 (R) em relagdo
a) 4 base candnica desse espago;
b) Abase {1,1 -1t 1 —t3, 13}
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Solucdo Solucio

a) As coordenadas neste caso sio obviamente 1, 2, 0 e —1. Por definigdo:

) 1+2t-t=al+bd -t +cd-1)+dd -t > 12 1
a+bt+c+d= 1 01 2
- b = 2 ' 1 1 1
_ >
—-cC = 0 € a matriz de mudanga de B para C. Para achar a matriz de mudanga de C para B é s6
determinar a inversa dessa matriz:
-—d ==
1 1 2 1!/1 0 0 2 11 0 0
Logo as coordenadas sdo: 2, —2, 0 e 1. 0 1 2 E o1 0l~lo 1 25 0 1 o
11 110 0 1 0-1 0i-1 0 1
4. Achar a matriz de mudanga da base
B =1{1,1,0), 10, 0,0,3)} b2 1,100 b2 ro 0\
) .
para a base candnica do R>. 0 1 2: 01 0 })~10 1 2: 0 1 0
Solugiio - L1 1
uca 0 0 2,-1 1 1 0 0 1: 7 7 3
(1,0,0) = a(1,1,0) + b0, 1,0 + c(0, 0, 3)
_ 31 1 11 3
©,1,0)=4d1, 1, 0) + e(0, 1, 0) + £(0, 0, 3) > 1 2 0: T Ty 1 0 0:~—2- -7 —2—\
— H 1 1
0,0, 1) = g(1, 1, 0) + h(0, 1, 0) + i(0, 0, 3) 001 001 o-1)~lo 1t o 1 01
a =1 d =0 =0 ' i
8 o0 1.+ 11 0 0 1:_-1-i—1-/
a+b =0, <d+e =1 e<{g+h =0 222 P22 2
3¢=0 =0 3i=1
Portanto a matriz de mudanca de C para B é:
a= 1 d=20 g=0
1 1 3
b=-~1,<e=1 e<<h=0 577 5 -1 -1 3
_ - A =L
c= 0 f=0 i== 1 0 -1 =3 2 0 -2
11 1
Logo: 1 0 0 7 7 7 -1 11
-1 1 0 ¢ a matriz pedida.
1
0 0 3

6. Comsiderando os dados do exercicio anterior, se as coordenadas de um vetor u em relagdo
4 base B sdo 1, 1 e 2, quais as coordenadas desse vetor em relacio 3 base C?

5. No espago IR® consideremos as bases B = { epepesteC ={ 21,82, g3} relacionadas da Solucdo
seguinte maneira: Sejam a, b ¢ ¢ essas coordenadas. Entdo:
= 1 1 3
= e +e : -5 5 5
&1 ) 1 3 ‘ a ) 1 2
B = 2e1 + e + €3 b | = 1 0 -1 1 )= 1-1
g3 = €1 + 2e; + e3 . _l __:L _:_l_ ) .
Determinar a matriz de mudanga de B para C e de C para B. 2 2 2
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. /Determinar as coordenadas do vetor u = (4, — 35, 3) € ]R3, em relagdo 3s seguintes bases:

a) candnica;
b)) {(1,1,1),(1,2,0,3,1,0}
o {(1,2,1,00,3,2), 1, 1,4}

2. Determinar as coordenadas de 1 — 2i € € em relagio 3 seguinte base de € sobre IR:
{1 -4, 1+ i}

s
‘: 3. /Determinar as coordenadas do vetor (1, 1, i) € (E em relagdo a base (1, 0, 0), (0, i, 0),
(1,4, 1+ ).

¢ 4% Determinar as coordenadas do polindmio £ em relagio a4 seguinte base de Pj (R):

-

L2 -t P+t )

5} A matriz de mudanga de uma base B do R? para a base {(1, 1), (0, 2)} desse mesmo
espago é:

0

Determinar a base B.

6. A matriz de mudanca da base {1 +t, 1 — t* } para uma base C ambas do mesmo sub-espago
de P (R) é

1 -1
Determinar a base C.
7. Considere as bases B = {ey, ez, ea} e C = {g1, g3, g3} de IR® assim relacionadas:

81 = € — e — €3
g = 2eq + 3ej3
g3 = 3eq + e3
a) Determinar as matrizes de mudanga de B para C e de C para B.

b) Se um vetor u de R> apresenta coordenadas 1, 2 e 3, em relagio a B, quais as
coordenadas de u relativamente a C?

8. Considere o seguinte sub-espago vetorial de My (IR):

U= Ix -y ~z=0
t
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a) ‘Mostrar que os seguintes subconjuntos de M,(IR) sdo bases de U:

O
[T
—_
o o
o ©
_- O

e
o o
-0
|
o —
o O
— (o1

b) Achar a matriz de mudanca de B para C e a de C para B.

¢) Achar uma base D de U, de tal maneira que a matriz de mudanga de D para B seja:

1 1 0
0 0 2
0 3

@Seja B = {ul, cees un} uma base do espaco vetorial Ve seja C = {V1= ey vn} onde
T ¥ =up—j+1G =1,...,n). Provar que C é uma base de Ve calcular a matriz de
mudanga de B para C.

x*lO) SejaB = {ul,. ces un} uma base do espago vetorial V e seja C = {ul,u1 —Ug,..., Uy —

— upt. Mostrar que C é também uma base de V. Achar as matrizes de mudanca de base
de B para C e de C para B.

APENDICE Il -
Teorema da Invariancia

Lembremos que o Teorema da Invaridncia, jd enunciado na pdg. 80, afirma
que todas as bases de um espago vetorial dado tém o mesmo nimero de vetores.

Precisaremos de trés lemas para poder provar o Teorema da Invaridncia.

I./emal—SeJaB—{ul,u,,,...,

up} uma base de um espago vetorial V.,
Se u € V e ainda se ’

u=au + ...+ auit+ ...+ agu, €))
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com a; # 0, entdo o conjunto C = {uy, ..., Uj_y, U, Uj4y, ..., Uy} também é
uma base de V.,

Demonstracio — Faremos a demonstragdo supondo i = 1 para facilitar o
trabalho com os indices.

(a) Como a; # 0, da igualdade (1) da hip6tese segue que
U = fu+ Buy + ..+ fuuy 2)
onde = o', B, = —o; 'y, ..., By = —a, ay.
Seja v € V. Entdo existem vy, ..., 7y € R de forma que
V=1 f b+ yuy 3)
Substituindo (2) em (3) teremos:
v=mbu+ (1B + 2)w + ..+ (V1B + To)up.
Ficou provado assim que o espago V é gerado por
{u, uy, ..., up}.
(b) Suponhamos ,
Xu + Xpuy + ...+ Xpuy =0 @)
com X, Xy, ..., Xy em IR. Substituindo (1) em (4) teremos:
(xoug + (xap + x)uy + ...+ (Xay + XUy = 0.
Como B é LI desta uitima igualdade decorre que:
xey =0,%05 + X, =0,..., Xag + x4 = 0.
Mas oy # 0. Logox=0,% =0,...,%x, =0. %

Lema 2 — Suponhamos que exista uma base de V com n vetores. Ento se
B=1{u;, ..., uy} CVELL e possui n vetores, B é também uma base de V.

Demonstracao — Seja C = {vy, ..., vy} uma base de V. Entdo:
U = vy + ... +0[nVn (0[1, ...,OénG]R).

Ndo podemos ter todos os escalares nessa igualdade nulos, pois isto implicaria
que u; = 0 o que é impossivel j4 que o conjunto B é L.I. Logo um dos a; é ndo
nulo. Suponhamos «; # 0. O lema anterior nos assegura entdo que:

{ul, Va, oo ey Vn}
¢ uma base de V. Portanto u, é combinagdo linear deste conjunto, ou seja,
existem By, B, ..., By em IR de maneira que

U, = ﬁ1u1 +62V2 + ...+ ﬁnvn
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Também ndo podemos ter §, = ... = f = 0, sendo {uy, u, } seria L.D. e, por-
tanto, 0 mesmo aconteceria com o conjunto B. Admitindo que $, # O teremos,
em virtude do lema anterior, que

{ul’ Uy, V3, ..., Vn}
¢ também uma base de V.

A repeticio desse raciocinio nos levard A conclusdo de que {ug,u,, ..., up} é
uma base de V. = '

Lema 3 — Suponhamos V como no lema anterior. Entdo todo subconjunto
de V que seja L.I. tem no méximo n .vetores.

Demonstragdo — Suponhamos que exista S = {u;, ..., Uy, Up4q, - .., Ut}
C V que tenha t > n vetores e que seja L.I. Entdo B = {u,, ... , Uy} tem n vetores
e é um subconjunto L.I. Logo B é base de V devido ao lema anterior. Dai
Jag, ..., 00 €E R lugyy =y + ...+ aquy.
Entdo aquy + ...+ aquy + (—1)u,y 4y = 0 0 que vem mostrar que o conjunto S
é LD, Absurdo, =

Teorema da invaridncia — Duas bases quaisquer do mesmo espago vetorial
finitamente gerado tém o mesmo nimero de vetores.

Demonstracdo — Sejam B = {uy, ..., u,} e C={v{, ..., vy} duas bases
quaisquer de V. Como B é base de V e C é LI, entdo m < n. Analogamente,
como C é base de Ve B é LI, entio n < m. Logom = n. =
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caprituLo 4

Transformacodes Lineares

1. NOCOES SOBRE APLICACOES

Nos capftulos precedentes nos detivemos estudando alguns aspectos intrin-
secos dos espagos vetoriais finitamente gerados: base e dimensdo, principalmente.
Neste capitulo nosso enfoque serd outro: trataremos de examinar correspondéncias
entre espagos vetoriais. As transformag@es lineares que definiremos no parédgrafo
dois constituem o ponto mais importante desse estudo. Mas antes fagamos algumas
consideragdes preliminares.

Defini¢do 1 — Dados dois conjuntos U e V, ambos nfo vazios, uma aplicacdo
de Uem V é uma “lei” pela qual a cada elemento de U estd associado um tnico
elemento de V. Se F indica essa lei e u indica um elemento genérico de U, entdo o
elemento associado a u é representado por F (u) (1&se “F de u”) e se denomina
imagem de u por F.

O conjunto U é o dominio e o conjunto V € o contra-dominio da aplicagio F.
Para indicar que F é uma aplicagdo de U em V costuma-se escrever

F:U->V
ou ainda, indicando por u um elemento genérico de U
u ~ F(u).

102

Duas aplicagbes F: U » V ¢ G: U~ V sfo iguais se, ¢ somente se, F(u) =
= G(u), Yu e U,

Dado W C U denomina-se imagem de W por F o seguinte subconjunto de
V:F(W) = {F(u) | u € W}. Se W = U, entdo F (U) recebe o nome de imagem de F
e a notacdo serd Im (F).

Portanto Im(F) = {F(u) | u € U}. x u= b, y)

Exemplo — Seja S: R? > R? a e
aplicagdo dada por S(x, y) £ (x, —y), ~
¥ (%, y) no R%. S pode ser visualizada .
na figura ao lado e leva cada ponto do ~
IR? no seu simétrico em relagdo ao eixo x. b
Em particular a imagem da retay = x ¢ ’ Slu)=x, —y):
areta x + y = 0 (e vice-versa), a imagem .
do eixo x € o préprio eixo x e a imagem do eixo y é o prbprio eixo y.

AN

AP R ——

/

Definicio 2 — Uma aplicagdo F: U — V se diz injetora se; ¢ somente se,
Mu,u €U F(uy) = F(u) — u = u,.

Ou, em outra formulac¢do, se, e somente se, » o

Vu, w € U, g # u, =—> F(u) # F(w).

Exemplos

1) A aplicagio S: R* - IR? dada por S(x, y) = (X, —¥), ¥(x, y) ER?, ¢
injetora pois se u; = (X1, y1) € Uy = (X3, y,) entdo:

S

F(uy) = F(up) =—> (x4, —YI‘)\ =X, ~Y2) —> X =%, ¢

Y1 = Y2 > U = Us.

2) A aplicagdo f : [R? - IR? dada por F(x,y) = (0,x + y, 0) ndo é injetora
pois temos, por exemplo, '

(LL1)+#@2,0eF(,1)=F(2, 0 = (0, 2, 0).

Defini¢do 3 — Uma aplicagiio F: U - V se diz sobrejetora se, e somente se,
Im (F) = V, ou seja, para todo v € V, existe u € U tal que F(u) = v.

Exemplos

1)S: R?* > R? definida por S(x, y) = (x, —y) é sobrejetora. De fato,
dado v = (c, d) € R?, basta tomar u = (c, —d) para termos F (u) = v.

2) F: R?> » R® dada por F(x, y) = (0, x + y, 0) ndo é sobrejetora. Isto
(=)

Resumidamente escreveremos sempre S (X, y) para indicar a imagem de (x, y) por S.
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porque, por exemplo, (1, 0, 0) € R? e nfo é imagem por F de nenhum elemento
u € R? (o primeiro termo de cada imagem é zero).

IR? F
/—
2 i
Im (F)

0,t,0)

Definicio 4 — Uma aplicagdo F: U - V se diz bijefora se, e somente se,
F ¢é injetora e é sobrejetora.

Exemplo — A aplicagdo S: R? -~ R? dada por S(x, y) = (x, —y) 6 injetora
e é sobrejetora conforme jé vimos. Logo S é bijetora.
Nota: Se F: U —» V ¢ bijetora, entdo cada elemento de V é do tipo F (u), com
u € U bem definido e se fizermos a associagdo F (u) = u teremos uma aplicagio
de V em U pois ndo podemos ter F(u;) = F(u;) e u; ¥ u, ji que F é injetora.
Essa nova aplicag@o assim definida (no caso de F ser bijetora) é chamadaaplicagdo
inversa de F ¢ é indicada por F~!. Tem-se entdo:

FI1FW)=ueFF!W)=v

YueU e ¥MveEYV,

2. TRANSFORMACOES LINEARES

Definicio 5 — Sejam U e V espagos vetoriais sobre IR. Uma aplicagdo
F: U~ V é chamada fransformacio linear de U em V se, e somente se,

(@ F(u; + ) = F(u) + F(u), Yu;,u, €U, e
(b) F(au) = aF(v), Ya € R ¢ “u€U.

No caso em que U = V, uma transformacio linear F : U — Ué chamada tam-

bém de operador linear.
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Exemplos

1) Seja O: U — V a aplicagdo assim definida: O (u) = o (vetor nulo de V),
Yu € U. Verifiquemos que O ¢ linear.

@ 0@, +u;)=0=0+0=0(u)+O(w)
(b) O(au) =0 = ao = a0 (u)
O se denomina transformagdo linear nula de U em V.

2) Seja I: U - U definida assim: I(u) = u, Yu € U, E mais um exemplo
de transformagdo linear pois:

(@) I(ug +wp) =uy +uy = I(uy) + I(uz) e

(®) I{au) = au = al().

I é o operador idéntico de U.

3) F: R® > R? definida por f(x,y, z) = (X, 2x — z), (X, v, z) € R3,
também é linear.

Sejam u; = (X1, y1,21) ¢ U = (X3, Y2, %) em R,

@) Fus+u)=Fx +%,y1 +y2, 21 + 22) = (X1 + X5, 2(%; + %) —
= @1+ 7)) = (x1,2%1 —29) + (X3, 2%, — ) =F(uy) + F(w).

(b) Exercicio.

4) F: IRM > R™ definida por:

F(xi,....xp) =(anx; + ...+ aXg, - .., 84Xy + ... + anXn)
¢ uma transformagdo linear para toda familia (a;j) de nlimeros reais dados. Veri-
fica-se essa afirmagfo generalizando o que se fez no exemplo 3. Fica como
exercicio,

5) Seja D: P, (R) > P, (R) definida por D (f(t)) = f'(t) para todo polindmio
f£(t) de Py(R). (f'(t) indica a derivada de f(t)).

Como a derivada da soma de dois polindmios é igual &4 soma das derivadas
¢ a derivada do produto de um polindmio por um nimero € igual a esse nlimero

multiplicado pela derivada do polindmio, entdo D é mais um exemplo de operador
linear.

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R e consideremos uma transformacio
linear F: U - V. Valem a- seguintes propriedades para F:

P,. F(o) = o (F transforma o vetor nulo de U no vetor nulo de V.)

Prova — Como o € o elemento neutro da adi¢do em V:
F(o) + o = F(0).

105



a que

P;.

P,.
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O fato de F ser linear e o fato de o ser o vetor nulo de U ddo:
F(o) = F(o + 0) = F(0o) + F(0).
Comparando os resultados obtidos tiramos:
F(o) + o = F(0o) + F(0).
Somando —F (o) a ambos os membros desta ultima igualdade chegaremos

o =F(o). m

F(—u) = —F(u), Yu e U.
Prova — F(u)+ (—F(u))=0=F(©)=F(@u+ (-u))=F(u) + F(—u).

Logo F(uw) + F(—~u) = F(u) + (~F(u)). Somando —F(u) a ambos os
membros desta Gltima igualdade obteremos

F(—u) = —F(u). =

Nota: Recomendamos ao leitor qué procure justificar cada passagem desen-
volvida na primeira linha da demonstracdo de P,.

FQu —uw)=F@) - F(), Yuy,u, €U

Prova (exercicio). »

Se W é um sub-espaco de U, entdo a imagem de W por F é um sub-espago
de V.

Prova — Lembremos que F(W) = {F(w) | w € W} € a imagem (direta) de
W por F.

(a) Como F(0) = o, entdo 0 € F(W).

(b) Exercicio.

~

(c) Sejam v € F(W) e « € R. Entio v = F(u), com u € W.
Logo .
av = aF(u) = F(au).
Como au € W, pois W é sub-espago vetorial de U, entdo:
av € F(W). =
Nota: A propriedade P, acima significa que uma transformagdo linear trans-

forma sub-espago vetorial em sub-espaco vetorial. Em outras palavras, uma
transformacdo linear “respeita” a estrutura de espago vetorial.

P;. Sendo F: U — V linear entdo

n n

F Z ajuj = Z aiF(ui).

i=1 i=1

Prova: Faz-se por indugio sobre n.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verificar se a aplicagdo F: R® > R? definida por:
F, v, z) =(z, x +y) ¢ linear.
Solucio
(a) Sejam u = (%3, V1, z1) € V = (X3, Y2, Z3) dois elementos genéricos de R3. Entdo:
Fu+v=F®&X +X,V1 +V2,21+ %) =

=(21 +23, X1 + X)) + 1 +y3)) =
= (21, X1 + Y1) + (22, X2 + V2) =
=F@ +F@);

(b) YacRe Vu=(x,y,z)eR3;

F (au) = F (ax, ay, az) = (az, ax + ay) = a(z, x + y) = aF ).

2. Vegificar se F : IR~ IR? § uma transformagdo linear, onde F(x) = (x,2) ¥x € IR.
Solucdo

¥Yx,yeER,temos F(x +y) = (x +y,2) # (x,2) +(y,2) = (x +y,4).

Logo F nio é uma transformacdo linear,

Nota: Como uma transformagdo linear leva o vetor nule do dominio no vetor nulo do
contra-dominio e F(0) = (0, 2) # (0, 0) poderiamos, por este caminho, ter concluido
que a aplicagdo F do exercicio 2 ndo ¢ linear. Contudo o fato de uma aplicagdo F: U >V

transformar o vetor nulo de U no vetor nulo de V néde implica que ela seja linear. Procure
um exemplo. )
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. Verificar se a aplicagio F : IR? — IR? definida por F(x,y) = &2+ y2, x) é uma transfor-
magcio linear.

Solucio

Se u = (x5, ¥p) e v = (X3, y) € IR?, entio F(u + v) = F(xg + X, vy + y) =
= (X1 + %)% + (1 + 2% X1 + %) =
= (x{ + Y7, X1) + (%57 + Y7, Xp) + 2(X1Xg + Y1¥2, 0)

e portanto F ndo € linear. Notar que, apesar disso, F (0, 0) = (0, 0).

. Seja V = Mp(IR) e B uma matriz fixa desse espago vetorial. O operador F : V -V dado
por F(X) = BX, V¥ X €V élinear? E quanto ao operador G : V. — Vdado por G(X) = XB?
Everdade que F = G?

Solucio

@ ¥X,YeV,FX+Y)=BX +Y)=BX + BY =F(X) + F();

) ¥X e Ve VYaeR,F(@X) =B@X) = aBX) = aF (X).

Logo, F éum operador linear de My (IR). A verificagdo de que G também ¢ linear € andlo-
ga. Mas, em geral, F # G pois BX # XB.

’

. Sabendo que F: R? > R? ¢ um operador linear e que
FA,2)=@3,-1 e F@O, 1) =(,2),

achar F(x, y), onde (x, y) é um vetor genérico do IR2.‘

Solucdo

Observemos de mIClO que {(1, 2), (0, 1)} é uma base de R?. Determinemos as coorde-

nadas de (x, y) € R? em relagdo a essa base: (x,y) = a(l,2) + b(0, )=—=>a=x
e2a+b=y >a=X e b=y - 2x, ’
Logo (x, y) = x(1,2) + (y — 2x)(0, 1).
Portanto
Fx,y)=xF(1,2) + (y - 2x)F(0, 1) =x(3, -1 + ¥ - 2x3(1,2) =
=X 4y, —5x + 2y).
. Verificar se é linear a transformacio F: R3 - R, dada por F(x,y,2) = —2x + 3y + 7z.

Solucdo

@ Yu=(x1,y1,21) e ¥V =(xp,¥2,2) €R3, F(u +v) =
=F (X1 + X, V1 + V2,21 + Z3) = —2(Xq + X3) + 3(y1 +¥3) + T(21 + 23) =
= —2X1 + 3y1 + 721 — 2Xg + 3ys + 729 = F(u) + F(v).

(b) YaceRe Yu=(x,y, 2 €R>, Flau) = F(ax, ay, az) =

—2(ax) + 3(ay) + T(az) = a(—2x + 3y + 7z) = aF (u).
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7. Seja P uma matriz inversivel de My (R). Mostrar que F: My (R) — Mp (R) dada por
FX)=Pp" %P ¢ um operador linear desse espago.
Solucio
@ FX+Y) =P "X+ YV)P=P"'XP + PIYP = FX) + F(Y):
(®) F@X) =P aX)P = a(®'XP) = aF(X).

oo

- Mostrar que € uma transformagdo linear a aplicagio
F: R* = (o, 1])
(espaco vetorial das fungSes reais continuas definidas em [0, 1]) dada por:

F(x, y) = xet + ye?!, W(x, y) € R

Solucio
@ ¥u = (xq, y1) e Mv = (x4, y3) em R
F@ +v) = F(x1 + X, 1 + v2) = (&1 + xp)e! + (y1 + yp)e?t =
= x1et + yle2t + x2et + y2e2t = F@) + F(v);
) YoeER e V(X y)e IR2, F(a(x, y)) = F(ax, ay) = (ax)e! + (ozy)e2t =
= a(xet + ye2t) = aF(x, y).

9. Mostrar que é um operador linear de V = C([0, 1]) a aplicagdo F:V — V dada por
F(f(1)) = f(t) ¢ (1) V(1) € V, onde ¥ (t) é um elemento fixo de V.

Solugio

(@ F(1) + gt) = (1) + g) ¢ (0 = f(D @O + g 9 = FEW®) + Flg®);
() Flef(D) = (af() 9 () = «f(D) 9(1) = aF(H(1)).

10. Seja V um espago vetorial sobre IR. Dado o € R chama-se homotetia determinada pelo
escalar o a aplicagio Hy: V - V tal que Hy (W) = au, Mu € V. Mostrar que Hy é um
operador linear de V.

Solucio
(a) Ha(ul +uz) =a(u; + U.g) = auy + auy = Ha(ul) + Ha(uz);
(b) Hy(tu) = a(tu) = t(eu) = tHy (u).

11. Num espago vetorial V sobre IR, dado w € V, chama-se translagdo definida por wa aph—
cagdo Ty: V>V tal que Tyy(u) = u + w, Vu € V. Mostrar que se w # 0, entdo T ndo é

linear.
Solucio
Vup,u €V, Tyl + ) =u; +uy + we Ty + TywWa) = uy + w + ug + w.

Logo, se w # 0, Ty ndo ¢é linear. Por outro lado, se w = 0, entdo Ty coincide com o
operador idéntico que é linear.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Quais das seguintes aplica¢Ges de R3 em R3 sdo operadores lineares?
) Fixy,2)=-y,x+y,0)
b) Ry, z)=Q2x -y +1z 0,0);
¢ Fix vy, 2= (X X Xx)
d Fixy, = @x* + 3y,x, 2).

2. SejaF :IR3® — IR3 o operador linear assim definido na base candnica:
F(1,0,0) = (2,3, 1,F(0,1,0) = (5,2, eF(0,0,1) = (- 2,0,7.
Determinar F(x, y, z), onde (x, y, z) é um vetor genérico do IR3.
Mostrar que F é um operador linear. )

3. Consideremos o espaco vetorial C sobre R e seja F: € > C tal que F(z) = z, Vz & C.
Mostre que F é um operador linear. Se tivéssemos considerado o espago vetorial € sobre €
seria F ainda um operador linear?

4. Verifique se s30 operadores lineares no espaco Pp(R):
(@) F: Pp(R) - P,(R) tal que F (f(t)) = tf'(t), VI(t) € Ph(R);
(b) F: Ph(R) = Pr(R) tal que F(E®)) = £'(t) + tzf”(t),*v‘f(t) € Pp(R).

5. Existe um operador linear F : IR3 — IR3 tal que F(1, 1, 1) = (1, 2, 3), F(1, 2, 3) =
= (1,4,9) e F(2,3,4) = (1, 8,27)? Justifique sua resposta.

6. Seja u = (x, y, z, t) um vetor genérico do R*. Quais das aplicagdes definidas abaixo sdo
operadores lineares do R™?

a) F@=u+(@1,0,1,0);
b) Fw=(,0,1,1);
¢) FW=&y-2Yy+2zX+1t);

d) F(u)=1(cosx,y,zt).

7./Sejam U e V sub-espagos de um espago W tais que W = U & V. Sejam Py e P, as apli-
caghes de W em W tais que para todo w = u + v de W (com u € U e v €V) associam,
respectivamente, u e v, ou seja Py(w) = u e P, (W) = v.Mostrarque Py e P, sio lineares.

8. Seja F o operador linear do R? tal que F(1, 0) = (2, 1) e F(0, 1) = (4, 4).
a)  Determinar F (2, 4);
b_) Determinar (x, y) € R? tal que F(x, y) = (2, 3);
! c), Provar que F é sobrejetor e injetor (bijetor).

/7

9 Seja A uma matriz fixa de My(IR). Mostrar que F : Mh(IR) — Mp(IR) dada por: F(X) =
\_J='XA — AX,¥X € My(IR), ¢ linear.

Se A = Alpcom A €1IR, 0 que é F?
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10? Seja F: U — V uma transformacdo linear com a seguinte propriedade: se {u—l, RN un} éuma
base de U, entdo {F(ul), ..., F(up)} élinearmente independente em V. Provar que F &
injetora.

3. NUCLEO E IMAGEM

Definicio 6 — Sejam U e V espagos vetoriais sobre IR ¢ F: U -~ V uma
transformagdo linear. Indica-se por Ker (F) e denomina-se niicleo de F o seguinte.
subconjunto de U:

Ker(F) = {u€ U | F(u) = 0}

Exemplo — Seja F: R? > R® a transformagdo linear dada por:
F(x,y)=(0,x +y,0).

Achemos o nicleo de F. Temos:

(x,y) € Ker(F) < > (0, x +y, 0) = (0, 0, 0) < > X=-y
Logo Ker(F) = {(x, —x) | x € R}.
v A z
Ker (F) R’ R’
X=—y
x (0, 0, 0) Y
X

Proposi¢do 1 — SejaF : U — V uma transformacio linear.” Entdo: -

a)  Ker(F) é um sub-espago vetorial de U;

b) A transformagdo linear F ¢ injetora se, e somente se, Ker(F) = {o}.
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Demonstracdo
a) (1) Como F(0) = o0, entdo o € Ker(F).
(2) Sejam uy, u, € Ker(F). Entao F(u,) = F(uy,) = o.
Dai F(u; + u) = F(u) + F(i) =0 + 0 = o.
Portanto u; + u, € Ker(F).

(3) Exercicio: Prove que se u € Ker(F) ¢ a € IR entdo au € Ker(F).

b) Suponhamos F injetora. Seja u € Ker(F). Entdo F(u) = 0. Mas F(0) =0,
conforme P;. Logo F(u) = F(0). Usando a hip6tese nesta Gltima relac@o tiramos:
u = o. Entdo, se F ¢ injetora, o nicleo de F se resume ao vetor nulo de U.

Reciprocamente suponhamos Ker(F) = {o}. Dados uy, u, € U, entio
F(u;) = F(u,) > F(u) — F(w) =0
> F(u; —w) =0 —> u; — u, € Ket(F) —=

>

> U — Uy =0 —=> U = U,

o que mostra que F ¢ injetora. =

Exemplo — O operador linear D: P, (IR) — P,(IR) dado por D(f(t)) =
= f'(t) é uma transformagdo linear injetora (operador injetor)?

Se f(t) = ag + a;t + a,t% + ... 4 ayt", entdo D(f(t)) = a, +2a,t+...+

tn—l

+ na, . Logo f'(t) = 0 tem como conseqiiéncia que a; = a, = ... =a, = 0.

Portanto f(t) = a, e dai Ker(D) = {ag | a9 € R} = IR, ou seja, Ker(D) é o con-
junto dos polindmios reais constantes. Logo D nfo ¢ um operador injetor.

A imagem de uma transformacgdo linear F : U — V foi definida anteriormen-
te: Im(F) = {F(u) | u€ U}. J4 vimos que é um sub-espago vetorial de V.

O teorema a seguir, que relaciona as dimenstes de Ker(F) e Im(F) nos casos

ém que dim U ¢ finita, é bastante importante.

Teorema do Nicleo e da Imagem — Sejam U e V espagos vetoriais de di-
mensdo finita sobre R. Dada uma transformacdo linear F: U - V, entdo

dim U = dim Ker(F) + dim Im(F). )
Demonstragio — Seja By = {uy, ..., ur} uma base de Ker(F). Essa base
pode ser estendida a uma base B, ={u,, ..., Uy, 4, ..., vs} de U conforme o
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teorema do completamento. Mostremos que B = {F(v;), ..., F(v;)} é uma base
de Im(F). : )

(a) Dado v € Im(F), existe u € U tal que F(u) = v. Mas u é combinagdo
linear de B: u = ayuy + ... + oquy + Byvy + ... + BgVs, com 0s a; e 0s B em
R, j4 que B, é base de U. Logo:

v=F(ayu + ...+ o + vy + ...+ Bgvg) =
=oF(u) + ...+ o;F(u) + BF(vy) + ... + BF(vg) =
= BiF () + ... + BF(v)
pois como uy, ..., uy € Ker(F), entdo suas imagens, por F, sio nulas. Entdo
[B] = Im(F).

(b) Suponhamos B;F(v;) + ... + fsF(vg) = 0 com By, . . . , B € R. Entdo
E(Bvi + ...+ Bsvs) = 0, do que resulta que §,v; + . .. + B, pertence a Ker(F).
Logo existem a;, ..., ¢ € R de maneira que: '

Blvl +...+ﬁsvs=(x1u1 +...+O(IU.I

Daf ‘
auy + ..ot aup F(=B)vy + L+ (=B =0
Como o conjunto B, é LI., podemos concluir que todos os escalares da
Gltima igualdade sdo nulos. Em particular 8, = 8, = ... = 8; = 0.
 Ficou provado entdo que B é L.L.
Para terminar a demonstragdo, basta observar que, como dim Ker(F) = r,
dimU =1 + s e dim Im(F) = s, entdo dim U = dim Ker(F) + dim Im(F). =

Coroldrio — Sejam U e V espagos vetoriais sobre R com a mesma dimensdo
finita n e suponhamos F: U — V uma transformagdo linear, Entdo sio equiva-
lentes as-seguintes afirmagGes:

() F é sobrejetora.
(II) F ¢ bijetora.
(III) F é injetora.

(V) F transforma uma base de U em uma base de V (isto é, se B é uma
base de U, entfo F(B) é base de V).

Demonstragdo
Y > (1D
Por hipétese Im(F) = V., Levando em conta que dim U = dim V, a fé6rmula

dimU = dimKer(F) + dim Im(F) equivale entio a dim Ker(F) = 0. Logo
Ker(F) = {0} e F & injetora. Entdo F é bijetora.
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an > (III) Imediato.
(1) > (IV).
Sendo B = {u,, ..., u,} uma base de U mostremos que F(B) = {F(u,),

, F(uy)} é uma base de V, Observemos de inicio que F(B) tem tantos vetores
como B pelo fato de F ser injetora. Entfo basta mostrar que F(B) é L.I Supo-
nhamos &, ..., ay € R e oyF(uy) + ... + ayF(u,) = o. Disto resulta, pela
linearidade de F que

F(oyuy + ... + aguy) = o.
Sendo F injefora segue que
auy + ...+ opuy = o.
Como B é LI conclui-se que @y = ap = ... = @, = 0.
av) > (D)
Seja v € V. Tomando uma base B = {uy, ..., u,} de U, entdo nossa hipé-

tese garante que F(B) = {F(u,), ..., F(uy)} é uma base de V. Logo v é combi-
nagdo linear de F(B):

v=oF(u) + ...+ aF(u,), comay, ..., a0 € R,

Como F & linear podemos afirmar que

v=Flyu + ...+ ajuy).

Estando em U a combinagdo linear ayuy + ... + ajyu, ficou provado que todo
elemento de V é imagem (por F) de um elemento de U. Ou seja, F é sobrejetora. m

4. ISOMORFISMOS E AUTOMORFISMOS

Defini¢io 7 — Entende-se por isomorfismo do espago vetorial U no espago
vetorial V uma transformagdo linear F: U~ V que seja bljetora Um isomorfismo
F: U - U ¢ um automorfismo de U

Exemplos

1) O operador idéntico I: U - U dada por I(u) = u para todo vetor u do

espago é trivialmente um automorfismo de U.
2) F: R? - P, (R) definida por F(x, y) = x + (x + y)t é também um
isomorfismo. De fato.
(D F(xq1,y1) = F(%2, y2)
=X + (X5 + y3)t

> X1 =Xp € Y1 = Ya2.

> X3 + (Xl + Y1)t =

>X1=X26X1+y1=X2+y2» >
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Logo F ¢ injetora.

(I Dado f(t) = a + bt € P, (R) basta tomar u = (a, b — a) para que se
tenha F(u) = £(t). Entdo F ¢ sobrejetora.

(D) F((x1, y1) + (X2, ¥2)) = F(xy + Xa, y1 +y5) =% + x, +
tEiF Rty Hy)t=x+ & Fy)t+x +(x +yp)t=
=F(x1, y1) + F(x;, y2).

(IV) A condig¢do F(au) = aF(u) é deixada como exercicio.

Proposi¢do 2 — Se F é um isomorfismo de U em V, entdo F™! : V - U tam-
bém ¢é um isomorfismo (de V em U).

Demonstragdo
(D Suponhamos vy, v; € V.e F™! (v;) = F~*(v,) = u. Entdo F(u) = v, e
F(u) = v,. Daf v; = v,. Logo F~! § injetora.

(I) Para verificar que F~! & sobrejetora basta observar que dado u € U,
tomando v = F(u) teremos:

F!'(v) = F"!'(F(u)) = u.

(I) Sejam vy, v, € V e fagamos F~! (v; + v,) = u. Como F é sobrejetora,
entdo existem u,, u, € U de maneira que F(u,) = v; (< >F1l(v)=u)e
F(w) =v, (< > F~1(v;) = u,). Substituindo estes resultados na igualdade
inicial:

u=F"(F(u)+F)=F"'F@ +uw))=
=u +uy = Fl(v)+Flw).
Voltando & igualdade inicial:
Fl(vy +v)=F1(v) +F1(w).
(IV) Fica como exercicio a demonstragdo de que:
Fl(av)=aF'(v), YVa€ERe VYWEV. n

Noza: A proposigdo acima nos diz que sempre que éxiste um isomorfismo F: U >V
também existe um isomorfismo F~': V — U (isomorfismo inverso de F) e devido
a isso dizemos; nesse caso, que U e V sdo espacos vetoriais isomorfos. Dois espacos
vetoriais isomorfos U e V muitas vezes s@o considerados indistintos. Para tanto,
se F é o isomorfismo considerado de U em V, identifica-se cada elemento u € U
comn sua imagem F(u) € V.
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E possivel estabelecer uma caracterizagfo para os isomorfismos entre espa-
¢os vetoriais de dimensdo finita, em termos de dimensdo. O lema a seguir nos levard
a isso.

Lema — Sejam U e V espagos vetoriais sdbre IR. Se dimU = neB =
= {uy, uy,...,u,} é uma base de U, entdo, para toda seqiiéncia vy, .. . , v, de veto-
res de V, a aplicagio F : U > V, definida por

n
F Z aju Z Qivj

1=1 i=1

¢ lineare F(u;) = vi(i = 1,2,...,n). Ademais,se G : U ~>Vélineare G(uy;) = v;
i=1,...,n),entd0 G =

Demonstracdo

n
D Se]am Wy Z aly e Wy = Z Biu; vetores de U. Entdo

i=1

F(w, + wa) Z (@i + B)ui )= 2 (o5 + Bv; =

i=1

Z Z = F(wy) + F(w,)

IT) Fica como exercicio a demonstragdo de que F(aw) = aF(w), para todo
aERetodo weU.

II) F(u;) = F(lu; +0u, + ... +0uy) = 1lvy + Ovy + ... + Ovy, = vy.

Obviamente: F(u,) = v,,...,F(u,) =

IV) Sejaw €U. Entdo w se escreve, de maneira tinica, como:

w = Z a;u;. Daf, levando em conta que G § linear
i=1
n n

n
G(w) = Z a; G(uy) = Z aiF(y) = F Z a;u; ) = F(w) e, como w §é arbitrd-

1= 1 i=1 i=1

rio,G = F. =
Nota: Os vetores vy, ..., v, no lema anterior n3o so necessariamente distintos
entre si. Podem, inclusive, ser todos iguais. Masosu;(i = 1,2,...,n)sdo distintos

entre si pois B € uma base de U.
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Teorema 2 — Dois espagos Ue V de dimensao finita s3o isomorfos se, e somen-
te se, dim U = dim V.

Demonstragio

(===>) Seja F :U~ V um isomorfismo. Entdo Kex(F) = {0}e Im(F)=V.
Mas, devido ao teorema do nicleo e da imagem, dim U = dimKer(F) + dimIm(F).
Donde dim U = dimV.

(<—=) SejamB= {uy,...,upteC= {vy,... ,vn}basesdeUeV res-
n
pectivamente, e consideremos F : U - V dada por F Z aju | = Z a;vj, confor-
: n \i=1 i=1
me o lema anterior. Assim, F ¢ linear. Supondo Z a3v; = 0, como C é LI, entlio
i=1
a;=0(i=1,...,n)eportanto Z ajuj = 0. Donde F ¢ injetora. O coroldrio do
i=1

teorema do niicleo e da imagem nos garante entdo que F é sobrejetora e portanto F
¢ isomorfismo.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Seja F: R > R? a transformacdo linear dada por F(x, y, 2) = (X + y, 2Xx — y + z).
a) Dar uma base e a dimensdo de Ker(F);
b) Dar uma base e a dimensdo de Im(F).
Solugao
a) Ka(P) ={x,y, € R I (x+y,2x —y+2) = (0, Ok

Como
{x+y 0 X+ y =0
2X —y+2z=0 -3y +z=0

1l

cuja solugdo geral é (~y, y, 3y), y € R, entfo Ker(F) = {(-~y,y,3y) lye R} =
={y(-1,1,3) | ye R} Logo Ket(F) = [(-1, 1, D e {(—1, 1, 3)} é uma base de

Ker(F).

b) Achemos um conjunto de geradores de Im(F) : (x +y, 2x —y + z) = x(1, 2) +
+ y(;,.— 1) + 20, 1) do que segue que Im(F) = [(1, 2), (1, — 1), (0, 1)]. Para
determinar uma base de Im(F) usamos o processo pratico jd estudado (Cap. 3, § 5):

1 2 1 2 1 2 1 2
1 -1 -1 0 -3 ->10 1 -1 0 1
0 1 0 1 0 1 0 0

Assim, uma base de Im(F) ¢ {(1, 2, (0, 1) }e dim Im(F) =2. Segue que Im(F) =IR?

e F € sobrejetora. Para concluir que {(1, 2), (0, 1) }é base de Im(F), ver Cap. 3, § S.

2. Determinar uma aplicacdo linear F: R’ > R? tal que
Im@E) =11, 1,2, 1, 2, 1,0, DI
Solucdo
Como dim Im(F) = 2, entdo dim Ker(F) = 1. Podemos tomar F: R® - R* tal que

F(1,0,00=1(0,0,0,0),F(©0, 1,00 =, 1,2, 1) eF(©0, 0, 1) = (2, 1, 0, 1). A imagem
serd o conjunto dado. Temos

Solucio
X 1 0 X y
Ker (F) = € M (R) | : =
z t 2 -1 z t
X y 0 0
" ix-z 2y-t)] \o o
Como o sistema
x=0
y=10
2Xx—z=0"
2y —t =0

s6 admite a solugdo trivial F ¢ injetora. Por outro lado, levando em conta o teorema do ni-
cleo e da imagem, tiramos que dim Iy (F) = dim M,(IR) — dim Ker(F) =4 — 0 = 4. Logo
Im(F) = M,(IR) e qualquer base deste espago ¢ base de Im(F). Observe que F ¢ um auto-
morfismo de M, (R). Os mesmos resultados seriam obtidos para qualquer matriz B inver-
sivel.

. Mostrar que o operador linear F do R® dado por F(x,y,2) = (X + z, x,— 2z, y)éum

automorfismo. Determinar F™°,
Solugio

Para achar o niicleo de F devemos resolver o sistema

x+Z=O
x—-z=0
y=0

cuja Gnica solugdo é (0, 0, 0). Logo Ker (F) = {(0, 0, 0)} ¢ F ¢ injetora. Devido ao coro-
lirio do teorema do nicleo e da imagem podemos afirmar que F é um automorfismo.
Supondo ! (x,v,7) = (a, b, c), entdo (x,y,2) =F(a, b, c) =(a +c,a ¢, b). Logo

F(x,y,2)=xF(,0,0) + yF(0,1,0) + zZF (0, 0, 1) = a +Ce=X
=y, L2, D)+22,1,0,D)=(y +22y+1z2,y +2). a  —c=y
E claro que o exercicio em questio admite muitas soluces. b =z
3. Seja F o operador li de My(IR i = ~
i perador linear de M(IR) definido por F(X) = BX,V*X&M,(IR), onde BEM,(IR). do que resulta que a = = “2“ Y p=zec= 2 > Y | Logo:
1 0
Nocasode B = determine Ker(F i b
» 1 mine Ker(F) e uma base da imagem de F. F-l(x,y,z)=(x;y,z,x;y)=—;(x+y, 22, x — y).
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5. A aplicacdo linear F: R® > R® dada por F(1,0,0)=(1,1,0),F(©0,1,0)=(0,0, 1) ¢
F(, 0, 1) = (1, —1, 6), ¢ um automorfismo?
Solucdo
F(x,y,2)=xF(1,0,0) +yF(©,1,0) +zF (0,0, ) =x(1,1,0) + y(0, 0, 1) +

+z(1,-1,6)=(X+2z,x— 2,y + 6z). Como a Unica solugdo do sistema

X + z=0
X — z=0
y+6z=0

é a trivial, entdo Ker(F) = {(0, 0, 0)} ¢ F é um automorfismo do IR3. OQutra maneira de re-
solver: Mostrar que F leva uma base de IR? em uma base de IR3.

6. Mostrar que F: Rr? —> R* dada por F(x, vy, z) = (X, X —y,y — Z, z) € injetora mas ndo
é isomorfismo de R® em R*. :
Solucdo

E claro que F € linear. Por outro lado o sistema

»
1

X -y

1
© o o o

y —z

s6 admite a solugdo trivial. Logo Ker(F) {(0, 0, 0, 0)} e F ¢ injetora. Mas ndo é
sobrejetora pois dim Im (F) = dim R® — dim Ker (F) = 3 do que segue que Im (F) # R?,

Se usamos o teorema 2, o exercicio é imediato.

7. Determinar onicleoe a unagem bem como as dimensdes respectivas, de F: P5 (IR) > P3 (IR)
dada por F (f(1)) = f(t) + 3£ (t).

Solucdo

Seja a + bt + ct? € Ker (F). Isso equlvale aa-+ bt + ct? + 2 (b + 2ct) = 0 (polindmio
nulo), ou seja, a + bt + (b + c)t + 22 =0 que por sua vez se verifica se, e somente
se, a = b = ¢ = 0. Logo Ker (F) = {0}. Assim dim Ker (F) = 0 Por outro lado, seja f(t)
um polmomlo genérico da Im (F). Entdo f (t) = a + bt + (b + c)t +2c8=a+ b(t+t2) +
+c(t? + 2t3) Isto mostra que Im (F) = [1, t + 2 , 2+ 24800 Como esses trés vetores
que geram Im (F) formam um conjunto L.I (venﬁque) entdo {1, t + 2,12+ 2t3} é uma
base de Im (F).
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8. Sejam U e V espagos vetoriais sobre IR e F : U — V uma transformagdo linear. Provar que,
se B C Ué tal que [B] = U, entdo [F(B)] = Im(F).

Solucio

Seja B = {uy, ..., ur}. Todo elemento v € Im(F) pode ser representado por v = F(u),
com u € U = [Bl. Logo existem a3, ..., oy € R de modo que u = aquy + ... + gy
Assim v =F () = Fojuy + ... + aguy) = o1F (uy) + ... + ofF (u3) o que vem mostrar
que v € [F(B)]. Ficou provado pois que Im(F) C [F(B)]. Por outro lado um elemento,
v € [F(B)] é dado por v = a;F(uy) + ... + aF (uy) = Flaguy + ... + amy). Logo

v € Im(F). Temos entdo que [F(B)] C Im(F).

9. Achar uma transformagdo linear do IR? no IR? cujo nticleo seja gerado por (1, 1, 0).

Solucio

A idéia a ser usada na resolugdo estd contida na demonstragdo do teorema do nicleo e
da imagem. O conjunto {(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} & uma base do R que completa
a base {(1, 1, 0)} do nificleo da transformacio que pretendemos achar. Se tomarmos
T, 1, 0) e T(0, 0, 1) linearmente independentes teremos uma base da Im(T), onde T é
a transformacdo procurada. Fagamos entdo: T(0, 1, 0) = (1, 0) e T(0, 0, 1) = (0, 1).
Como (x,y,2) =x(1, 1,0) +2(0,0, 1) + (v — x)(0, 1, 0), entdo T(x,y,z) = xT(, 1,0 +
+ (y —X)T(, 1, 0) + zT(0, 0, 1) =%(0, 0) + (v = x)(1,0) + z(0, 1) = (y — x, 2).

Notemos que o problema admite infinitas solugGes.

10. Provar que 0 espaco vetorial 1R2 § isomorfo ao subespaco U = {(x y, Z) € IR3 lz = 0}
do IR3.

Solucdo
A fungdo F: R > IR dada por F(x, y) = (x, y, 0) é linear injetora e sua imagem é o
subespago U. Logo R* e U sdo isomorfos.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Para cada uma das transformacSes lineares abaixo determinar uma base e a dimensdo do
nicleo e da imagem:

(a) F: R3? - R dada por F(x,y,2) =x +y — z
(b) F: R > R? dada por F(x, y) = 2%, X + y).
(o) F: R® > R* definida porFX,y,z2) =X -y —2,Xx+y +2,2Xx -y +z, —y).
(d) F: P; (R) - P (R) dada por F(f(t)) = 257 (1)
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*2.

9

*10.

*1t.
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(e) F: M3(R) - M, (R) dada por F(X) = MX + X, onde

1 1
M =
0 0
(f) F: M3 (R) = M, (R) definida por F(X) = MX — XM, onde
1 2
M=
0 1

Determinar um operador linear F: R > R? cuja imagem é gerada por (2, 1, 1) e
a, -1, 2).

Determinar um operador linear do R* cujo nicleo é gerado por (1, 1,0,0) e (0, 0, 1,0).

Determinar um operador linear do R3 cujo niicleo tenha dimensdo 1.

Seja F: R® » R® definida por F(1, 0,0 =(1,1,0) e F0,0,1)=(0,0,2) e
F(, 1, 0) = (1, 1, 2). Determinar uma base de cada um dos seguintes sub-espagos
vetoriais: Ker(F), Im(F), Ker(F) n Im(F) e Ker(F) + Im(F).

Mostrar que cada um dos operadores lineares do IR3 a seguir ¢ inversfvel e determinar o
isomorfismo inverso em cada caso:

@ F&x,vy,2) =& -3y -2z, 5y — 4z, 2);
®) F,y,0 =& x—-y,2x +y — 2).

Considere o operador linear F do IR® definido por F(1, 0, 0) = (1, 1, 1); F(0,1,0) =
= (1, 0,1)eF(0, 1,2) = (0, 0, 4). F & inversivel? Se for, determine o isomoxfismo
inverso.

Sejam u, v € IR? vetores tais que {u, v} 6 uma base do IR2. Sendo F:IR? — IR uma
transformagéo linear, mostrar que uma das seguintes alternativas se verifica:

a) {Fw),FM}éLL; b) dimIm(F)=1; ¢) ImEF)={o}

Sejam U e V sub-espagos do espago W tais que W = U & V. Consideremos o espago
vetorial U X V cuja adigdo é (uy, vq) + (uy, v2) = (u; + uz, vy + va) e cuja multi-
plicagio por escalares é dada por a(u, v) = (au, av). Mostrar que é um isomorfismo
de U X V em W a aplicagdo assim definida: F(u, v) = u + v.

Seja {el, ey en} a base candnica do IRN. Seja F: IR —IR™ ¢ operador linear dado por
F(ey) = ey, Flep) = e3,..., Fley) = e1. Determinar F(x;, ..., xp) e verificar se F
¢ um automorfismo. Se for, ache o automorfismo inverso.

Considere uma transformacdo linear T : U — V. Provar que, se o conjunto {T(u]), . ,T(ur)}
¢ LI em V, entdo {u,...,ur} é L1 em U. Provar que, se T é injetora e {uy,...,u.}
é LI em U, entdo {T(v;),..., T(up)}é Ll em V. ) :

*12.

*13.

*14.

*15.

Consideremos o espago vetorial R™ = {(ay, 25, ...) | aj € R}.

a)  Mostrar que a transformagdo linear T: R™ — IR™ dada por T(ajy, a3, ...) =
= (0, ay, a3, ...) ¢ injetora mas ndo ¢ sobrejetora.

b)  Mostrar que a transformagfio linear F: IR™ — R™ definida por F(ay, a3, ...) =
= (a;, a3, ...) & sobrejetora mas nfo ¢ injetora.

c)  Encontrar uma aplicagdo linear injetora de P(IR) em IR *°.

Consideremos uma transformacgdo linear F: U - V. Se dim U > dim V, prove que
existe um vetor ndo nulo ug € U tal que F(ug) = o (vetor nulo de V). (Ou seja,
F ndo ¢ injetora.)

Seja W = U @ V. Consideremos os operadores lineares de W (projecSes sobre U e V,
respectivamente) dados por Py(u + #) = uePy(u + v) = v, ¥u + veE W, com
ueUeve&V. Definido H: W — W por H(w) = P; (W) — P (W), ¥w €W, mostre
que H é um isomotfismo do espago vetorial W nele mesmo, isto é, H é um automor-
fismo de W.

Tome W = R%, U = [d, 1], V = [(1, —1)] e represente geometricamente U, V, W,
Py, P, H.

Provar que o IR? ¢ isomorfo a qualquer sub-espago de dimensdo 2 do IR3,
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capiTuLo B

Matriz de uma Transformac&o Linear

1. QPERACOES COM TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam U e V espagos vetoriais sobre IR. Indicaremos por L(U, V), daqui para
frente, o conjunto das transformagdes lineares de U em V. Se U = V, o conjunto
dos operadores lineares de U serd denotado por L(U). Vamos a seguir introduzir a
operagdo de adigdo em L(U, V).

y Defini¢io 1 — Dados F, G € L(U, V), definimos a soma F + G de F com G
da seguinte maneira:

F+G:U>V e (F+G)u) =F(@)+ G(), Vu€eU.

A aplicag@io assim definida também € uma transformacdo linear pois:
@ F+G)(u +u) =F(u +w) +Guy +u) =
= F(u) + F(w) +G(u) + G(u,) =
=F(u;) + G(uy) + F(w;) + G(u,) =
=(F +G)(uy) +(F +G)(u,) e
(b) (F + G)(@u) = F(au) + G(au) = aF(u) + aG(u) =
= a(F(u) + G(v)) = a(F + G)(u).

Temos assim uma adi¢do (F, G) > F + G em L(U, V). Para essa adicdo
valem as seguintes propriedades:

(I) Associativa: F + (G +H) = (F+G)+H, ¥F,G,HEL(U, V),
(I) Comutativa: F + G =G +F, ¥F, G € L(U, V),

(III) Existe elemento neutro: a transformagdo linear nula 0: U - V ¢ tal
que F+ 0=F, ¥ FEL(U, V), ¢

(IV) Para toda transformagdo F € L(U, V) existe neste conjunto a transfor-
macgdo oposta: existe

-F) €L, V)|F + (-F) =0.
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A propriedade comutativa se verifica assim:

SeF,Ge LU, V) e ue U, (F+G)(u) = Flu) + G(u) =

= G(u) + F(u) = (G + F)(u), o que significa qu¢e F+G = G +F.

Do mesmo modo se prova a associativa. Que o elemento neutro ¢ a transfor-
magdo nula se prova do seguinte modo:

Yu€e U, (F + 0)(w) = F(u) + 0(u) = F(u) + 0 = F(u).

Por 1ltimo, (—F) é aplica¢io dada por (—F)(u) = —F(u), ¥u € U. Deixamos
como exercicio a verificagdo de que (—F) € L(U, V). Por outro lado, ¥u € U,
(F + (-F))(v) = F(u) + (—F)(u) = F(u) + (~F(u)) = 0 = 0(u), 0 que vem
mostrar que de fato F + (—F) = 0.

A seguir, definiremos a multiplicacdo de uma transformagio linear por um
escalar.

-p Defini¢gdo 2 — Dados F € L(U, V) e & € IR, definimos o produto o F de F
por o assim:

oF :U -V ¢ (aF)}u) = oF(u), ¥Vue U.
A aplicagio aF assim definida também é uma transformagﬁd linear de U em V,
ou seja, também pertence a L(U, V). Deixamos a constatagdo desse fato ao leitor.

Dessa forma ficou definida uma multiplicagdio de R X L(U, V) em L(U, V)
multiplicagdo essa que tem as seguintes propriedades:

@D («HF = a(BF);
() (a + BF = oF + BF;
) oF + G) = aF + aG;
(IV) 1F = F;
quaisquer que sejam e e fem R ¢ F e G em L(U, V).
Fagamos a verificagﬁo de (III). Para todo u € U, (& (F + G))(u) =
= a((F + G)(v)) = a(F(u) + G(v)) = aF(u) + aG(u) =
= (eF)(w) + (¢G)(v) = (¢F + aG)(u). Logo a(F +G) = aF + aG.
Do que vimos até aqui neste pardgrafo podemos concluir que se U e V sdo

espagos vetoriais sobre IR, entdo L(U, V) também é um espaco vetorial sobre IR
em relagdo ao par de operagdes consideradas acima.

No proximo passo, introduziremos a importante operacdo de composi¢do
de transformag¢Ges lineares.
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Defini¢io 3 — Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre IR. Se F: U —=> Ve
g:V = W sdo transformagdes lineares, define-se a aplicagdo composta de F e G (no-
ta¢do: G O F) da seguinte maneira:

GoF:U->W ¢ (GoF)(u) = G(F(u)), Yu€e U.

E ficil provar que GO F € L(U, W). De fato:

@ (GoF)(u + w) = GF(uy +v)) = GF(w) + Fw)) =
= G(F(w)) + GF () = (GOF)(uy) + (GOoF)(u,).

(b) Fica como exercicio mostrar que
(G oF)(au) = a(GoF)(u).

E importante considerar, quanto a composi¢do, o caso U = V = W. Pois
quando isto acontece (G, F) > GOF passa a ser uma operagdo em L(U) que
apresenta as seguintes propriedades:

(D (HoG)oF = Ho(GOoF), ¥ H, G, F € L(U)(associativa);

(II) IoF = Fol =F, ¥F € L(U) (o operador idéntico é o elemento
neutro da composi¢do);

(Il) Ho(F + G) = HoF + HoGe(F+ G)oH=FoH+ GoH ¥F,
G, H € L(U) (a composigo ¢ distributiva em relagdo a adigdo).

A verificagdo de (I) e (I) fica como exercicio. Quanto 3 (III) sua primeira
parte se prova assim: para todo u € V, (Ho (F + G))(w) = H((F + G)}(w)) =
=H(F () + G(uw)) = HF () + HGu)) = HoF)(u) + HoG)(u)=HOF +
+ H o G)(u); logo Ho(F + G) = HoF + HoG. ‘

Notas:

1) A operagio (F, G) > FoG ndo é comutativa em geral. Por exemplo,
dados F:IRR? > R? e G: R? > R? por F(x, y) = (x + vy, 0) e G(x, y) = (%, 2y),
entdo
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GOF)(x,y) = GFX y) = Gx +y,0 = (x +y,0 o
(FoG)(x, y) = F(G(x, y)) = F(x,2y) = (x + 2y, 0).
Logo GOF #FoG.

2) No conjunto L(U) define-se potenciacio para expoentes naturais assim:
F° = I (operador idéntico); F! = F; F? = FoF;F®* =FoFoF;... Contudo é
bom observar que para essa potenciagio podemos ter resultados em principio
curiosos como F? =1, com F # I e F # —1I, F" = 0 (operador nulo) com F # 0.
Um operador F € L(U) tal que F> = F chama-se idempotente (ou projecio); se
F™ = 0, para um certo namero natural n, entdo F se diz nilpotente,

Exemplos

1) F: R? > R? onde F(x, y) = (0, x) é nilpotente pois:

F? (x, y) = F(F(x, y)) = F(0, x) = (0, 0) = 0(x, y)

o que nos garante que F? = 0.

2) O operador derivagio D: P, (R) - P, (IR) é nilpotente (por qué?).

EXERCICIO! RESOLVIDOS

1. Sejam F: R > R? ¢ G: R® > R? as transformacgGes lineares definidas por F(x, y, z) =
=& +y,2) e G Y, z) = (X, y — z). Determinar as seguintes transformagGes lineares
de R® em R?:

a) F+G e
b) 2F - 3G.
Solucio

) F+0)xy,2=FX&y,20+G6Xy,2)=&+y,2 + XYy -2=0Cx+Vy,y)}
b) QF —36)(x,Y,2)=QF)(X,v,2) — BG)(x,y,2) =2F(x,y,2) = 3G(x,y,2) =
=2(x+vy,2) -3,y —2) = (-x + 2y, -3y + 52).
2. Sejam F: R2>ReG: R->R as transformacdes lineares definidas por F(x, y) = x + 2y
¢ G(x) = 2x. Determinar a transformagdo G o F.
Solucdo
(GoPF)(x,y) = GF(x, ¥)) = G(x + 2y) = 2(x + 2y) = 2x + 4y.

Observemos que a composta F O G ndo est4 definida.
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3. Consideremos F, G € L(R*) definidos por F(x, y) = x -y, x) e G(x, y) = (x, 0). Solugio
Determinar:
eterminar a) HOoF +G))(X,y,z2)=HoF + HoG)x,y,2) = HF (X, v, 2)) + H(G(x,y,2)) =
Z; 12:F 4(-;3G, =H@O,28) + Hx -y, ) = (2%, 20 + 2x -y, -y) = @4x -y, - 2x — y);
SACH
b) (H+DoF)x,y,z)=MHoF + F)(x,y, z) = 2%, - 2x) + (0, 2x) = (2, 0).
c) GoF,;
a§ F4 : - 3 3,
2 6. Seja B = {ey, ey, €3} a base candnica do R°. Se F € L(R®) é o operador tal que
o G F(ep) = e, F(ep) = e3 ¢ F(eg) = e,
Solucdo a) determinar F(x,y, z);

Todas as transformacgGes a serem determinadas pertencem a L(1R2).

a) @QF + 3G0)(x,y) =2F (X, y) + 3G(x,y) =2(x — y, X) + 3(x, 0) = (5x — 2y, 2x);
b) FoBkx, y) =FGE, ) =Fk,0) = (x, x);

9 GoRNE Y=GFEy)=GCGE-y,0=x-yY,0);

) Fxy=FFxy)=F&x-y,%=(yx-y);

e) G (x,y) =G(G({, ) =G(x,0) = (x, 0).

b) mostrar que F3 = I e que, portanto, F2 = F-1,

Solugdo

a) Fx,y,2) =F(xe; +yey + ze3) = xF(ey) + yF(ey) + zF(e3) = (z, X, y);

b FX(x,y,0) =F(@z xy) =¥, 2% e F(x,y,2) = F(y,2, % = (X,y, 2 = Ix, y, 2.
Logo F} =L Como F? o F = F o F? = F?, entio F> = F !,

Como G? = G, entio G é um operador idempotente, . 3 2 2 3 )
7. Sejam F € L(R", R”) e G € L(R”, IR”) dadas respectivamente por F(x,y,2) = (X — ¥y,

y -2 eGE y)=(X—-V¥,y — X, X +¥). Sendo I o operador idéntico do Rr3 verifique

: 2 - .
4. Sejam F, G € L(R") definidos por: s¢e GOF + I é um automorfismo do R>, Se for, determine o automorfismo inverso.

Fx,y)=(0,%x) ¢ GX vy)=(&,0).

. Solu¢io
Determinar: D( ) = (G o F)( )+ ( ) = G( )+ ( )
. GoF +D(x,y,0=GoPX,v,2) + (x,y,2) =Gx -y, y —2) + (X, y,2) =
F P
Z) EOG, C) (GOG)2 =(X—2Y+Z,—X+2Y—Z,X—Z)+(X,Y,Z)=(2x_2y+Z’"x+3y_z’x)'
) o0 G; d (FoG) Determinemos Ker (G oF + I) pela resolugio do sistema:
Sotugo 2Xx -2y +2=0

a) (GoF)x, y) = GF(x,y)) = GO, x) = (0, 0).

Notemos que G o F é o operador nulo, embora nem G e nem F o sejam.
b) (FoG)x, y)=F(GK, y)) =Fkx 0 = (0, x).

Notemos que F o G = F, embora G nfo seja o operador idéntico do R,
0 GoFl(x, y) = GoF)NGoF)(x, y) = (GoF)(@, 0) = (0, 0);

)  FoGY(xy)=(FoG)EF oG y)=(FoG)O,x)=F(GO,x) =
=-F(0, 0) = (0, 0).

Notemos entdo que GoF = 0 e que F o G é um operador nilpotente pois (F o Gl =o.

-X+3y—-z=90
X =0

3

Nio oferece dificuldade verificar que a dnica solugio desse sistema é a trivial e que
portanto Ker (GoF + I) = {(0, 0, 0)}. Assim GoF + I é um automotfismo do R°.
Determinemos o isomorfismo inverso. Facamos GoF + I=H. Suponhamos’H"1 x,v,2) =
= (a, b, c). Entdo (x, y, z) = H(a, b,c) = 2a — 2b + ¢, —a + 3b — ¢, a). Daf

2a-2b +c=x

—a+3b-c=y

a =z
cuja solugdo é (z, X + y — z, 3x + 2y — 4z). Logo
5. Sejam F, G € L(lRa, Rz) definidas por F(x,y,2) = (0,2x) e GX,y,2) = (X —y, X) e
He L(]Rz) dado por H(x, y) = (x + vy, X — y). Determinar:

a) Ho(F +G) e
b) H+ DoF,

onde I indica o operador idéntico de R2.

H-l(x,y,z)z(z,x+y—z, 3x + 2y — 4z2).

8. Consideremos as seguintes transformagdes lineares do R® no R?: F(x, Vv,Z)=(y,x+2z)e
G(x, ¥y, 2) = (22, x — y). Mostrar que {F, G} ¢ linearmente independente no espago
L(R®, R?).
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10.

Solucio

Supbnhamos oF + G = 0 (transformagdo nula). Temos entdo (aF + BG)(x, y, z) =
=0, 0), V&, vy,2) € R®. Em particular tiramos o seguinte:

(@F +8G)(1,0,0) =aF (1, 0,0) + 8G(1,0,0) = a(0, 1) + 8(0, 1) = (0, & + ) =

=(0,0).Dafa+8=0

Analogamente (aF + 8G)(0, 0, 1) = (28, a) = (0, 0) do que segue @ = 28 = 0, Logo a =

=8=0

Notemos que bastaria ter aplicado oF + 8G em (0, 0, 1) para concluir o exercicio. Normal-

mente seriam necessdrias as duas relagSes obtidas mais a relagdo resultante de aplicar oF + G
ao vetor (0, 1, 0).

. Seia F € L(R®) definida por F(x, vy, 2) = (3x, x — y, 2Xx + y + z). Mostrar que

— Do (F — 3I) = 0 (operador nulo).
Solugdo

(F? - D(x, v, 2) = (8, 2x, 9x). Por outro lado (F — 3D)(x, y, 2) =
=(0,x — 4y, 2x + y — 22).

Portanto ((F2 — I) O (F - 3DXx, y, z) = (F? - D@0, x — 4y, 2x +y — 2z) = (0, 0, 0).
Poderfamos também ter observado que (F2 — ) O(F - 3I) = F3_ 3F2_ F + 3.

Seja F um operador idempotente (isto é, F? = F) de um espago vetorial V. Mostrar que
V = Ker(F) & Im(F).
Solucdo

Todo vetor v € V pode ser assim escrito: v = (v — F(v)) + F(v). A segunda parcela
obviamente estd no sub-espaco Im(F). A primeira estd no nicleo pois F(v — F(v)) =
=F({v) — F2(v) F() — F(v) = o. Por outro lado suponhamos que v & Ker(F) N Im (F).
Entdo v = F(u), comu €V, e F(v) = F? (u) = F(u) = 0. Logo v = o.

11. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita ¢ F & L(U, V). Define-se posto de F
(notagdo p (F)) do seguinte modo: o(F) = dim Im (F). Mostrar que:
a) pF +G)<pE) +p(G), VF,Ge LU, V)
b) p(FoG) < min {p(F), o(G)}, ¥F, G € L(U).
Solugio
a) ] Observemos primeiro que Im(F + G) € Im(F) + Im(G). De fato, dado v =
=F + G Im¥ + G), entio v=F@u) + G) o que mostra que v é um
elemento de Im(F) + Im(G). Entdo dimIm (F + G) < dim(Im(F) + Im(G)) =
= dim Im (F) + dim Im (G) — dim Im(F) N Im(G)) < dim Im (F) + dim Im(G), ou
seja, p(F + G) < p(F) + p(G).
b) Notemos de infcio que Im (F © G) C Im (F), pois dado v = (F 0 G)(u) € Im (F o G),
entdo v = F.(G(u)) e como G (u) estd em U, entdo v & Im (F). Logo o (F o G) < o (F).
Por outro lado se considerarmos F como transformagdo linear de Im(G) em U, o
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teorema do niicleo e da imagem nos garante que dim Im (G) > dim Im (F o G), isto é,
p(FoG) <p@).
Portanto p (F © G) < min {p (F), p (G)}.

Sejam F € L(V) e ug € V tais que F™ = 0 (operador nulo) e F1 — 1 (ug) # 0. Mostrar que

{ug, Flug), F2(ug), ..., F* 1 (ug)}
¢ um conjunto L.I. em V.
Solucdo
Suponhamos que agug + «1F(up) + ... + an_an_l(uo) = 0 com
ag, &1, ..., apn-1 € R. (¢))

Fn+1 =F"2 = =0.Apliquemos F*~! em (1). Teremos

E dbvio que se F = 0, entdo
.+ ap. len 2= = ay F- 1(u(,) = 0. Como

agF L (ug) + a3 FMup) + aaF™ (up) + . oF"
- 1(uo) # 0, entdo ag = 0. Eliminando agug de (1) e aplicando F*2 35 parcelas restantes
chegaremos a @; = 0. Repetindo o raciocinio mais n — 2 vezes iremos concluir que

g = o3 =...=any = 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

L

Sendo F,GeH e L(1R2) definidos por F(X, y) = (X, 2y), G(x, y) = (y, X + y) e
H(, y) = (0, x), determinar F + H, FoG,Go(H + F), GoF, HoF HoFoGe
GoFoH.

. Sejam F, G € L(IR®) assim definidos:

F,v,2)=&+y,z+v,2) e G(x,vy,2) =& + 2y,y — 2, X + 22)
Determinar:

a) FogG;

b) Ker(FoG) elm(GoF).

c) uma base e a dimensdo de Ker (F2 o G).

. Sejam F € L(]R2, lR3) e Ge L(]Ra, ]Rz) assim definidas:

F y)=0,%x,x-y) ¢ G, v,2 =& -y, X+ 2y +32).

Determinar FOGOF.

. Se_]a F € L(]Rz) dado por F(x, y) = (y, x). Determine ! (x,y), sendon > 1 um

niimero inteiro. Mesmo exercicio com G e L(IR2) dada por G(x, y) = (x, 0).

. Seja F € L(R?) o operador dado por F(1, 0) = (2, 5) e F(0, 1) = (3, 4). Verificar

se sio automotfismos do R>: G =1+ F e H=1+F + F%
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Mostre que os operadores F, G, H € L(]Rz) dados por F(x, y) = (x, 2y), G(x, y) =

= (y, x + y) e H(x, y) = (0, x) formam um conjunto L.I. em L(IR2).

. Sejam F e G dois operadores lineares de um espago vetorial V. Mostre que Ker (G) C

C Ket (F 0 G). D& um exemplo onde vale a igualdade.

. Sejam F € L(U, V) e G € L(V, W) tais que Ker(F) = {o} e Ker(G) = {o}. Provar que

Kex(G OF) = {o}.

. Sejam U e V sub-espagos do espago W tais que W = U @ V. Todo vetor w € Wse escreve,

de maneira Gnica, da seguinte forma:w = u + v(u€Ueve V). Sendo P, e P, as pro-
jecOes dadas por P;(w) = u e Pp(W) = v, mostrar que:

(@ P2 =P e P} ="y
(b) Py + Py =1,
(©) PyoPy; = Py oP; = 0 (operador nulo de W),

Mostrar qﬁe um operador F € L(V) € idempotente se, e somente se, I — F éidempotente. .

Seja F € L(R*) dado por

FX,y,2,t) = (0,%,y + 2%, z + 2y + 3x).

Mostrar que:

a) F* = 0;

b) I — F é um automorfismo do R* e I + F + F2 +FP=q0-mpnt

Seja € o espago vetorial dos niimeros complexos sobre R. Considetemos F, G € L(C)
assim definidas:

F(z) = (g+ i@)z e G() = iz, z € C. Calcular:
a)  F? d) FogG;
b) F4 & (FoG)o(FoQG).

o G2 :

Determinar se os seguintes operadores lineares do IR sio idempotentes ou nilpotentes
ou nenhuma das duas coisas:

a) F(x, y, z) = (—x, -y, —2); \’}t F(‘X»"‘}!'U: § RN
(2.2,4) = "a&«ﬂ
N

b) F& vy, 2 = (g, xY); T F
- F,/}‘,o;;’ FEE G NN VR N

;
o Fxvy,2)=(x012;
) PRy, =009 ¢ clogayaloms S {haeds

2

Seja F € I__.(]Rz) definido por F(x, y) = (x, X + y).
a)  Determinar F?;
b) Mostrarque F2 — 2F + I = (F — )% = OmasqueF — I # 0.

15.

16.

17.

*18.

19.

*20.

Sejam F e G operadores lineares de um espago V tais que F 0 G = G OF. Mostrar que
Ker(F) + Ker(G) C Ker(F 0 G).

Seja F &€ L(V) um operador tal que F> — F + 1 = 0. Mostrar que F & inversfvel e que
F-l=I-F.

Sejam F, G € L(V) tais que F OG = G OF. Mostrar que:

a) (F +G? =F +2FoG) + G,
b) F+Go(F —G) =F? G2

Seja {ug, up, ..., un} uma base de um espaco vetorial V de dimensio n. Considerando
o operador linear T & L(V) tal que T(uy) = up, T(ug) = u3, ..., T(uy) = uy,
mostre que T = I mas que ™! %1,

Mostrar que o operador derivagdo em Pp(IR) é nilpotente.

Sejam F, G € L(V). Se F é um automorfismo e o é um escalar # 0, mostrar que:

p(@G) = p(G) ¢ p(FoG) = p(GoF) = p(G).

(Veja exercicio resolvido n® 11),

2. MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo n e m, respectivamente, sobre IR,

Consideremos uma transformag@o linear F: U~ V, Dadas as bases B = {u,, ..., u,}
deUeC ={vq,...; vy} de V, entdo cada um dos vetores F(uy), ..., F(up)
estd em V e conseqiientemente € combinagdo linear da base C:

F(ul) = Q11Vi + (L2350 /) + ...+ Omi1Vm

F(llz) = 12V + Qlgn Va + ...+ Qma Vm

.................................

ou simplesmente

m
Fu) = > o G=1,2,...,0)

i=1

onde os ajj estdo univocamente determinados.
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Definicdo 4 — A matriz m X n sobre R

031 Qjp .o. Qqp
Gy Qg co. Oon

. = (@)
%my Omz ... Omn

que se obtém das consideragBes anteriores é chamada matriz de F em relacio s
bases B e C. Usaremos para indicar essa matriz a notagio

(Flg,c

" Notas:

1) Se F é um operador linear e considerarmos B = C, entfo diremos apenas
matriz de F em relag@o a base B para indicar a matriz acima definida e usaremos
a notagdo (F)p para representd-la.

2) Sempre que ndo haja ddvidas quanto ao par de bases que estamos consi-
derando escreveremos apenas (F) para indicar a matriz de F em relagdo a esse
par de bases.

Exemplos

1) Qual a matriz de F: R® > R? dada por F(x,y,z) = (x +y,y + z), em
relagdo s bases

B = {ul = (1: 05 0)9 u’Z = (0’ 1> O)a u3 :j (03 0’ 1)} €
C={vi=(@,0%v=(1, 1)}

F(ul) = (1, 0) = 1V1 + 0V2
F(u) =(1, 1) =0vy + 1y,
F(u3) = (0, 1) = —vy + v, (verifique)

F _ 1 0 -1
(F)p,c = o 1 1

2) Seja U um espago vetorial sobre IR e seja I o operador idéntico de U.
Dadas as bases B ¢ C de U, o que ¢ (I)p ¢?

Logo

Suponhamos B = {u;, ..., uy} e C = {vq, ..., v,}. Entdo, se (I)B,C =
= (ay), '
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I(up) = vy, = aypvy + ... + appvp
o que.mostra que (I)g,c é a matriz de mudanga da base C para a base B.
Sejam U e V espacos vetoriais sobre IR de dimensdes n e m respectivamente.
Conforme vimos, uma vez fixadas uma base de U e uma base de V, a cada transfor-

magcdo linear F € L(U, V) estd associada uma tinica matriz (F) real m x n. Ou seja,
ficou definida uma aplicagdo

F - (F)
de L(U, V) em My, x5 (R).

M*PProposig:ﬁo 1 — Sejam U e V espagos vetoriais sobre IR de dimensGes n e m
respectivamente. Entdo, fixadas as bases B = {u;,...,uyteC = {vy,...,vy}de
U e V, respectivamente, a aplicagdo F — (F) que a cada F € L(U, V) associa a ma-
triz de F em rela¢fo as bases B e C ¢ bijetora.

Demonstragdo — Suponhamos F, G € L(U, V). Se tivermos (F) = (G) entdo
as respectivas colunas de (F) e (G) sdo iguais e daf F(yj) = G(y) (j=1,...,n).

n n n
Dadou = Z ajy €U, F(u) = Z aiF(y) = Z @;G(u)) = G(u), ou sejaF = G.

i=1 i=1 i=1

Que F — (F) é sobrejetora é conseqiiéncia direta da defini¢ao de matriz de
uma transformacdo linear ¢ do lema que precede o teorema 2 (pdg. 118).

1 2 3
<0 1 0)
ache F € L(IR®, R?) de maneira que, sendo
B=1{(1,00), (0, 1,0),(0,1,2)} e C={(1,0),(1, 1)},
se tenha M = (F) c. ‘
Da defini¢g0 de matriz de F decorre que devemos ter:
F(1,0,0) = 1(1, 00 + 0(1, D) = (1, 0)
F(0, 1,0)=2(1,0) + 1(1, 1) = (3, 1)
FO, 1,2) =3(1,0 + 01, 1) = (3, 0).

Exemplo — Dada a matriz
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Seja (a, b, ¢) € IR*. Supondo
(a b, 0) = x(1,0,0) + y(0, 1, 0) + z(0, 1, 2)

c c
obtemos: x =a,y=b ——ez=

5 > Logo

F(a, b, )

F(a(l, 0, 0) + (b —%)(o, 1, 0) +%(0, 1,2) =

a(1, 0) + (b _%)(3, 1) +%(3, 0) =

(a +3b, b —%)

Vejamos agora como se comporta a correspondéncia F — (F) entre os espagos
vetoriais L(U, V) e My, « n(IR).

Dados F,GE€L(U, V), se (F) = (a3) e (G) = (f;), em relagdo ao mesmo par
de bases B e C, determinemos a matriz de F + G em relagfo a esse par de bases.

Supondo B = {u;, ..., uy} e C={vy, ..., vy}, entdo

(F + G)(up) =F(u) + G(uj) = > ajvi + > fijy =
i=1 i=1

m
= > (i +Bvi (j=1,2,...,n).
i=1

Logo (F + G) = (o35 + By) = () + (By) = (F) + (G).

Em resumo: a matriz da soma de duas transformagGes lineares é a soma das
matrizes de cada uma, em relagdo ao mesmo par de bases. Isto significa que a corres-
pondéncia F. - (F) comporta-se bem em relagdo 2 adigdo.

Sejam U e V como acima e tomemos A € IR. Supondo (F) = (aj;) o que é
(AF), em relagdo ao mesmo par de bases?

Um raciocinio andlogo ao da parte anterior (fica como exercicio) leva ao
seguinte resultado:

(AF) = (Aaj) = Mayj) = \(F) ,
isto é, a matriz do produto de uma transformacdo linear por um nimero é igual
a esse nimero multiplicado pela matriz da transformacfo linear dada.
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Conclusdo: Reunindo os resultados obtidos até aqui neste pardgrafo, tira-se a con-
clusdo que, dados os espagos vetoriais U e V sobre IR, ambos de dimensdo finita, e
fixando uma base de U e uma base de V, a aplicagdo:

F - (F) 4
é um isomorfismo do espago vetoriali L(U, V):uno espago vetorial My, ,(IR), desde

que dim U = nedimV = m. Em particular conclui-se que dim L(U, V) = m * n pois
esta é a dimenso de My, 5, (IR), conforme j4 vimos.

3. MATRIZ DA TRANSFORMACAO COMPOSTA

Seja U, V e W espagos vetoriais sobre IR de dimenstes m, n e p, que admitem
bases B = {uy,...,un},C = {vy,...,vpteD = {wy,... » Wp} ,Tespectivamen-
te. Supondo F € L(U, V), G € L(V, W) e que (F)g ¢ = (@) e (G)c,p = (Bki)s
pretendemos determinar (G 0 F)p p.

Seguindo a definicdo de matriz de uma transformacdo linear:

e

a;iG(vy) =

(GoF)(uj) = GF(uy)) = G < > O,‘ijVi> =
i=1

1=1

m p p m
=S i Y Bivk = 2 [ D Buiosj | wi.
i=1 k=t k=1 \ i=1
m
Logo o termo geral de (GO F)g p € 7kj = Z Briaij que € o termo geral
i=1

de (G)¢,p + (F)g ¢ Logo temos a igualdade
(GoF)p,p = (G)¢,p - (F)s,c.

Costuma-se dizer (imprecisamente) que a matriz de GOF ¢ igual ao produto da
matriz de G pela matriz de F.

E de se esperar que isomorfismos e matrizes inversiveis estejam relacionados,
E o que veremos a seguir.

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R de dimensio m. Se B e C sdo bases
de U e V, respectivamente, ¢ F: U —» V é um isomorfismo, mostremos que
(F)p,c ¢ inversivel e que a sua inversa & dada por (F~*)¢ p. Isto é conseqiéncia
direta da f6rmula da matriz da composta, obtida logo acima:
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BFp,c  Fep=FoFNHo=1 e
FYep - Epc=F'oPg=1I,
pois a matriz do operador idéntico, tanto de U como de V, é I,,. As igualdades
obtidas provam nossas afirmages.
Exemplo — Consideremos o isomorfismo F: R? - P, (R) dado por:
Fx,y) =x+ (x + y)t.

Considerando as bases canonicas B = {(1, 0), (0, 1)} e C = {1, t} desses &spagos,
determinemos (F)p . Como

F(1,0)=1+1t

F@O,1)= It

o (10
(0): Wels 11

Calculemos a inversa dessa matriz:

1 011 O 1 01 1 0\ 1 0
! ~ ! ’ ¢ portanto
1 10 1 0 1!—-1 1 -1 1

é a inversa da matriz de F, ou seja, é a matriz de F~! em relagdo a C e B. Daf:
Fl()=(,-De
Fi(t) =0, 1
do que se conclui que F~' (a + bt) = a(l, —1) + b(0, 1) = (a, —a + b). Esta é
a lei que define F~!

entdo:

Como um resultado importante das férmulas acima, vejamos como se resolve
o seguinte problema:

Seja U um espago vetorial de dimensdo n sobre IR. Dadas as bases B =
={uy, ..., un}t e C = {vy,..., vy} de Ue dado T € L(U), pretendemos esta-
belecer uma férmula que relacione (T)g com (T)¢. Isto com a seguinte finalidade:
quando se muda da base B para a base C, o que acontece com a matriz de
T € L(U)?

Proposicio 2 — Nas condi¢cGes acima, se M ¢ a matriz de mudan¢a da base B
para a base C, entdo (T)¢ = M~ . (T)p -

Demonstracdo — Ja vimos (exemplo 2, paragrafo 2 deste capltulo) que a
matriz de mudanga de B para C ¢ (I)C B, isto &,

= (Dc,s-

138

Dai entdo:
= ("Yp,c = Ms,c-
Portanto
M 1(T)gM = (D3,c(Ts(Dc,8 = Mp,c(Mc,3 = (D¢

conforme haviamos afirmado. =

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Seja F € L(R3, R?) definida por F(x,y, z) =(z, x + y) Determinar a matriz de F em
relagdo 3s bases B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} de R® e C = base candnica do IR%.
Solucio
F(L,1,D=(@1,2 =10 + 20, 1
F{,1,0 =(0,2)=0(,0) +2(0,1)
F(1, 0,0 =(0,1)=0(1, 0) + 1(0, 1)

1 0 O
e daf (F)B,C= s o '1

2. Seja F € L (IR3, IR?) definida por F(x, y, z) = (z, x + y) (a mesma aplicacio do exem-
plo 1). Determinar a matriz de F em relagao asbasesB = {(1 1,1,(,1,0,(1,0,0 )}
doIR3 e C = {(1,3),(2, 5} do IR2

Solucdo
F(L,1,1)=(1,2) =a1(1,3) + 52,5 (1)
F(1,1,0)= (0, 2) = 23(1, 3) + b3(2, 5) (2)
F(1,0,0) = (0, 1) = a3(1, 3) + b3(2, 5) (3)
De (1) vem:
a; +2b; =1 .
! ! ag=-1¢e by =1
3a; +5by =2
De (2) vem
a3 +2by =0
=4 e by =2
3ay + 5by =2
De (3) vem
a3 +2b3 =0
oo 33=2eb3=—1
333 + 5b3 =1 .
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Portanto
-1 4 2

(F)B’C= 1 -2 -1

3. Determinar a representagio matricial de cada um dos seguintes operadores do IR? em rela-
¢do as bases indicadas:

a) F(x,y) = (2x,3y — x) e base candnica;
b) F(x,y) = 3x —4y,x + Sy)ebase B = {(1,2), (2, 3)}.

Solucdo
a) F(1,0)=(2,-1)=2(1,0) -~ 1(0, 1) 2 0
F)y=
FO,1)=(0, 3)=0(1,0+30,1) -1 3

b) F(1,2) =(=5,11) =21(1,2) + b:(2,3) (1)
F(2,3)=(-6,1T)=12,(1,2) + 53(2,3) (2)

De (1) vem
ay + 2by = -5
> a1=37 € b1=—21.
2a; + 3b; = 11
De (2) vem
ay + 2by = -6
> a3 =52 e by = ~29,
2a3 + 3by = 17
Portanto )
) 37 52
F =
B —21 —29

4. Determinar o operador F do IR? cuja matriz em relagfo a base B = {(l, 1,1, 2)} é:

10
1 2

Solucio

Pela definigdo de matriz de uma transformagdo temos:
F(1, D =11, 1 + 11,2 =1, 3)
F(1,2)=0(1,1) +2(1,2)=(2,4)

Escrevamos. (x, y) como combinacdo linear da base B: (x,y) = a(l, 1) + b(l, 2), logo
a+b=xe¢ a+2b=yedafa=2x—y e b=y — x. Portanto F(x, y) =(2x — y}(2, 3) +
+ (y —-x(2,4) = (2x,2x + y).
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5. Seja F € L(P (R)) definido por F(g(t)) = (1 — t)g'(t). Determinar a matriz de F em
relagio 4 base candnica de P, (R).

Solucdo

A base candnica de Py (IR) é B = {1, t}. Usemos a definigdo de matriz de uma transfor-
magdo linear:

F()=(1-190=0.1-0t :
—> )=
FM® =(1-tl=1-.1-1t 0 -1

6. Seja F o operador linear do R cuja matriz em relagdo & base B = {(1, 1), (1, ~ 1)} é

0
F)g =

Determinar a matriz de F em relagdo a base candnica, usando a férmula de mudanga de base
para um operador linear.

Solugdo

Indicando por C a base candnica devemos aplicar a formula (F) = M ®) M, onde M
¢ a matriz de mudanga de B para C. Calculemos M.

1,0)=x(1, 1) + y(, ~ 1) 1 1
: - — > X=—F/— e y =/
O, =z@,1+ t(1, —1) 2 2

. 1 _ 1 ,
e, amda,z——z— e t————2—.Da1
1L
2 2 : 1 1
M= eM_ =
\L.L -1
2 2
Portanto
11
1 1 1 0 2 2
F)¢ = =
¢ ~1/\o sJ\ 1 1
2 2

11
1 5 2 2 3 -2
SNt -s/ Ve 1\ s
2 2
7. Considere € como espago vetorial sobre R. Determine a matriz do operador F € L(C)

dado por F(2) = Z, ¥z € C, em relagfio a base {1, i} e em relagdo a base {1 +1i, 1 + 2i}.
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Solugdo
a) F)=1=1=1.14+0-.1 1 0
. > (F) =
F@)=i1i=-i=0.1+(-Di 0 -1

b) FA+D=1-i=a;(1+1) +b;(1 +2) =31 +1) —2(1 + 2i)
F(l +2)=1-2i=a(1+D+by(1 +20)=41+1 -3(1 +2i)

3 4
-2 -3

> (F) =

8. Seja V um espago vetorial de dimensdo 3. Seja B = {ey, €3, €3} uma base de V. SendoF

o operador linear de V tal que F(ey) = e; e que deixa fixos todos os vetores de W =
= {xey + yey + ze3 | x — y + z = 0}, determinar (F)g.

Solucio

Inicialmente achemos um sistema de geradores de W, Um vetor tipico de W & da forma
w = Xe; + (X + z)e; + ze3 = X(eg + €3) + z(ey + e3). Logo W = le; + e;, e5 + e3l.
Juntando o fato de F ser linear com o fato de F deixar fixos os elementos de W tiramos:

F(ey + eq) =F(ey) + F(eg) =ey + F(ey) =1 + e,
do que segue F(ey) = ey e ainda,
F(ey + e3) =F(ey) + F(eg) = ey + F(ez) = e + e3
que acarreta F(e3) = —eq + e3 + e3. Em resumo temos:
F(eq) = Oeg + lesy + Oeg
F(ey) = ley + Oey + Oes

Feg) = —e1 + e; + e3
e, pottanto,
0 1 -1
®g={11 0 1
0 0 1

9. Determinar a matriz do operador derivacio em P,(IR) em relagdo d base candnica desse
espaco.

Solucio
A base candnica de P,(R) é B = {1, t, t2, ..., t"}. Entdo

DL =0=0.1+0t+0t2+...+0"
DM =1=1.1+0t+0t2+...+0t"
DAY =nt™1=0.1+0t+02 +...+n®! +ot"
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D)g =

10. Seja F € L(P3(R), R) a transformacfo linear assim definida:

Few) = |, gwat
Determinar a matriz de F em relagdo 3s bases B = {1, t, t*, t3} e C = {1}, de P3(IR) e
IR, respectivamente.
Solugio
0

1 1 2
F(1) = fo dt=t|1=1; F(t) = jotdt=—"2_

0
1

m]»—a Nlp—n

. Analogamente

11. Verificar matricialmente se o operador linear F & L(]R?’) dado por F(x; y, z) = (x — v,
2y, y + z) é inversivel. Se for, ache F~' também por meio de matrizes.

F(t%) =% e F@d) =—i~_ Logo (F)g ¢ = (1

-DI»—A

1
T2

Solugio

s

A matriz de F em relagdo & base candnica do S

1 -1
M={ 0 2
0 1
Como
-1 01 0 0 1-1 01 0 o0
|
2 010 1 0]}~ 01020%0 ~
170 0 1 60 1 1,0 0 1
1
100;120
!
i 1
0 1 010 50
1
1
0 0 1105 1
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Achemos agora G(x, y). Como
G(1,0 =1(1,0,0) + (-1)(0, 1,0) + 30,0, H=(1, -1, 3)
G0, 1) =1(@1,0,0) +20,1,0) + 10,0, 1) = (1, 2, 1),
entio

Gx,y)=x(1,~-1,3) +yQ, 2, ) =(x+y, —x +2y,3x +y)

15. Seja W = U @ V ¢ suponhamos U ¢ V invariantes pelo operador linear F &€ L(W), isto &,
F(U) C U e F(V) C V. Supondo dimU = m e dim V = n mostre que existe uma base
de W em relagio a4 qual a matriz de F é da forma

onde A e B sdo matrizes de ordem m e n, tespectivamente, Oy n é 2 matriz nula de ordem
m X n e Oy m a matriz nula de ordem n X m.

Solugdo
Se {uy, ..., um} e {vi, ..., vn} sdo bases de U e V respectivamente, entdo B =
={ug, ..., Up, V1, ..., Vn} é uma base de W. Calculemos a matriz de F em relagdo a

essa base. Como FupeUi=1,....,m)eFPEV (j=1,...,n),entio

F(ul) =aguy + ...+ amUn
F@um) = eymuy + ... + ammUm
F(v1) = B11vy + ...+ Bnivn
F(vp) = Binv1 + + Bon'n
Fazendo
any @1m B11 Bin
A= | ..., e B= [ ...........
am amm Bm Bnn
A E Om,n
teremos (F)B = S S
h,m ! B

16. Determinar todos os operadores lineares S do R® tais que S(x, y) = (ax + by, cx) e
S? = I (operador idéntico).

Solucio
s?(x, y) = S(ax + by, cx) = (a(ax + by) + bex, c(ax + by)) =
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a? + be
ab =
ac

be =

i

= o O =

((a2 + bc)x + aby, acx + bey) = (X, y) —/—>

Resolvendo o sistema obtido encontramos 2 = O e bc = 1, ou seja, ¢ = b1, Entdo satis-
fazem as condigdes do problema todos os operadores do IR? dados por S(x,y) = (by, b 1x),
b # 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja F € L(1R3, 1[{2) definida por F(x, y, z) = X +ﬁ y - 2z)\ Determinar {(F)EE\;;
sendo B = {(1, 2, ), (0, 1, 1), (0, 3, —1)} e C =1, 5, @, -1} "

N7
2. Determinar as matrizes das seguintes transformacdes lineares em relagdo as bases cand-
nicas dos respectivos espagos:
@ F e LR, R?) definida por F(x, y, 2) = (X + v, 2);
(I) Fe L(]Rz, 1R3) definida por F(x, y) = X + ¥, X, X — ¥);
(D). F & L(!R4, R) definida por F(x,y, z, ) = 2X +y — z + 3t
(IV) F & L(R, IR®) definida por F(x) = (x, 2%, 3X).

/

3) No espago vetorial M, (R) seja

} a b
M=
c d

Determinar a matriz do operador linear F € L (M3 (R)) dado por F (X) = MX — XM,
em relacio A base candnica

de M, (R).

4. Seja F o operador linear de M, (IR) dado por

: 1 1
F@) = X
2 1
MX em M (R). Sendo B a base candnica do espago Mj (IR) determine @ trago da
matriz (F)g. (Nota: ra¢o = soma dos termos da diagonal principal.)

5. Calcular o traco da matriz do operador linear F & L(IR3 dado por F(x, v, 2) =

= (x,X = ¥, X + z). Generalizar para F(x,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,gx +
+ hy + iz).
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10.

11.

12.

13.
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W

. Seja F o operador linear do R? cuja matriz em relagio 3 base B = {(1,0), (1,4)} é

F)p =

Determinar a matriz de F em relagdo & base candnica, usando a férmula de mudanga de
base para um operador.

SejaB = {el, €2, e3} uma base de um espago vetorial V sobre IR. Sendo F, G € L(V)
dados por F(e;) = e; — e,, F(ey) = ey + ¢3, Fleg) = ey, Gley) = Zeq +e3,Gley) = ¢
e G(eg) = ey — 3e,, determinar em relagdo 4 base B as matrizes dos seguintes operadores
lineares:

F,G,F+G,2F —~G,F 0G,G oF,F? + G%, F~!(caso exista) e (F 0 G)™! (caso exista).

. Determinar o operador linear do IR? cuja matriz em relagdo A base B = {(1, 2), (0, 5)}’é

3 1
2 -1

. Sejam F, G € L (P2 (R), P3(IR)) assim definidos: F(p(t)) = tp(t) — p(1) e G(p(t)) =

= (t — Dp(t), ¥p(t) € Py (R). Determinar as matrizes de F e de G em relagdo ao
seguinte par de bases: B = {1, t — 1, (t = 1)’ }eC={1,t — 1, t = 1)?, (t — 13} de
P, (R) e P3 (R) respectivamente,

1
SejaF € L(P2>(IR), IR) definida por F(p(1)) = f_l p(t)dt. Determinar a matriz de F em
relagdo as bases:

a) B={,tt*} e C={1}
b) B={1,1+t,-1+ 1t} e C={-2%

Se a matriz de um operador linear F do R> em relagdo A base candnica é

1 1 0
0 1 0
0 1-1

ese H=1+ F + 2F%, determine a matriz de H em relagio 4 base candnica do IR>.
Ache também H(x, y, z).

Determinar todos os operadores lineares F do IR? tais que F2 = Fe F(x,y) = (ax,bx +
+ cy).

Determinar todos os operadores lineates F do IR? tais que F2 = 0 (operador nulo) e
que F(x,y) = (ax + by, cy). ’

Al

14. Sejam F e G operadores lineares do R? tais que: F(x,y,z) =(x,2y,y —z)eque a
matriz de 2F — G em rela¢do i base candnica é

1 1 0
0 1 0
1 2 1

Determinar a matriz de G em rela¢do 4 base canénica. Determinar também G(x, y, z).

15. Seja T um operador linear de um espago vetorial V de dimensdo 2. Se a matriz de T
em relagdo a uma certa base B de V §

a b
c d
mostrar que T2 — (@ + )T + ‘(ad — be)l = 0 (operador nulo).

"16. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita n e F € L(V). Se U é um sub-espago de V
de dimens3o m ¢ se U é invariante pelo operador F, mostrar que existe uma base de V em
relagdo & qual a matriz de F é da forma

A B
o ¢C

onde A é uma matriz m x m, B é do tipom x (n —m), O é amatriznula(n — m) xme
C ¢ quadrada de ordem n — m.

4. ESPACO DUAL

Seja U um espago vetorial sobre R. Conforme jd vimos o préprio IR é um
espago vetorial sobre R. Logo tem sentido falar em L(U, R) como espago vetorial
sobre IR. Este espaco vetorial é chamado espago vetorial dual de U e.costuma ser
denotado por U*. Assim, L(U, R) = U*, Cada elemento de U* recebe o nome
de forma linear ou funcional linear sobre V.

Exemplos

1) F: R® - R dada por F(x, y, z) =2y é um elemento do espago (R3)*
pois se trata de uma transformagdo linear de IR® em R. E portanto uma forma
linear sobre R3.

2) Em geral como se apresenta um elemento F do espago dual de IR®? Seja
F uma forma linear sobre o IR™. Indiquemos por {ey,e,,...,e,}a base canbnica
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de IR", isto é, ¢, = (1,0,...,0),e; = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Da-

doentdou = (xy,...,X,) €IRM, u é combinag¢do linear dessa base da seguinte ma-
neira:u = x;€, + ... + xpe,. Logo F(w) = x,F(e;) + ... + x,F(ey). Se
indicarmos por ky, ..., k, os escalares F(e,), ..., F(e,), respectivamente, tere-
mos:

F(XI, ...,XH)=k1X1 + ...+ann.

Por outro lado, dada uma n-upla qualquer (k;, ..., k,) de ntimeros reais é fécil
verificar que a aplicagdo F: R" — R, dada por: F(xy, ..., X)) = kX, +...+
+ kyXp € uma forma linear sobre o R™. Entdo podemos afirmar que F € (R")* se,
e somente se, existem nimeros reais ky, ..., k, de forma que

F»(X], ...,Xn)=k1X1 + ... +knxn, ¥(X1, ...,Xn)ERn‘

Seja U um espago vetorial sobre IR de dimensio n. Se B = {u;, ..., u,} é
uma base de U, entdo todo vetor desse espago se apresenta como u = x;u, -+
+ ...+ xXgup, com os x; em R, e € fécil verificar que pertencem ao dual de U
as aplica¢Bes F,, ..., Fy assim definidas:

Fi:U->R e Fiu=x (i=1,...,n).
Dado F € U* suponhamos que F(u;) = ky, ..., F(u,) = k.
Entdo F(u) = XlF(ul) +...+ an(un) = klxl +...+ ann = lel(u) +
+ ...+ kgFp(u) = (k4F, + ...+ k,Fp)(u). Como u é genérico concluise que
F =k,F, + ...+ k,Fy. Com isso provamos que [F,, ..., Fy] = U*.

Por outro lado, s¢ admitirmos que o, F; + . .. + ayFy = O (transformagio
nula), teremos:

OCIFI (ul) + ...+ OlnFn(ul) =0 = 0
o Fi(up) + ...+ ayFp(uy) =0 =0
o que vem garantir que {F;, ..., F,} é um conjunto L.I. em U*, -

Assim provamos o seguinte teorema:

Teoremal — Se B = {uy, ..., u,} é uma base do espaco vetorial U, entdo as
aplicagdes Fy, ..., Fy que associam acadau = x,u; + ... + xqu, € Uosele-
mentos Xy, . .., Xy, Iespectivamente, pertencem a U* e constituem uma base deste

espaco. Logo, se dim U = n, entdo dim U* = n.

Nota: A base {Fq, ..., Fy} construida no teorema acima leva o nome de base
dual da base B = {uy, ..., uy}.
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Exemplo — Determinar a base dual da base B = {(1, 0), (1, 1)} do R%
Sejam u; = (1, 0) e u, = (1, 1). Conforme o exemplo 2 dado neste pardgrafo:
F,(x,y)=ax + by e
F,(x,y) =cx + dy

faltando-nos determinar a, b, ¢ e d. Mas isto € questdo apenés de fazer algumas
substituicGes convenientes:

il

i
—_— O O

F,(u,) = al + b0

F,(u,) = al + bl

Fy(u;) = cl + dO

Fy;(u) =cl + dl

Logoa=1,b=—1,c=0ed = 1. Assim a base dual de B é {Fy, F,}, onde:
Fix,y)=x—-yeF(x,y) =y, ¥(x,y) ER?

i

5. MATRIZES SEMELHANTES

Dadas as matrizes P e Q, ambas quadradas e de ordem n, dizemos que P ¢
semelhante a Q se, e somente se, existe uma matriz inversivel M, também de
ordem n, de modo tal que:

P=M"T1QM.
E ficil ver que a semelhanca assim definida ¢ uma relagdo de equivaléncia em
Mn(R).
A semeihanga de matrizes estd intimamente ligada 3 mudanga de base e re-
presentagdo matricial de operadores lineares.

De acordo com a proposi¢io 2 demonstrada neste capitulo duas matrizes do
mesmo operador linear sdo semelhantes. Mas também vale a reciproca desse fato:
se P = M1QM, entdo P e Q representam um mesmo operador linear. Provemos
esta afirmacdo.

Tomemos uma base B de R™ (estamos supondo as matrizes reais e de
ordem n) e seja F € L(R™) o operador tal que (F)p = Q. Suponhamos B =
= {uy, ..., up} ¢ M = (aj). Consideremos entdo os vetores do R™:

151



.......................

Vp = Qnly + ..+ oppUy.

Como a matriz M ¢ inversivel pode-se concluir que o conjunto C = {v, ..., v}
também é uma base de IR". Como obviamente M é a matriz de mudanga da base B
para a base C, entdo M = (D¢, g. Teremos entdo

P=M"'QM = p,c(®)s(c,s = (F)c.
Logo P € a matriz de F em relagdo 4 base C. '

A semelhan¢a de matrizes aparece também no problema de diagonalizagdo
de uma matriz,

Definicdo 5 — Uma matriz quadrada se diz diagonalizdvel se for semelhante
a uma matriz diagonal.

- A questdo de saber se uma matriz quadrada é ou ndo diagonalizdvel é bastante
importante mas somente serd tratada no capitulo 2 da parte 2. A seguir daremos
apenas um exemplo.

A matriz
1 2
- \3 2
¢ diagonalizdvel pois se considerarmos a matriz inversivel
2 1 1 1 1
M= entdio M™! = =
3 -1 5 \3 -2
e calculando teremos:
4 0
M-'AM = 0 ) que ¢ uma matriz diagonal.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sejam Fy e F, os funcionais lineares de (IR®)* definidos por Fi1(x,y) =2x+vy e
F, (x, y) = x — 3y. Determinar:
a) Fy +5F, e )

b) —3F; + 2F,.
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Solucio

a) (Fy+ 5P, Y)=F1(Xy) +5F3x,y)=2x+y +

b) (=3F; + 2F))(x, y) = ~3F1(x, ¥) + 2F (%, y) =
= —4x — 9y.

. Determinar a base dual da seguinte base do R

{1, 1,0, 0, 1,0, 0,0, 2)}

Solugdo

S5(x —3y) =7x — 14y.
-3Q2x +y) + 2(x — 3y) =

Seja {Fy, F, Fa} a base dual procurada. Essas transformacGes sdo dadas por

Fi(x,y,2) = a1X + ay + azz
F2 (X, Y, z) = blx + bgy + b3Z
F3(x, ¥, 2) = ¢1X + €3y + c3Z

Fazendo (1, 1, 0) =e4,(0,1,0) =ey e (0, 0, 2) = e3 os-coeficientes aj, bije cj (i= 1, 2, 3)
nas igualdades acima se determinam levando em conta que Fj (ep=1sej=ie Fj (ep =0

sej#i(j =1,2,3). Assim:

Fi(e1) = ag + a, =1 ag =1

Fi(ez) = 2y =0 ><a; =0 —> Fi(x,y,2) = x.

Fi(e3) = 2a3 =0 a3 =0

Analogamente

F,(e1) = by + by =0 by =—1

Fa(ey) = by =lp—D><{by= 1 =/ Fx,y,2)=-X+Y
Fa(e3) = 2by = b= 0

Por ultimo

Fs(e1) = c1 + ¢3 =0 cp=cy =0

F3(ep) = 7} =0 > enm L ——> F3(x, v, 2) =%z.
Fa(e3) = 2c3=1 372

base deste espago:

. Verificar se os funcionais lineares F,, F,, F3 do (IR3)*, abaixo definidos, formam uma

Fi(%,y,2) =3x -y, Fa(X,y,2) =x + 2y + z e F3(x, y, z) = 5y — 3z

Solucio

Basta verificar se eles formam um conjunto L.I. pois dim (IR3)* = 3. Suponhamos que
a1F1 + 9pFj + a3F3 = 0 (funcional linear nulo). Entdo (a1F; + auF5 + a3F3)(x,y,2) =

= 0 (nfimero zero), Y(x,y, z) € IR3. Daf:
a1(3x —y) + ap(x + 2y + 2) + a3 (5y — 52z) =
= (3a; + @)X + (—o1 + 23 + Sa3z)y + (g ~ Sa3)

z=0, ¥x,v,z€ R.

153




Portanto

300 + o0n =0 oy — 20 — Sa3 = 0
—ay + 20 + Saz =0 que é equivalente a ay — Sa3 =0
o — 5053 =0 Q3 = 0

Logo a; = @ = a3 = 0 que vem garantir que {Fy, F,, F3} é L.I. e portanto é uma
base de (R3)*,

. Seja V = R®. Consideremos o sub-espago W* de V* gerado pelos funcionais Fq, F, e
F3 dados por F1 (X, ¥, 2, t) =3x — t, Fa(x,y, 2, t) = 52 — te F3(X,y,z,t) = x + .
Determinar o seguinte sub-espaco de V:

W={ue&VIFu =0, VF € W*}
(Mostre antes que, de fato, W é um sub-espago de V).

Solucdo

Mostremos que W ¢ sub-espago de V. Como F(0) = 0, ¥F € W#, entdo o EW;seu; e
u; €W, entdo F(u; + uz) =F(y) + F(up) =0 + 0 = 0, ¥F € W*, 0 que mostra
que uy +up EW;se u €W e aé um escalar, entdo F(au) = aF(u) = a. 0= 0, para
todo F € W*, o que significa que au € W. Por outro lado, como

a1Fy + pFp + a3F3 = 0 <——>
<> B3x -+ 06z~ +03(x +2)=0, ¥x,y,z, t€ R

> Bar + w)x + Sop +az)z + (—y — )t =0, ¥x,y,z, t€R
3oy +a3=0

< > Sag + a3 =0
a; + oy =0

cuja Unica solugdo € ay = ay = a3 = 0, segue que: {Fy, F5, F3} é LI e dim W* = 3.
E ficil notar que dado u € R*
ueW <——=> FiwW)=F,(0W)=F3(0) =0 <—>

3x —t=90
<—=> 52 —-t=0
X+ Z =0

Como a tinjca solugdo deste sistema & a trivial x = z = t = (, entdo:
W=1{0,y,0,01yeR}
Uma base de W é {(0, 1, 0, 0)}.

- Sejam F e G dois funcionais lineares ndo nulos sobre um espago vetorial V de dimensdo n.
Supondo Ker(F) # Ker(G), determinar as dimensGes dos seguintes sub-espagos de V:
Ker(F), Ker(G), Ker(F) + Ker(G) e Ker(F) n Ker(G).

154

Solucdo

O teorema do niicleo e da imagem nos diz que dim V = n = dim Ker(F) + dim Im(F) =
= dim Ker(G) + dim Im(G). Como Im(F) C IR, dim R=1e F # 0, entdo dim Im(F) = 1.
Analogamente dim Im(G) = 1. Logo dim Ker(F) = dim Ker(G) = n — 1. Por outro lado,
o teorema da dimensdo da soma nos garante que:

dim (Ker(F) + Ker(G)) + dim(Ker(F) N Ker(G)) = dim Ker(F) + dim Ker(G) = 2n — 2.
Em geral, Ker(F) C Ker(F) + Ker(G) e devido & hipdtese Ker(F) # Ker(G), teremos
Ker(F) ;Ce Ker(F) + Ker(G); entdo necessariamente Ker(F) + Ker(G) = V. Logo
dim (Ker(F) + Ker(G)) = n e daf vém

dim (Ker(F) N Ket(G)) = 2n —2) —n=n ~ 2.

. Mostrar que as matrizes

ndo sdo semelhantes.
Soluciio

Devemos mostrar que ndo existe uma matriz inversivel

a b
M =
c d
tal que
a4 [91 1 1
M M=
0 0 0 0
ou, o que é equivalente,
0 1 1 1
M=M
0 0 0 0
Como
c=a
0 1 a b a b 1 1 d=a
= , <=>
0o 0 c d ¢ d 0 o0 0=c
0=c
teremos necessariamente
0 b
M=
0 0

que ndo ¢ inversivel para nenhum valor de b pois tem uma linha nula,
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7. Seja F um operador linear de um espago vetorial V de dimensdo n. Se Fil =9 (operador
nulo) e F11=2 % 0, mostre que existe uma base B de V em relagdo 3 qual a matriz de F é
da forma seguinte, com a;, ..., ap € R:

ay 0o 0...0 O
a 0 1 0 0
ag, 0 1 0
an; O 0 1
an .0 0

Solucio
Como F™2 = 0, entdo existe ug € V de maneira que 12 (ug) # o. Entdo o exercici
resolvido 12 (§1 — deste capftulo) nos garante que é L.I. o conjunto :
{uo, F(ug), F2 (up), ..., F* 2 (ug)}.
Logo este conjunto pode ser completado com um vetor v de modo a formar uma base
B = {v, F""% (ug), F" > (ug), . . . . F(uo), uo}

do espago V. Achemos a matriz de F em relagdo a esta base.

F(v) = arv + aan‘2 (ug) + ... + an_1 F(ug) + agug

FE" 2 (ug)) = F* (ug) = Ov + OF* 2 (ug) + ... + OF (ug) + Oug

FE 3 (ug)) = Ov + 1F" 2 (ug) + ... + OF (ug) + Oug —_

F(ug) = Ov + OF" 2 (ug) + ... + 1F(ug) + Oug

ag 0 0 . 0 0
ay 0 1 0 O
> F)g= § oo
an,; O 1
an 0 0...0 O

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Sejam F; e Fy € (]Ra)* definidas por Fy(x,y,z) =X — 3y + 2z e Fa(x,y, 2) =
= 2X — y + z.Determinar F; + F,, 2F; + 3F, e os respectivos nicleos.

2. Seja F e (]R3)* definida por F(1, —-1,3) =0, F(0, 1, -1) = 0e F(0, 3, —2) = 1.
Determinar F(2,—1, —3).

3. Determinar as bases duais de cada uma das seguintes bases:
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10.

*11.

12.

*13.

a)  {(1,1,2),,20), 34,0} d R

. {1, 2), 0, D} do R?;

o  {0,1,0,0),(,1,0,0), ®,0, 1, 1), (0, 0, 0, 3)} do R*;
d {1, t, 1 — t*} do espago P, (R).

Seja V = IR3. Considere o sub-espago W* de V* gerado pelos funcionais F e G dados
por F(x,y,2z) = x—yeG(x,y,z) = y— 2z. Determinar uma base do seguinte sub-espago
deV:W={ueV|Fu) =0, vFeW*}.

Provar que todo sub-espaco vetorial W de V, com dim W = dim V — 1, é o niicleo deuma
forma linear ndo nula.

Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Sejam u e v dois vetores desse espaco com
a seguinte propriedade: (VF € V*}F(u) = o == F(¥) = 0). Mostrar que {u, v}
éL.D.

Sugestdo: Se fossem L.I. existiria uma base B de V contendo u e v. Considerar a base
dual.

Verificar se sio bases de (]R?’)* os seguintes conjuntos:
a) {F,G,H},onde F(x,y,2) =2x, G(x,y,2) =y +ze H(x, y, 2) = x — 2z
b) {F,G H},onde F(X,y,2) =2x+y -2, G, v, 2) =xe HX,y,2) =x ~ y +4z.

Sejam F e G formas lineares ndo nulas no espago vetorial V, linearmente dependentes.
Prove que Ker(F) = Ker(G) e sua dimensdo é n — 1 se dim V = n.

Mostrar que a semelhanga de matrizes é uma relagdo de equivaléncia no conjunto M(IR).

Verifique se sdo semelhantes as matrizes:

-1 -2 1 0
e
12 0 0
Provar que se A ¢ B sdo semelhantes entdo AP ¢ B™ sdo semelhantes, para todon > 1.
Sendo p(t) um polindmio, p(t) = ag + ast + ... + ayt®, indicamos por p(A) a ma-
triz p(A) = agl + a;A + ... + apA". Provar que se A e B sdo semelhantes, ent3o

p(A) e p(B) sdo semelhantes.

Para que valotes de a, b e c (reais) as seguintes matrizes de My (R) sdo semelhantes?
a —b c 0
b a 0 —c

Sejam A, B, C, D matrizes de ordem n, sendo A e B semelhantes, C e D semelhantes,
E verdade que A + C e B + D sio semelhantes?

E quanto a AC ¢ BD?
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cAPiTULO B

Espacos com Produto Interno

1. PRODUTOS INTERNOS

Lembremos, de inicio, que um dos A
conceitos fundamentais quando se estu-
dam os vetores da geometria é o de “produ-
to escalar”, que nada mais é do que uma
aplicagdo que a cada par de vetores (U, V)
associa um nfimero real dado por Ux V=

sl

x|

Y

= lﬁll?l + cos 0 onde @ ¢ o dnguio for- -
madp porUe V. Seem relagdo A base fun-
damental {T:T, %} temos U = x1T+ x2T+

+ x3k_>e v = y1?+ y2j_)+ yJ(’, entdo

> 2>
uXxy= X1¥Y1 -+ X2Y2 + X3¥3.

O que faremos neste capitulo é generalizar a defini¢do de *“produto escalar”
visando a introduzir, entre outras coisas, o conceito de “‘distdncia” em situag¢des
bem gerais.

Definicio 1 — Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre RR.*
Entende-se por produto interno sobre V uma aplicagio que transforma cada par
ordenado (u, v) € V X V em um ntimero real (que indicdaremos por <u, v>)
obedecendo ds seguintes condigdes:

@ <utv,w>=<y w>+ v, w>, Mu,v,weEYV,;
(b) <au, v> =a<u, v> va €ERe Yy, veE 'V,

()

A definicdo a ser dada aqui seria um pouco diferente no caso de espagos vetoriais
sobre €. No apéndice, ao fim do capitulo, daremos uma idéia de como seria esta
questdo no caso de o corpo de escalares ser o dos complexos.
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©) <u, v>=<v,u>, ¥Yu, veV;e

(d) <u, v> ¢ um nimero real maior que zero para todo vetor u # o.

Defini¢io 2 — Um espago vetorial real com produto interno ou espago eucli-
diano € um espago vetorial sobre R munido de um produto interno.

Nota: Em geral existem muitos produtos internos diferentes sobre o mesmo espa-
co vetorial. Veja exercicios resolvidos n.0 5en.o 6.

Exemplos

1) Produto interno usual do R™

Seu=(x4, ..., Xp) e v=(¥1, ..., yn) s30 vetores genéricos do IR",
entio:

(u, V)P x1y1 + ...+ Xp¥n

é um produto interno no IR™. Das quatro condigGes a serem verificadas mostremos
apenas como se procede em (b) e (d).

(b) <au, v> = (axy)y; + ... + (@xXp)yn = aX1y; + ... + xqyp) =
= a<u, v>.
(d) Seu# (0,0, ..., 0), entfo um dos x;, a0 menos, é nio nulo. Logo
<u,u>=x2+...+x7 >0.

2) E um produto interno sobre o espago P, (R) a aplicacdo dada por:
1
(@), 8() P> <f®), g®> = || f(Hat)dt,

onde f(t) e g(t) sdo polindmios quaisquer de P, (IR).
Fagamos a verificagio da condi¢do (a). Dados f(t), g(t) e h(t) em P, (R): -

<E@) + 8@, hO> = f, E®) + gO)h()dt =

Jy GO +gOh®)At = ) R @at + |, g)hdt =

<f(t), h(t)> + <g(t), h()>

1

As propriedades P, ..., P4 que seguem s3o vdlidas em qualquer espago veto-
rial euclidiano. Note que em sua demonstragdo ndo foi usada a propriedade (d) da
definicdo 1.
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P,. <o,u>=<u,0>=0, YueV.
Prova:
J4 sabemos que Ou = o, para todo u € V. Logo:

<o, u> = <0y, u> ® 0 <y, u> = 0.
Como <u, 0> = <o, u>, entdo <u, o> =0. =

P,. <ug,av>=a<uy,v>, Ya€R ¢ vu veR.
Prova:
<u, av> @ <av, u> © a<v, u> @ a<y, v> =

P;. <y, v+w>=<u,v>+<u,w> VY, Vv, weEV
Prova:
<u, v+w> 9 <vtw, u> @ <y us 4+ <w, > © <o, v> +
4 <u,w>.m

P,. Dado um nimero inteiro m > 1,

m m
<D euy, v> = ) o <ug, v>

i=1 i=1
E s6 raciocinar por indugdo com base nos axiomas (a) e (b) da defini¢do
de produto interno. m

n n
Ps. <u, > avi>= > ¢j<u, v> @>1)
j=1 i=1
Prova:

Basta usar as propriedades P, e P; acima e raciocinar por indugdo. m

m n m. 1
P,. < Z oy, Z Bjvj> = Z Z aif; <u1; vj>
i=1 j=1 i=t j=1

Observagdo importante: Quando nos referimos ao IR™ como espago euclidiano, fica
subentendido que o produto interno é aquele do exemplo 1 acima.
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2. NORMA E DISTANCIA

Defini¢io 3 — Seja V um espago euclidiano com o produto interno (u,v) -
- {u, v). Dado um vetor u € V indica-se por |l u |l e chama-se norma de u o na-
mero real positivo dado por

lulf = v/ <u, u>.

(Aqui j4 usamos a condigdo (d) da definicdo 1).

Exemplo — Se no R™ consideramos o produto interno usual, dado u =
= (X, ..., Xp) hesse espago, temos:

Il = VX2 + ...+ x2.

Proposi¢io 1 — Em todo espaco euclidiano V, temos:

a) llaul = lal|ul, va€R ¢ YueV e
b) lul>0,¥u€V e Jul =0 <

> u = 0.

Demonstracao
a)  lleul = v/ <o, au> = /o? <u, u> = 1/ [l = lal [lul.

b) Pela prépria definigdo temos [full = 0. Por outro lado
[lull =0< > <u, u>‘/g = > <y, u>=0c<

< > u = 0.

>

(Notar que nesta tltima equivaléncia usamos o axioma (d) da defini¢do de pro-
duto interno e a propriedade P,.) m

Proposi¢io 2 — (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) — Se V € um espago
vetorial euclidiano, entfo:

[<u, v>| < llull Ivil, ¥u, v €V.
Demonstragdo
, Se v =0, entdo <u, v> = 0 e [lull vl = 0. Logo tem-se uma igualdade
neste caso. Suponhamos v +# o. Para todo « € R vale a desigualdade |ju + avif? > 0.
Dai,
<ju+av® = <u +av, u+ av> = <u, u> + <u, av> + <av, u> +
+ <av, av> = [jul? + a<u, v> + a<v, u> +
+ o |V|? = |IviPa? + 2<u, v>a + [|ull®.
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Obtivemos assim um trindmio do segundo grau em « (pois ||v|* # 0) o qual
¢ sempre positivo. Logo seu discriminante deve ser negativo ou nulo:

4<u, v>* —4|v|? |jul? <0
Portanto:

<u, v>? < [lull® |IvI?.

Finalmente, considerando a raiz quadrada positiva de cada um dos membros

desta Gltima igualdade:
’ [<u, v>1 < [[u)f [Iv]]. =

Corolério (Desigualdade triangular): Num espago euclidiano vale a seguinte
desigualdade:

lu + vl < [fuil + livll, ¥u, v € V.

Demonstracio
lu+viP=<u+v,u+v>=<u,u>+<u, v>+<v,u>+<v, v> =
= fjul® + IvI? + 2 <u, v> < [lull® + [IVI? + 2 Jjull vl =
= (lulf + V).

Entdo [lu + v|* < (fjull + [vll)?, para todo par de vetores u e v. Desta
desigualdade decorre que |[u + vl < Jjull + |V, ¥u,vE V. =

Exemplo — Se considerarmos no R™ o produto interno usual e se u =
=(Xy;...,%Xn) € V= (¥, ..., yn) 530 vetores quaisquer do R, entdo:

‘ n n 1/2 n 1/2
>| D owyi < D) xf vi ) <
i=1 i=1 i=1

(Z) < (£9)(£)

Esta dltima desigualdade também ¢ conhecida como desigualdade de Lagrange.

I<u, v>| < |lull fIvll <

>

<

Seja Vum espago vetorial euclidiano. Consideremosaaplicagio d: VXV —=IR,
assim definida:
d(u, v) = llu — vl, ¥u,vEYV,
Notemos que valem as seguintes propriedades:

I d(,v) =0, ¥u,vE Ve d(u v) = 0 <——=> u = v, em virtude
da proposic¢do 1 acima.
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(D) d(u, v) = d(v, u), ¥u, vE€V, porque:
d(w,v) =lu—-vi= Il(—l)(V —wl = =1 {iv—ull = d(v, w).
I d(u, v) < d(u, w) + d(w, v) ¥u, v, w €V, pois

du,=lu—-vl=llk-wt+tw-vl<|lu-—wl+|w— vl

Pelo fato de valerem as trés propriedades acima, damos & aplicagdo d:
V X V = IR o nome de métrica sobre V, induzida pela norma. O nimero d(u, v) é cha-
mado distinciadeuav.

Nota: Convém lembrar que em geometria, dados os vetores TeV,entdo U — Vi
mede a distdncia entre as extremidades de u e v, desde que esses vetores tenham
suas origens representadas na origem dos eixos. Este fato obviamente sugeriu a
defini¢gio de métrica num espago euclidiano.

-
v - -
u v

el

Y

/

Como apﬁcagﬁo da desigualdade de Cauchy-Schwarz vejamos como o concei-
to de 4ngulo entre vetores é definido em um espago euclidiano.

Sejam u e v vetores ndo nulos de um espago euclidiano V. Da desigualdade
I<u, v>1 < |ull lIvli segue que:

— Il ivil < <u, v> < [lul] [ivll
e disto conclui-se que:

<u,v>
— < 1.
Sl vl

Logo existe um dnico § € R, tal que 0 <0 <we

<u,v>
[hull v}~

cosf =

E comum dar a designagio de dngulo entre u e v a esse ntiimero 6. E, de fato,
nos casos em que V = IR? ou V = IR? ¢ o produto interno é o usual, tal nimero
corresponde 4 medida do dngulo entre os segmentos orientados que representam
os vetores, no sentido geométrico elementar.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Considerando o espago euclidiano IR3, calcular <u, v> nos seguintes casos:

a) u=<%, 2, 1) ev=(41,_3);

b) u=@2,1,0ev=04,02);
¢c) u=(,1,Dev=02, -1, 5).

Solugio

Q) <u V> = .442.1-1.3=24+2_3=1.

2
b)) <u,v>=2.4+1.0+0.2=8,
c) <u, v> = 6.

2. Usando o produto interno <f(t), g(t)> = (l)f(t)g(t)dt em P,(IR), determinar o produto

escalar de:

a) f)=t e g) =1 — t%

b) f() =t ——;— e g(t) =%— -(t _%)
Solucdo
1 1 2 4\ |1
a) <f(v), g®> = -fo ta - ?)dt = jo @ — tHat = (t_z - tT) 0=
_1 1 -1
2742
1 1
o <= (- 3)[F- (A we L oo
__ :
-1y

3. Seja V um espago vetorial sobre IR. Ponhamos por definicdio <u, v> = 0, ¥Yu, ve V.

Verificar se (u, v) P <u, v> = 0 é um produto interno sobre V.

Solucio ’

Temos de verificar as quatro propriedades da definigdo de produto interno.
@ <u+v,w>=0=04+0=<u, w> + <v, w>;

(b) e (¢): exercicio.

(d) SeV = {o}, entdo obviamente vale esta condi¢do; se existe u # o em V, entdo temos
<u, u> = 0 com u # o, 0 que mostra que <u, v> = 0, Vu,v € V, ndo
define um produto interno sobre V.

4. Consideremos o espago euclidiano IR2. Sendou = (1,2 ev = (- 1, 1) em IR?, determine

um vetor w deste espago tal que <u,w> = — le <v,w> = 3.
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Solucgio

Supondo w = (%, y) temos <u, w> = X + 2y = —1 e <v, W> = —X + y = 3. Da{
=_ =2 ¢ entio w = -1z

X——TGY—S = 3 °3 )

. Seja V um espaco vetorial euclidiano. Provar que 4 aplicagdo

U, v)>uxv=2 <y, v>
também é um produto interno sobre V. Generalize.
Solugio
(@ +v)yxw=2<u+ v,w> =2(<u, v> + <V, w>) =2<u, w> + 2<v, w> =
SU*W+ VW,
(b) exercicio;
©) u*v=2<u,v>=2<v,u>=y*u;
@uru=2<u,u>>0 YuecVeseu+o,entious*u> o

Generalizacdo: podemos substituir o “2” por qualquer a > o.

. Sendo u = (x1, X2) e v = (y1, y2) vetores genéricos do ]R2, definamos <u, v> =

X Xa¥2
_ 1Y1+ 2

= — 5- com a, b € R fixos e nio nulos. Provar que <u, v> defineum produto
Y b

interno sobre o R?,

Solucio
(x1 +y1)zy (X2 + ¥2)22 X1Z1 | XaZp . YiZ1 Y223
>= = + = + + + =
(a) <u+v,w 2 ) 2 %) 2 %)
= <u,w> + <v,w> onde,é claro,w = (z,, Z).
(ex1)y1 (ax2)y2 X1¥1 X2¥2
b) <au, v> = + =@ + =a<u, v>;
() <e a? v 2 v
(c) Imediato;
2 2
X X
@ < u>=-1 + 2 50, YueR; <npu>=0 <—>— =
a’ b a
X2 .
=T=0 <> % =%X=0< > u = (0, 0).
. Sejam u e v vetozes de um espago euclidiano taisque vl = Liul =1e¢ lu—-vl = 2.
Determinar <u, v>.
Solugio
4 =jju — v||2 =<1 —VvV,u—v>= 2 - 2 <u, v> + ivi2.
Logo 2<u, v> = —4 + 1 +1 = -2, Entdo <u, v> = —1.
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8. Em P,(IR) com o produto interno dado por <f(1), g(t)> = Ll) f(t)g(t)dt calcular a nor-

10.

ma de f(t) nos seguintes casos:

a) f(t) = t;
b) f(t) = -t + 1.
Solucio
y ! 1 1
D IEON = <fw, 10> = /[ ¢wra= / [, #at= 1,
= ! 232 .. 8
b) = _/ _{0 1 - t)%dt = Is

Denomina-se versor todo vetor de norma iguala 1. Seu # o, entdo ol é um versor cha-
mado de versor de u. Determinar o versor de y = 2,2, 1) considerando nolR3o produto
interno usual.
Solucdo
u
= V454 + 1= 3. Logo o = Q%l =(%—§~%) ‘
Num espago vetorial euclidiano provar que:
a) luli = lvl < > <u+v,u—v>=0;
B+ vi? = qui? 4 vi? <==> <u, v> = 0.
Solucdo
a) = vl <===> ful® = IWvI> <=—=> i ~ Wit =0 <—>

IIUII2 - HVII2 + <Y, v - <u, v> =0 <=—> <u,u> - <u, v> + <v,u>—
—<v,v>=<u+v,u-v>=0,

D)+ vi? = ui® 4 I <> <u + v, u 4 v> = <u, u> 4 <y, v> <—>

<> <u, u> + <y, v> + <v, u> + <V, v> =<y, u> + <y, v> <———>
<> 2<u, V> =0 <——> <u,v>=0.

11. Mostrar que num espago euclidiano vale a identidade: % lu + vi? ——41—" u—vi?= <u,v>.
Solucio
1 2 1 2 _ 1 1 _
Tllu + vil ——4—llu — il —T<u +V,u+ v> ——4—<u -V, u - vy>=
=%(<u, u> + <u, v> + <v, u> + <v, v>) —%(<u, u> - <y, v> - <v, u> +
+ <v, v>) = <u, v>,
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12.

13.

14.

) 2
Sejam u = (xy, X3) e v = (¥1, y2) vetores genéricos do IR".
a) Mostrar que <u, v> = X1y¥; — 2X1V2 — 2X3y1 + 5Xpyz define um produto interno
sobre o IR2;

b) Determinar a norma de u = (1, 2) em relagdo ao produto interno usual e também em
relagdo ao produto definido em a).

Solucdo
D (1) <u+v,w>= (X1 +Y¥1)21 — 20 +y1)Z2 - 2ixg + ¥2)21 + S(xg +y2)Zp =
= XqZ1 + Y1Z1 — 2X123 - 2¥12p - 2Xp2y  2yaZy + SXaZg + SyaZp =
= (X121 — 2X12Z3 — 2X3Z1 + 5X2Z2) + (Y121 2¥1Z3 — 2yp21 + 5YaZp) =
=<u, w> + <v, w>;
(2) <ou, v> = ax1yq — 2a@X1yz — 2aXp¥1 + SaXyy = a(X1y1 — 2X1¥3 —
— 2Xp¥1 + SXpy2) = a<u, v>;
(3) Imediato;
2 2 _ 2 2 2
@) <u,u>=x{ —2x1%X3 — 2X3Xy + 5%y = X{" — 4X1Xg + 4Ky + Xy
= (x4 —_2)(2)2 + X22 20, ¥u=(x1,x3) € R?; além disso <u, u> =

=0 <> x1 - 2% =0ex; =0 <—==> X1 =Xg =0 <—=>
>u = (0, 0).

<

b) No produto usual:

ul = v<u, 15 =12 + 22 = VT + 4 = /5;

No produto definido em a):

= J<uus> =124 .1.2+5.22 = /i3

Considere o espago euclidiano IR3. Determinar a € IR? de maneira que lull = +/ 41, onde
u = (6,a,—1).
Solucio

<u,u>=36 + 2% + 1 =a® + 37 =41 Logoa’ = 4. Daf a= 2.

. 3.
Achar o ingulo entre os seguintes pares de vetores doIR”:

1 1
a) u=(Q,1, 1)ev=(_2_, _1,7);
b) u=(,-1,0ev=1(2,-1,2).
Solucio
Y 1 1 .
2) |Iu||=\/3_,l|vll=_2§ e <uv>=- -1+ =0 Daf
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1s.

<u, v>
lafl - livil

-cos @ =

0
= =0 e § =—,;
V3o N3 2
2

b) ful =2, Ml=3 e <u,v>=2+1+0=3. Logo

NZ o=
2 =3

cos 0 =———§—=
372

Sejam u e v vetores de um espago vetorial euclidiano. Mostrar que {u, v} é L.D. se, ¢
somente se,

I <u, v>1 = ful Ivi.

" Solugdo

16.
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Se {u, v} ¢ LD., entdo um dos seus vetores é combinagdo linear do outro. Sejau = av,
com a €IR. Entio

l<u, v>1 = I<av, v>| = {al l<v, v>1 = lal ||v||2 e flull hvh = llavll kvl =
= la}liviiivll = {a| IIVII2-
Logo | <u, v>| = [ull Iv]. Por outro lado, suponhamos | <u, v> | = [fu]] [vI.

Se v = o0, entdo {u, v} ¢ L.D. obviamente. Suponhamosv # o. Entdo

|<u,v>|= |jufl vl

> <u, v>% = Ju? ivii? logo 4 <u, v>2 — 4 v = 0.
Mas 4 <u,v>2 — 4 lul®mvi®é o discriminante do trindmio do segundo grau (em x)

vi?x® — 2<u, v>x + luf? = <u — xv, u — xXV>.
<u, v>

2
Ivii
que equivale a u = av. Portanto u — av =0 ¢ {u, v} é L.D.

Considerando a raiz o = (dupla) do trindmio temos <u — av,u — av> =00

Sejam u e v vetores fixos de um espago vetorial euclidiano. Achar o vetor de menor
norma do conjunto {u + tv | t € R}, supondo v # o.

Solu¢do
Seja w = u + tv. Entdo

Wl = /<u + v, u + &> = jul® + 2<u, v>t + vI*t

diwil _ 2<u, v> + 2|vit
dt 2/ + 2<u, v>t + wIPe

O vetor de menor norma no conjunto dado é aquele cujo coeficiente t anula a derivada
acima. Entdo:

17.

_ <u, v>

vi?
<u, v>
IIVI|

e a resposta do problema é wog = u —

Sejamu= (1, 1,0) e v = (0, 1, 2) no espago euclidiano IR3. Determinar os vetores w € IR3
tais que Iwll = le <u,w> = <v,w> = 0.

Solucdo
Seja w = (X, Yy, z). Entdo:
Iwi2 = x* +y* + 22 =

Resolvendo o sistema:

1, <u,w>=x+y=0e<v,w>=y +2z2=0.

X2 +y? + 22 =1
X +y =0
y +2z2 =0

chegaremos a z = +

3
2 1\ 1
Logo w = (:%, Gl *—‘—3—)= 17(2, -2, 1.

EXERCICIOS PROPOSTOS

4. Sejam f(t) = ag + a3t + ...

1. Sejam u = (x,xz)ev = (yy, y2) vetores genéricos do IR2. Paraque valoresde tE€IR a

fungdo <u, v> = X1y + tX;¥, é um produto interno sobre o IR2?

2. Mostrar que se <u,v> = 0, para todo vetor v, entdou = 0.

1
3. Noespago V = P3(IR) consideremos o produto interno <f(t), g(t)> = .Yo f(Hgt)dt.

Caleular_ <(t), g()>, IO, IgOI e M) + g(OF quando f()) = 3 — t — 1, ¢

g(t) = t? + 1. Repita o exercicio com f(f) = 2eg() = t> +t + 1.
+ aptheg(t) = by + byt + ... + byt? polindmios
quaisquer de Py(IR). A fungio

(1), g(t)) P agbg + agby + ...

é um produto interno no espaco P,(IR)?

+ anbn € IR
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5. Seja T um isomorfismo de um espaco vetorial V. Provar que se <u, v> é um produto

10.

11.

12.

13.

*14.

170

interno sobre.V, entdo o mesmo acontece com a fungdo Pr:V X V= R definida por
Pp(u, v) = <T(), T()>.

Seja V um espago vetorial euclidiano. Dada uma base {ey, ..., ey} de V definamos

A= (aij) € My(R) por ajj = <ej, ej> G,j=1,...,n).

a) Provar que A é uma matriz simétrica.

n
b) Mostrar que se u = Z Xjej e Vv = Z yiéi, entdo o produto escalar em V pode ser
i=1 i=1

expresso na forma matricial seguinte: <u, v> = (X1X3 . . . XpA(y1Y2 . . . yn)t.

Seja V um espago euclidiano com produto interno <u, v>. Para que valores de o € IR
a aplicagdo:

(u, v) > a<u, v>

também € um produto interno sobre V? (Veja exercicio resolvido n? 5.)

Chama-se tragco de uma matriz A = (aij), quadrada de ordem n, a soma dos termos da

" sua diagonal principal.

Notagdo: tr(A). Assim, tr(A) = aj3 + ... + apy. Sendo V = Mmxn{IR), mostre que
<A,B>= tr(BtA) define um produto interno sobre V.

No espago vetorial V = M, (IR) considere o produto interno definido no exercicio 8.
Sendo

calcule <A, B>, IIAll, Bl e d(A, B).

No espago vetorial euclidiano IR* sejam u = (1,2,0, 1) ev = (3, 1, 4, 2). Determinar

u+v
<u,v>, lul, vl, d(u,v), ———
la +

J ¢ © co-seno do dngulodeuev.
v

Sejam u e v dois vetores ndo nulos de um espago vetorial euclidiano. Sendo 8 o angulo
de u e v, mostrar que lu + viZ = Iui? + WvI® + 2 ul Ivl cos 6. (Esta igualda-
de ¢ conhecida como lei dos co-senos na geometria elementar.)

Sejam u e v vetores de um espa¢o euclidiano. Determinar o co-seno do dngulo entre
uev,dado flull = 5,lvl = 8 ¢ flu + vl = vV 129.

Verifique a lei do paralelogramo num espacgo euclidiano V: lu + vi? o+ flu — v||2 =
=21l + 212, Yu, vE V.

Sejam u = (X1, X3) ¢ v = (yy, y,) vetores genéricos do IR® e

15.

*16.

*17.

18.

19.

2
M= € My (R).

Definamos <u, v> = apX;yy + apX1yz2 + a21X2¥1 + a22X3¥2-

a) Mostrar que o produto assim definido satisfaz as duas primeiras condi¢Ses da defi-
ni¢do de produto interno.

b) Mostrar que a condigfo (c) da defini¢do de produto interno ¢ vdlida se, e somente se, M
¢ simétrica.

¢) Qual a matriz M que leva ao produto interno usual do R??

d) Quais das seguintes matrizes definem produtos internos sobre o R? segundo a de-
finicio de <u, v> que foi dada acima:

Sabendo que |ull =3 e IVl = 5, com u e v elementos de um espago euclidiano, deter-
mine ¢ € R de maneira que <u + av, u — av> = 0.

Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espago euclidiano RrR® (produto interno
usual) para mostrar que, dados os niimeros reais estritamente positivos ay, az, az, vale
a desigualdade:
1 1 1
= +=—=—+—])20.
(a; + ay + agy) <a1+a2+33)

Sendo a, b e ¢ nlimeros reais estritamente positivos tais que a + b + ¢ = 1, utilize a
desigualdade de Cauchy-Schwarz no R? para provar que

() -

Determinar a norma de cada um dos seguintes vetores:

2 u=(@,1,2 DeRr

1
b) £(t) = & + t — 1, em relagdo a0 produto interno <f(t), g(t)> = jo f(t)g(t)dt;

¢) A= em relagdo ao produto do exercicio proposto n® 8 desta série.

Mostrar que a soma de dois produtos internos sobre um espago V também é um produto
interno sobre V (antes, pense bem no significado da palavra “soma”).
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20. Encontrar a distincia de u a v e o co-seno do 4ngulo entre u e v nos seguintes casos:

a)u =(1,1,1,1)ev = (0,0, 1, 1) com o produto interno usual do IR%;

b) u =1+t - t¥ev = 3t2 com o produto considerado no exerccio 18 b) acima;

11 01
c) A= <0 0 eB = 1 0 com o produto interno do exercicio proposto n.C 8.

*21. Sejam u e v vetores de um espago vetorial euclidiano. Prove que <u, v> = 0, se, e
somente se, llu + avil > {ull, ¥a & R.

*22. Sejam ey, ey, ..., e vetores unitdrios (norma igual a 1) de um espago euclidiano tais
que llej — ejll = 1 (sempre que i # j). Calcule o co-seno do 4dngulo entre dois vetores
& e ej.

3. ORTOGONALIDADE

Lembremos primeiro que dois ve-
~ = = : :
tores ndo nulos U e V definidos por meio

-
de segmentos orientados sdo ortogonais Y
se, € somente se, seu produto escalar é uxv=|l. V. coso
Zero.

Esse fato motiva a seguinte defi- —_—
ni¢do: v

Defini¢io 4 — Seja V um espago euclidiano. Dizemos que dois vetores u,
v € V sdo ortogonais se, e somente se, <u, v> = 0. Um conjunto S = {u,, ...,
U} C V se diz ortonormal se, ¢ somente se, (D) lujll =1 (G=1,2,...,1 e
(I) dois vetores quaisquer de S, distintos entre si, sdo ortogonais.

Nota: As condigBes (I) e (II) da definigio acima podem ser substituidas pela
seguinte: <uj, uj> = §;; (simbolo de Kronecker),i,j =1, ..., n, cujo significado
é 65 =1 sei=jed;;=0seis#j.
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Exemplo — No espago euclidiano IR® o conjunto S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0,0, 1)} é ortonormal. Por exemplo, a norma de g; = (1, 0, 0) é lg,ll =
=4/1%2 + 0% + 02 = 1 e o produto interno de g, porg, é <g;,g,>=1-0 +
+0-1+0-0=0.

Em geral, para todo n > 2, o conjunto:
{,90,...,0,(0,1,0,...,0,...,0,...,0, 1)}

¢ ortonormal no espago euclidiano IR™.

Proposicdo 3 — Todo conjunto ortonormal S = {g;, g, ..., g} contido
num espago vetorial euclidiano é necessariamente L.L
Demonstracao ’
Suponhamos «;g; + ... + a;g, = 0. Entdo:
0=x<o0,8>=<ag t...+ g, &> =
= <g, g1>+06<g, 5>+ ...+ a<g, &> = .

De maneira andloga se prova que o = a3 = ... =0, = 0. ®
Outra demonstragdo: Sendo 0 = a8, + -+ + g, entdo 0 = layg; +
.o taglP=al+ .. +alédafio =...=a,=0.m

Proposi¢cdo 4 — Seja S = {g;, . . ., g;} um subconjunto ortonormal do espago
euclidiano V. Entdo, Yu€ V,ovetor v=u — <u,g;>8 —...—<u, 8> g, ¢
ortogonal a todo vetor do sub-espago gerado pelos vetores de S.

Demonstragio

Observemos de inicio que se v for ortogonal aos vetores de S, ent@o serd
ortogonal a toda combinagfo linear de S. De fato, sejaw = a;8; + ...+ g, uma
dessas combinagBes lineares. Entdo: )

<v,w>=<Lv, g ..o tag> =0 <y, g >+ o<y, g, >=0.

Provemos pois que v é ortogonal a cada g; o que é uma questdo apenas de
cdlculos, Vejamos:

<V, g >=<u—<u,g>g —...— <U, &> g, 81> =
= <u: g1> - <u’ gl><g15 g1> T e e T <u9 gr><gr, g1> =
=<u, 8> —-<u,g>=0
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pois <gy, &> = 1 e <gj, §,> = 0 para i # 1. De maneira anéldga se prova que
<YL ,>=...=<v,g;>=0. m

Defini¢do 5 — Seja V um espago euclidiano de dimensdo finita. Se um con-
junto B = {g,, ..., g,} for uma base de V e simultaneamente for um conjunto
ortonormal, entdo diremos que B ¢ uma hase ortonormal de V,

Exemplo — B = {(1,0,0),(0, 1, 0), (0, 0, 1)} é uma base ortonormal de IR3.

Generalize para o IR™.

Teorema 1 — (Processo de Ortonormalizagio de Gram-Schmidt) — Todo
espago vetorial euclidiano de dimensdo finita (+* 0) admite uma base ortonormal.

Demonstragio

1
SedimV=1¢se {u} é uma base de V,entﬁoovetorg1=wu = ”uT”é

L.I e tem norma igual a 1. Logo {g,} é uma base ortonormal de V.

Uy

Se dimV = 2, seja {u,, Uy} uma base de V. Fagamos g, = . Entdo o
oy |l
vetor v; = u, — <w,, g, >g; é ortogonal a g; devido a proposi¢ao 4. Logo o
vetor g, = 2 também € ortogonal a g, além de ser unitdrio. Daf podermos
Tl P

afirmar que {g;, g,} ¢ um subconjunto ortonormal de V com dois vetores. E pois
uma base ortonormal de V.

O mesmo raciocinio nos permitird construir uma base ortonormal em qual-
quer caso de dimensdo finita n, utilizando-se 0 mesmo método usado na propo-
sicio 4. m

Exemplo — Aplicar o processo de Gram-Schmidt do teorema 1 acima 3 base
B={u =(,00),u =(,1, 1), u3 = (0, 1, 2)} do R®, considerando o
produto interno usual nesse espaco.

E claro que g, = HuLlll = = (1, 0, 0). Por outro lado, v, = u, —

1
- <112, gl>gl = (0’ 1’ 1) - 0(19 Os 0) = (0, 1, 1) LOgO
% _ L1 _ (o vz 1/_7)
T 202 )
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.

Finalmente,

V3 = Ug — <U3, g1> g1 — <U3, g2>'g2 = (O, 13 2) - Ogl -
3V2 V22 1 1
- 3 0, 2 2 = \0 *

,__2—’-5

g3 = TAl = _1_+—1_ - _L 2 2
V4T V2

Logo:
{0006 2.0). (7D

é uma base ortonormal do I3, construida a partir da base B, seguindo-se a
demonstra¢do do teorema 1.

o (o) o), vz

Seja V um espago vetorial euclidiano. Dado um sub-espago vetorial U de V,
indiquemos por U o seguinte subconjunto de V:
Ul={vEVI<v,u>=0, Yue UL
Notemos quebUl ¢ um sub-espago vetorial de V, uma vez que:
>0 € U4

(a <o,u>=0, vueu

(b) <vi, u>=<v,,u>=0, Yu €U > <vy + vy, u> =
=<y, u>+ <, uw>=0+0=0, Yue U, e

(c)<v,u>=0,vueU > <av, u> = a<v, u> = al = 0,
Ya€ER e YyueU.

Defini¢io 6 — O sub-espaco U' acima definido recebe o nome de comple-
mento ortogonal de U.

Exemplo — Seja V.= IR’, U = {(x, y, 0) : x, y € IR}. Entdo
Ut = {(0,0,2) : z € IR}. Verifique.
Proposi¢io 5 — Seja U um sub-espago vetorial de um espaco euclidiano de

. 1 1_
dimensdo finita V. Entdo V = UOUY, ouseja, V = U + Ute U NUL = {o0}.
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Demonstragio

~ (a) Seja B = (g, g.}
: >+« + 5 8¢} uma base ortonormal d ido a s
deste capitulo, dado u € V,ovetorv=1u— <y glig- liewdo _a iroposu;ao 4
ortogonal a todo elemento de U, ou seja, v € Ui’ Logo-l u, g:>gy €

U=<u, g>g + ...+ <y, g>g +v

p g

(b) Seja w € UN UL, Como w € UL, entgo w &
) . » entdo w € ortogonal a todo
Em particular <w, w> = 0. Logo w = 0 ¢ entdo: U N Ulg= {0}. = vetorde U

Conforme acabamos de ver
, ¢ B ={g, g:} € uma base o
3B s e rtonormal de
zné s;bs-eesgago U de 1(1im espago euclidiano V de dimensdo finita entio todo vetor
ecompde, de maneira tnica, em duas ,
ortogonei oot parcelas, uma de U e uma de U,

A u=(<u, g>g oo+ <y g>g) + v
parcela <u, g,>g;, + ... + ¢ o
sobre o SUb-eSpa(;O 51 <Y, 8:>g; ¢ chamada projecdo ortogonal de u

Por outro lado a aplicagdo E de V em V dada por

EW = <u, g;>g +... + <y, 8r> gy

recebe o nome de projecio ortogonal de V sobre U. Pode-se mostrar que E é um

operador linear de V. o
> O qué propomos como exercici
o seguinte: P 1cicio. Para este operador tem-se

E2(u) = E(<u, g, >g, + ...+ <u, g;>g,) =
=<ug>g t... +<u g >g,

pois esta ltima soma pert 2w =

R g i pertence a U. Logo E?(u) = E(u), Vu e V, o que significa

ol Ijoteinos taml?ém que Ker(E) = {ue Vv | <y, Bi1>g +...+<u,g,>g =

p = U - Também se pode provar que Im(E) = U. Assim temos ; sre uirrlte
ecomposicdo de V: V = Im(E) & Ker(E). ’

4. ISOMETRIAS

nicto irsl:;oltiluz;remos neste pardgrafo um certo tipo de operador linear cuja defi
gada ao conceito de distdncia. Trata-se dos i -

ica . - o

tiveis com o produto interno. petadores lineares compe
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Definicdo 7 — Seja V um espago euclidiano de dimens#o finita. Um operador
linear T: V - V com a propriedade de que:
IT@I = flull, ¥u €V,

se denomina isometria sobre V ou operador ortogonal sobre V.

Exemplo — Consideremos o espago euclidiano IR?. A rotagdo T:IR? - IR?

dada por

T(x, y) = (xcosd — ysenf, xsenf + y cos @),

onde 6 é um nimero real ¢ 0 < # < 27 é uma isometria pois além de ser uma
transformacdo linear (exemplo 4, pardgrafo 2, cap. IV) satisfaz a seguinte igualdade:

IT(x, Y)I* = x2cos? 8 + y2sen? 0 — 2xysen 6 cos§ + x?sen’ 6 + y*cos’ 0 +
+ 2xysen @ cos 8 = x>(cos® 0 + sen? 8) + y*(sen® 0 + cos? 0) =x*> + y? =

= l(x, y)I2.

Deixamos como exercicio a verificagio de que o operador T do IR dado por
T(x,y,z) = (xcos8 — ysenf,xsen@ + ycosf,z)é umaisometria.

Nota: Uma isometria é um operador linear de um espago euclidiano que conserva
as normas dos vetores. Como nos espagos IR? e IR?, quando o produto interno con-
siderado € o usual, a norma de um vetor nada mais é do que o comprimento
desse vetor (ou moédulo), no sentido geométrico intuitivo, podemos dizer que
nesses casos uma isometria é um operador linear que conserva os comprimentos

dos vetores do espago.

Proposi¢io 6 — Toda isometria T: V - V ¢ um isomorfismo.

Demonstracao
Basta provar que T é injetora. Mas dado u € V,
T(u) = o > [Tl =0 > )l =0 ——> u = o.

Logo Ker(T) = {o}. =

Proposi¢do 7 — Seja T um operador linear sobre um espago euclidiano V.
Entdo sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:

() T é isometria.
(I) T transforma as bases ortonormais de V em bases ortonormais de V.

() <T(), T(W)> =<y, v>, ¥Yu, ve V.
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Demonstragio

O — ()
Seja B = {g,, ..
também é uma base orto

numt?ro de vetores. Entdo é suficiente mostrar
Consideremos as identidades:

lgi + gjll* = ligill® + llgjl* + 2 <g;, gi> e

IT(gD) + T(gpl? = IT(epII? + IT(gI* + 2 <T(gy, T(gj)>.

Dfevido /s hipdteses, os primeiros membros dess
Ainda por hip6tese:

1T = llgell k=1, ..., n).
Logo
<T(ed), T(g> = <g;, g;> = 85
O que assegura ser T(B) um conjunto ortonormal.
(In > (III)
Seja B = {g,, ..

-5 8n} uma base ortonormal de V. Entio dados u =

n n B
= Z aigi e v= Z Bigi em V, tem-se:
1=1

i=1

<T(u), T(v)> = Z & T(gy), Z 5jT(gJ)> =
i=1 j=1

n n
aify <T@, T@gp> = > > 085 = i aif.
i=1 j=1

i=1

n
=1]

n

i =1
P s .

or outro lado, um raciocfnio andlogo ao feito acima nos levard a:

n

<u, v> = Z ;.

i=1

Logo <T(u), T()> = <u, v>, Mu, vev,

(1) > (D)

Imediato: basta tomar u = v. =
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-» 8n} uma base ortonormal de V:
! ; provemos que T(B
normal de V. Como T ¢ injetora, T(B) ¢ B tém o mes(mz)

que T(B) ¢ um conjunto ortonormal.

as igualdades sdo iguais entre si.

O nome “operador ortogonal” dado como sinénimo de isometria decorre da
proposi¢io seguinte.

Proposicio 8 — Seja T um operador linear de um espago euclidiano de di-
mensdo finita. Fntdo T é uma isometria Se, e somente se, a matriz de T em
relagdo a uma base ortonormal é uma matriz ortogonal (sua inversa ¢ igual 3 sua
transposta).

Demonstragido
( >) Seja B = {g;, ..., g} uma base ortonormal de V e indiquemos
por M a matriz de T em relagio a essa base:

M = (T)p = (a3

Entdo:

n n
T(g) = ), aigi ¢ T(e) = ) amsrcomjk=1,....n

i=1 r=1

Dai

<T(gj), T(g)>

n n n
<Z aij8i, Z a8y )= Z Qjjork <8i, Br> =
i=1 r=1

i,r=1

n

Z @ik

i=1

isto levando em conta que <gj, g;> = Oj;. Mas T(B) também ¢é uma base orto-

n

normal o que acarreta < T(g;), T(ge)> = §jk. Entdo Z ajiaik = Ojk-
i=1

o que é suficiente para concluirmos que M* - M = I,

(< ) Fica como exercicio. E praticamente o caminho inverso da
demonstragio da primeira parte. ®

Exemplo — Dizer que uma matriz real de ordem n é ortogonal significa que
suas linhas formam uma base ortonormal do IR. Vice-versa, os vetores de uma base
ortonormal do IR®, em relagdo ao produto interno usual, constituem as linhas
de uma matriz ortogonal de M (IR).
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Assim, dada a base ortonormal:

B =1(,0,0), (o, g _\25_>

do IR? (ver pardgrafo 3) a matriz:

1 0O 0
M= | o Y2 vZ
2 2
0 V2 V2
2 2

¢ ortogonal e o operador T: R® » R® dado por:

T(1, 0, 0) = (1, 0, 0)
T(, 1, 0) = (o, \/Tz“ _ _\éz)

T@©,0,1) = (0, g , 12—2—)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Sela V um espago vetorial euchdlano Dad ———“‘< O
. os u, ve V (V = O) ek = 2 >
”2 s M strar

que u — kv é ortogonal a v.

Solucdo

<u—kv, v> = <u, v> + <—kv, v> = <u, v> ~k<v,v>=<u,v> — &’22 vi? = o
vl ’

2. Determinar m € IR a fim de

ot 1) do RS que sejam ortogonais os vetoresu = (I, m+1,m)ev = (m— 1
> o IR”. ’

Solucdo
<wv>=m-1+m+m+m@m+ 1) =2m? + 3m — 1. Logo u e v s3o ortogonais
2 v
se, e somente se, 2m” + 3m — 1 = 0. Portanto u e v sdo ortogonais param = =317
180

. Mostrar que se u e v sio vetores de um espago euclidiano tais que lu + vi = lla— vl

entdo u e v sdo ortogonais.

Solucdo
I+ vi=lu—vi=—><u+v,u+v>=<u—-v,u-v> > i +
+2<u, v> 4 vi? = mu? - 2 <u, v> + wiF =——=> <u,v>=0.

. Consideremos no espago vetorial IR? o produto interno (ndo habitual) dado por <u,v> =

= x1¥1 + 2X¥2, para todo par de vetores'u = (X1, X2), vV = (yy, ¥2). Verificarseuev
sdo ortogonais, em relagio a esse produto, nos seguintes casos:

a) u= (1, Dev=(2, 1)

b) u=@, Dev=1(-1,1)

c) u=(3,2)ev=(2,-1.

Solucio

a) <u, v> =2 + 2(~1) = 0. Logo u e v sdo ortogonais;

b) <u, v> = —2 + 2 = 0. Portanto sdo vetores ortogonais;

c) <u, v> = 6 + 2(—2) = 2. Neste caso u e v nio sio ortogonais.

. Determinar m a fim de que sejam ortogonais os vetoresu = (m + 1,2)ev = (- 1,4)do IR2

Solu¢do
<y, v>=m+ DD +2.4=-m+7=0 —m=17.

1
. Consideremos em P; (R) o produto interno dado por <f(t), g®)> = f o f(t)g(t)dt.

Nessas condigdes, para que valor de m, f(t) = mt* — 1 § ortogonal a g(t) = 1?

Solucao

1 1
<f(®), g®)> = jo mt? - Dtdt = SO mt® - pdt = ~ %: —>m=

. Mesmo enunciado do exercicio anterior mudando o produto interno para o seguinte:

-1
<f(1), g®> = |, f(Hegt)dt.

Solucdo

Il

1
<f(1), g()> S_l mt® — pdt =0

Logo f(t) e g(t) sdo ortogonais para todo valor de m.
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8. Determinar f(t) € P, (R) que seja ortogonal a g(t) = 1 e h(t) = t, em relagfo ao produto
interno dado por:
1
<t®, g®>= | fmeat.
Solucio
Suponhamos f(t) = a + bt + ct®. Entdo:

1 . 1
<E®, g®>= |, @ + bt + ct?)dt = (at + b—; +%) =u+Z=0 o
1 2 3 4 1
= 2yidt = { ato 4 bl petl —2b_
<E®, h()> = [ @ + bt + cf )tdt—(a 5+ b e 4) a=F=0 @

De (1) e (2) tiramos que ¢ = —3ae b = Q. Logo f(t) =a ~ 3at? satisfaz o problema para
todo valor de a € RR.

9. Consideremos em P, (R) o produto interno definido do seguinte modo:

10.

2

i aiti, i biti = Z a;bj,
i=0 i=0 i=0

para todo par de polindmios

2 .
ft) = Z ai’c1 e g(t)
i=0

2 .

Z bit1

desse espaco. A base candnica {1, t, e } de P, (R) é ortonormal em relagdo a esse
produto?

Solucio

Verifiquemos primeiro se os vetores dessa base tém norma igual a 1.

In? =<1, 1>=1 > 1) =
i =<t,t>=0-0+1-1+0.0=1 > It = 1
1 =<, 2> =0.0+0.0+1.1=1=—> ¥ = L

Verifiquemos agora se os vetores da base dada sio ortogonais dois a dois.
<Lt>=1.0+0.140.0=0 (Logo 1 e t sao ortogonais).
<L,*>=1.0+0-0+0.1=0 (Portanto 1 ¢ t sio ortogonais).

<t, t?2>=0.0 +1.0+0.1=0 (Entio também estes dois vetores sio ortogonais).

Mostrar que 2 base candnica de P, (IR) nio é ortonormal em relago ao produto interno
dado por:

1
<f®, 50> = | fwgmat,

Solucdo

1 1 1 . dnica de Py (IR)
24t = — =—— entio a base canOnica de Py
"t“2 =<t t> = SO tdt = 3 Como it \/g, enta

nio & ortonormal em relagdo ao produto considerado.

11. Seja B = {g1 g - - gn} uma base ortonormal de um espago euclidiano. Dados
n n
u = Z ajgi e V= Z bjgj calcular <u, v>.
i=1 i=1
Solucdo
n n n n : n n
- . -6 1
<u, v> = Z ajgi, Z bigj = Z ajbj <gi, 8> Z Z ajbjdij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=t

n
= Z aibi= ajby + ...+ anbn.

Isto significa que em todo espago euclidiano pode-se encontrar uma base em relagdo a
qual o produto interno fica “na forma habitual”.

3
12. Ortonormalizar a base uy = (1, 1, 1), uz = (1, —1, 1), u3 = (-1, 0, 1) do IR®, pelo
~ processo de Gram-Schmidt.

Solucdo
w1,y _ [ 1 _1__1__)
T S _< VA VE 3
1 11
() v =uy — <up, g1>g1=(L -1, - 3< NEN 3>

2 4 2 ,
=(—3—, ——T,T) . Dat

2 41)
\p) __(—3—’——3_’3 — 1’___2_’_1_
827 Yol NG NI/
3

(€) v3=uz—<us, g1>8 — <us, 82> 8 = (-1, 0,1) — 0gy — 0gp = (-1, 0, 1).

(_1, 01 1) — 1
Logo g3 = \/7 = \/— \/—
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13.

14.

1 1 1 1 -2 1 —1 1 ,
Portanto T ==l )}, {—.,0,— é a base
{(3\/—3_\/_3><6\/F\/?) <ﬂ ﬁ)}

ortonormal procurada.

Achar uma base do sub-espago VJ', onde V6 o sub-espago de IR? gerado por(1,0,1,De
(1, 1, 2, 0). Ortonormalize esta base.

Solucio
Um vetor v = (x,y, 2z, t) € R? pettence a Visee somente se

<v, (L,0, 1, )>=x+z+t=0ce
<v, (1, 1,2,00>=x+y+22=0

O sistema obtido é equivalente a
X +z4+t=20
{ y+z—-t=20
cujo conjunto solugio é {(—z — t, —z + t, 2z, t) | z, t € IR}. Mas
(~z-t,—z+tz,t) =2(-1,-1,1,0) + t(-1, 1, 0, 1).

Como B = {(-1, -1, 1, 0), (1, 1, 0, 1)} é L.L, entdo B & base de VL. Vamos ortonor-
malizi-la.

Fagamos uy = (-1, -1, 1, 0) e uy; = (-1, 1, 0, 1)
mo_CL-LLO (-1 -1 1
flug i V3 \/g’\/g’\/:;—’

(b) v2 =uy — <up, g1>g1 =(-1,1,0,1) — 0gy = (-1, 1, 0, 1).

@ g1 =

Logo

= CLLOD (-1 1 17
? J3 NN RNy A

Portanto il S S 0 N =t 0_1._
(7)) (o)

é uma base ortonormal de V<.

Seja W = {(x, vy, 2 € R’ | x — 2y = 0}. Determinar uma base ortonormal de W.

Solucio

Como um vetor tipico de W é da forma Qy,y, ey, y 2)=y@2, 1, 0+ z(0, 0, 1),
entdo W = [(2, 1, 0), (0, 0, 1)]. Mas esses geradores s3o linearmente'independentes. Logo

15.

16.

{©, 0, 1), 2, 1, 0)} é uma base de W. Apliquemos o processo de Gram-Schmidt a essa
base.

Fagamos u; = (0, 0, 1) e u; =.(2, 1, 0) e seja {gy, g2 } a base procurada,

u _ 0,0,1)

@ g1= = T =000

®) v =u3 -~ <ug, 81> 81 =(2,1,0)-0g; =(2,1,0).

Logo
- _ @10 _(2 1
TR WV
2 1 .
Assim, ©,0 Df— —, € uma base ortonormal de W.
{ (\/? V5 ) }

Determinar a projegdo ortogonal de u = (1, 1) sobre o sub-espago V = [(1, 3)] do R

Solugdo
A base ortonormal de V é formada por g = @3 3
a. = = ’
: V10 10 /10

Logo a projegdo é o vetor:

(+-%)

1
So p(t)q(t)dt. Ortonormalizar

utilizando o processo de Gram-Schmidt a base candnica {1, x, xz}.

4 1 3
=<u,grg= ,
P & V10 (\/10 \/10)

Seja P, (IR) munido do produto intemo <p(t), q(t)>

Solucgdo
Fazendo‘ul =1,u =X%x,u3 = X2 e {g1, g2, g3} a base ortonormal procurada, temos:

uy 1 Y S

= - =—=1 (pois I1lI* = dt=1
@ 1= phi=1=1 (o Y
1 2x -1
®) v;=uz‘—<u2,g1>g1=x——2—= 3
L

(4 2x—1\? 1
Ivat? = | (——) dx= = === llvpll = ——
0 2 12 2J§

. = Y2 _ -
Log = Vsl \/3_(2)( 1).

©) vz =u3 — <uy, g1>g) — <uy, g2> g2 =

=2 _ 1 1 — 2 1
=x -5 - 2x -1 =x x+6.
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1 2

L g3 = "v3“ = /56x* — 6x + 1).

> IIV3II=——L—
65

Portanto, {1, \/32x — 1), \/5(6x> ~ 6x + 1)} é a base ortonormal procurada.

17. Seja {g1, g2, ...

r
Mostrar que lu?l > Z <u, g;>%Mu&V (desigualdade de Bessel).
i=1

Mostrar também que se o conjunto dado é uma base ortonormal de V, entdo luli? =
I

= Z <u,g;>% Yu€EV (igualdade de Parseval).

Solucio

Seja W =1lgq, ..., gr] Se p indica a projegdo ortogonal de u sobre W, entao u=p + h
onde h& WL Daf (ui® = <p + h, p + h> = Ipi? + 2 <p, h> + 1% = p1? + yhy2.

r
Logo ||u|i2 > ||p||2. Mas p = Z <u, gi> gj. Entdo:
i=1

I
o =<Z <u, gi>gj, i <u, gj>gj>= i i
i=1 =t :

i=1 j=1
T
= Z <u, gi>2.
i=1

8i> <u, gj> 8jj =

I
i > Y <u, gi>2.
i=1

Portanto

Por outro lado, se {gy, ..., g¢} & base de V, entdo:

T r
= Z <u, gi> gj. Daf fuy? = Z <u, gi>%
i=1 i=1

18. Achar a projegio ortogonal de (1, 1, 1, 1) € R* sobre o sub-espago W = [(1, 1, 0, 0),
0,0, 1, 1.

Solucio
Notemos que os geradores de W sdo vetores linearmente independentes e sio ortogonais

entre si. Entdo para determinar uma base ortonormal de W basta dividir cada um dos seus

186

, gr} um conjunto ortonormal de vetores de um espaco euclidiano V.

20.

21.

,1,0.0 g ~0.0.LD ¢ uma base ortonormal
Jz BT 3 |

de W. Entfo a projegio p de u = (1,1, 1, 1) sobre W é:

2 /1 1 2 11
p=<u,g >+ <u g > =—— —,———,0,0) +———(0 0—.,—\=
ﬁ(ﬁ V2 V2 NN

=(1,1,1,1). Assim p = u, isto §,u €W.De fatou=(1,1,0,0) + (0,0, 1, 1).

vetores pela sua norma. Assim<g, =

. Determinar a projegdo ortogonal de f(t) = 2t — 1 € P, (R) sobre o sub-espago U = [t],

1
em relagdo ao praduto interno dado por <f(t), g()> = go f(t)g(t)dt.

Solucio

1
Iith=/ So tzdt=—\—}_3—. Logo {/3t} é uma base ortonormal de U. Portanto a pro-

jegdo procurada é:

1 1
p=<2t-1,3t>3t= ([ VAtet-Dnat) vat=v3.

. \/-§t=‘%‘t.

Seja V um espago vetorial euchdlano de dimensdo finita. S¢ W € um sub-espago vetorial
de V, mostrar que W-= wht,

Solugdo

Mostremos primeiro que W C WHL Se u €W, entdo: <u,v>=0, veE WL, Portanto
ue W ) Por outro lado lembrando que V é a soma direta de cada um dos seus sub-
-espagos com o respectivo complemento ortogonal (proposi¢do §) temos:

dimW + dim Wl =dimVe
dim W! + dim (WH! = dim V.
Entio dim W = dim (W)L Juntando as duas conclusdes obtidas temos W = (Wl)l.

Sejam Ue V sub-espagos de um espago euclidiano W de dimensdo finita. Provar que
U+ V=Utnvh

Solugio

(@ Sejaw e U+ V)J', entio w é ortogonal a todo vetor u + v € U + V. Como
UcCcU+VeVcU+ YV, entdo w é ortogonal a todo vetor u € U e a todo vetor
v €YV, ou seja, welUlewe Vi Logo wetlnvh
(b) Seja w € Ul n V& Entdo w é ortogonal a todo vetor de U e de V. Dado entdo
u+veU + YV, temos:
<w,u +v>=<w,u> + <w,v>=0+0=0.
Portanto w € (U +V)t.
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1 v3i oV 3
22. Provarque T € L(IR?) definida por T(x,y) = <7x - ———2— 2 2y ¢ uma isome-
tria.
Solucio

Basta mostrar que T conserva as normas:
V3 2 V3 1 2
- —5y + \—5—x+—5vy =

2
TG, I 5 5 5

1l
—~
Nl —
"

12,3 2 V3 3. 2,1 2 3 -
= TX -+ TY — —2—xy +'—4TX + 7 y© o+ p) Xy
=% +y? = Ix, IP, ¥, y) € R%

23. Mostrar que o operador linear T do R® dado por:

T, y, Z)=<_1_X+Ly ., 1, 2 1 .1

1 1
y +— <=z
V3 NG NN N/IAENE) NG V2 )
¢ uma isometria nesse espago euclidiano

Solucdo
1 1 1 2 1 2 2
TGy, 0 = [ —=x +—y —— —=X-——y ) +
Go ) (\/? \/E N/} ) <\/3 NG )

Ly Ly L, 1 PO SN % S SRR S
NN \/7 6 2 Wi V6 V3
1
LN AL COE R N N SN vz =

1,4y 2 b
3 6 3\/7 3 6 2 32 \/K ﬁ

=x +y? + 2% =%, v, 2%

+

24. Seja T uma isometria de um espago euclidiano V. Mostrar que T conserva o cosseno do
ingulo entre dois vetores ndo nulos de V.

Solucio ‘
Sejam u e v os vetores, Como T conserva as normas ¢ conserva o produto interno, entdo:

<u,v> _ <T), T{v)>

fail v IT @I IT M
O primeiro membro é o cosseno do dngulo entre u e v, ao passo que o segundo membro
¢ o cosseno do angulo entre T(u) e T(v).

25. Para que valores de n, m € IR o operador linear T do R definido por T(x, y, z) =

vZ

2 . .
= <x, my + -\/2—_2, ny + —2—z> ¢ uma isometria?
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26.

Solucio

2 \2 7 \2
1T, y, Z)||2=x2+<my+\[T—z) + <ny+_‘/2:2> =x? 4 m2y? +%zz +
+ /2 myz + n’y? +T’1)._Z2 +\/7nYz=x2+(m2+n2)y2+zz+(\/2—m+ﬂn)yz=

=x% 4 y? +z2,¥(x, y,z) e R3

[emm———
m?+n?=1 1 1
> > m=* e n=F¥ .
m +n =0 V2 N3
2 2 2 2
Logo T(x, y, 2) = <x,i \/2_y+§z,$ ‘/2_y +§z)_

Se Ty e T, sdo isometrias num espago euclidiano V, mostrar que Ty O T, também 0 é. Se T
€ uma isometria em V, provar que T-! também é uma isometria em V.

Solucdo
(I) J4 sabemos que se Ty e T, € L(V), entdo Ty 0 T, também pertence. Por outro lado
Ty o Ta il = ITy (T2 @)l = T, I = luli, Mu eV,
pois tanto Ty como T, conservam as normas. Logo Ty o T, ¢ isometria.
(1) J4 vimos que uma isometria é um isomorfismo. Logo existe T~1. Além disso:
IT i = <T@, T > = <T@ W), TT1w)> = <I@, Iw> =
= lhu)i®.
Logo IT )l = jlul, Yu & V. Portanto T~1¢ também uma isometria em V.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1.

Considere no R? o produto interno dado por <u, v> = x;3y; + 2X3¥2 — X1¥3 — X3¥1
para todo par de vetores u = (x;, x2) ev = (yy, y3) de R?,

a) Determinar m a fim de que os vetores (1 + m, 2) e (3, m — 1) sejam ortogonais.
b) Determinar todos os vetores do R? ortogonais a (2, 1).

¢) Determinar todos os \}etores (m, m — 1) de norma igual a 1.

. Determinar todos os vetores do IR? de norma igual a 2 que sejam ortogonais simultanea-

mentea(2,1,2) e(—1,3,4).

. Determinar uma base ortonormal de cada um dos seguintes sub-espagos do IR? utilizando

o processo de Gram-Schmidt:

a) W =1[(1,1,0,0), (0,1,2,0), (0,0,3,4)].
b) W =1(2,0,0,0), (1,3,3,0, (3,-3,- 3,0
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10.

11.

12.

13.

14.
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Determinar uma base ortonormal do sub-espago W de IR® dado por W = {x, v, 2) €
eR3|x - y = 0}.

Considere a seguinte transformacdo linear do R3*noIR2: F(x,y,2) = (x -y —2,
2z — x). Determine uma base ortonormal de Ker(F).

Seja {g1, ..., gn} um subconjunto de um espago euclidiano V cujos vetores sfo
2 n

ortogonais dois a dois. Prove que Z gi = Z ||gil|2 (teorema de Pitigoras
i=1 i=1

generalizado).
1
Em P, (R) com o produto interno definido por: <f(t), g(t)> = fo f(t)g(t)dt

a) Ortonormalizar a base {1,1 + t, 2t%};
b) Achar o complemento ortogonal do sub-espacoW = [5,1 + t].

Determinar uma base ortonormal de W e uma base ortonormal de WJ', onde W é o sub-
espago de IR? dadopor W = {(x,y,z, 0 :x +y = 0e2x +z = y}|.

Determinar um vetor unitrio do R® que seja ortogonal a todos os vetores do sub-espago
w=I(1,2,-1),(-1,0,2)]

Determinar a projecdo ortogonal do vetor (1, 1, 0, —1) € R* sobre o sub-espago
W={xyzt)eR lx-y—z=0ez-2t=0}

Provar que os vetores 1,te t — —;— de P, (IR) sdo dois a dois ortogonais em relagdo ao pro-

duto interno dado por:

1
<f(t), g()> = f_l f(t)g(tdt.

Determinar uma base ortonormal do sub-espago W = [(1, 1, 1), (1, -2, 3)] do R® em
relagdio ao produto interno dado por:

<u, V> = X3¥1 + 2X3Y2 + X3¥3,
para todo par de vetores u = (xy, X2, X3) e v = (y1, y2, ¥3) do RS,

Determinar um polinémio de grau 3 em P4(IR) que seja ortogonala 1, te t? com relagdo
ao produto interno definido no inicio deste capitulo como exemplo 2.

Sejam u e v dois vetores linearmente independentes do IR3. Mostrar que existem dois,
e apenas dois, vetores de norma igual a 1 que sdo ortogonais simultaneamente a u e v.

15.

17.

18.

19.

*20.

21.

22.

23.

*24.

Sejam Ue V sub-espagos vetoriais de um espago euchdlano de dimensfo finita. Provar
que (U N V) U + V

. Seja W um sub—espago de um espago euchdlano de dimensdo finita V. Para todo vE YV,

sejav=w+w comweWew € WL, Mostrar que a aplica¢do T: V = V dada por:
T(v) = w — w' §é linear e tem a seguinte propriedade <u, TV)> = <T(v), u>,
Yu,veV,

Seja {g1, g2, g3} uma base ortonormal do R®. Para todo u €IR® definem-se os co-senos

N <u, g1> <u, g2>
diretores de u em relagdo a base dada por cosa = W‘F{l—’ cosf = —Hag—"?'——
<u >
cosy = |’] ug“3 . Provar que:

a) u = |ull({cos @)gy + (cos B)ga + (cosy)eg3);
b) cos? a + cos2B + cos? v =1.

Seja V um espago euclidiano. Se T: V — V é uma transformagdo linear que conserva
o produto intemo, prove que T é uma isometria. (Veja a proposi¢do 7.)
Considere os seguintes vetores do R:u= 2,2, 2)ev=1(33 1.

a) Determinar dois vetores v; e vy tais que v = vy + vp; vy é ortogonal a u e
= au (A € R);

b) Sew = (-5, 1, —1) decompor v em uma parcela de W = [u, w] e uma parcela
de WJ';

c) Determinar uma base ortonormal de W.

Seja V um espago euclidiano. Se u € V, W = [u]l e E é a transformagdo linear que
associa a cada vetor de V sua projecdo ortogonal sobre W, mostre que:

v — EMI < v —wl, VveEVe Vwe W
Interpretar geometricamente esse resultado.
Seja V um espaco euclidiano de dimensdo finita e seja E a projegdo ortogonal de V
sobre o sub-espago W de V. Mostrar que o operador linear E tem a seguinte proprie-
dade: <E@), v> = <u, E™>, Yu, ve V.

Determine m € R a fim de que o seguinte operador linear do IR3 seja uma isometria:

V2R AR UV S S O
Foy. <f+fy RN ARbv f)

Determinar uma matriz ortogonal (AIt =AY cuja primeira linha seja (—%—, —g—)

Mostrar que a matriz de mudanga de base entre duas bases ortonormais de um espago
euclidiano de dimensdo finita é uma matriz ortogonal.
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25. Mostre que (I, — A) (I, + A)* é uma matriz ortogonal, onde A = < 0 5>
. -5 0

*26. No espaco vetorial V = M, (R) consideremos o produto interno definido por < A,B> =
= tr (ABt). Dada uma matriz M € V, seja Ty V = V o operador linear definido por

TpX) = MX, ¥ X € V. Mostre que Ty € uma isometria se, e somente se, M é umarmatriz
ortogonal.

27. Determine a isometria do [R3 cuja matriz em relacdo i base candnica &

IR T
2 V2

o 0 1
X y oz

Obs.: x, y e z devem ser determinados numericamente.

*28. Seja V um espaco euclidiano de dimenséo finita. Sendo U um subespaco vetorial de V, indi-
quemos por E : V - U a projecfio ortogonal de V sobre U. Provar que E é sobrejetora, isto
¢, Im(E) = U. :

5. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

Definigio 8 — Seja V um espaco vetorial euclidiano. Um operador A € I(V)
se diz auto-adjunto se

<A(u), v> = <u, A(v)>

para quaisquer u, vE V.,

Se a dimensdo de V ¢ finita os operadores auto-adjuntos admitem uma caracte-
rizagdo matricial bastante simples, como veremos a seguir.

Proposicio 9 — Seja V um espaco euclidiano de dimensdo finita. Entdo, um
operador A € L(V) é auto-adjunto se, e somente se, a matriz de A em relagdo a uma
base ortonormal de V & simétrica.
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Demonstragio

(——>) SejaB={g:, g, -.,8n} uma base ortonormal de V. Por hipote-

se
<A(g), 8> = <g;, Alg)>

para quaisquer i,j (1 < i,j < n). Masse amatriz de A emrelagdoaBé(A)g = (a;),
entao

n n
Ag) = D agy e Algy) = > 34i8¢
k=1 t=1
G,j=1,2,...,n),edaf
n n
< Z akigk, &~ = <& Z atjg >
k=1 t=1
Donde
n n
Z akidkj = Z ayd it
k=1 t=1

e portanto aj; = ajj (i,j = 1,2,...,n)e(A)g € simétrica.

(&) SejaB= {g;, &, - ., gn fuma base ortonormal de V e admita-

mos que (A)g = (a;;) ¢ simétrica. Entdo, como
n n
<A(gy),gj> = < akigk, 8§~ = Z ag;dkj = aj e, analogamente,
k=1 k=1
<gi, Agj)> = ayj,
obtemos que
<A(gi), g;> = <gi,Agj)>

para quaisquer g;, gj €B. Considerando entdo vetores genéricos u, v eV,

n n
u= Z agiev = Z Bjgj, teremos
i=1 j=1
n n n n
<A@,Y> = < ), oiA@), D Bigi> = 2 D i <AG), g;> =
i=1 j=1 i=1 j=1

NGE

n
= Z aifj <gi, A(gj)> = <u, A(v)>.
1 j=1

1
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Nota: Seja V um espago euclidiano de dimensdo finita. Se A, e A, sdo operadores
auto-adjuntos de V, entdo A, + A, também ¢ auto-adjunto pois

<(A, + Az)(w), v> = <A;(u) + Ay(u), v> = <Ay(u), v> + <Ay(w), v> =
= <u, AI(V)> + <u, A2(V)> = <u, AI(V) + Az(V)> = <u, (Al + Az)(V)>

E fécil ainda mostrar que se A é auto-adjunto e « € IR, ¢ A ¢ também auto-adjunto.
Logo o conjunto dos operadores auto-adjuntos de V é um sub-espago vetorial de
L(V).
Fixemos entdo uma base ortonormal B do espago V e consideremos a aplica-
¢io
A ~>(A)y

que a cada operador auto-adjunto AEL(V) associa sua matriz relativamente 4 base
B. E claro que se trata de uma transformago linear e injetora. Levando em conta a
proposi¢ao 9 podemos afirmar mais: é um isomorfismo do espago dos operadores
auto-adjuntos no espago das matrizes simétricas de ordem n(n = dim V) sobre IR.

Logo os operadores auto-adjuntos sobre espagos euclidianos podem sempre
ser identificados com matrizes simétricas reais.

Exemplo — O exemplo que apresentaremos mostra que a hipétese de que a
base B na proposi¢do 9 seja ortonormal é imprescindivel. No espaco IR? considere-
mos o produto interno usual e seja T EL (IR?) definido por

T(x,y,z) = (2x +2z,x +z,x +2).

A matriz de T em relagfio 2 base B = {(1, 1, 0); (1, 0, 0); (0,0, 1} (ndo orto-
normal) é

_ 11 1
M= {1 1 1
11 1

simétrica. Mas T ndo ¢ auto-adjunto pois <T(1, 0, 0); (0, 1, 0)> = <(2, 1, 1);
(0,1,0)> = 1 ao passo que

<(1,0,0); T(0, 1,0)> = <(1,0, 0);(0,0,0)> = 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja H um sub-espaco vetorial do espago euclidiano V. Entio cada vEV se expressa, de
uma Gnica maneira, como

v=nh +t
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onde heH e te H'. Considere a aplicagdo A: V ~ V definida por
A(v) = h — t,qualquer veV.
a) Mostrar que A ¢ linear e é auto-adjunto.

b) SeV = IR3,como produto interno usual,e H = [(1, 1, 0)], achar a matriz de A relativad
base usual do R,

2. Seja V um espago euclidiano de dimensio finita. Mostrar que duas quaisquer das proprieda-
des a seguir de um operador A €L(V) implicam a restante:

a) A ¢ auto-adjunto
b) A é uma isometria
0 A?=1

3. Seja TEL(V) um automorfismo. Se T & auto-adjunto, mostrar que T~! também o é.

4. Seja A um operador auto-adjunto de um espago euclidiano V. Se H € um sub-espaco vetorial
de V com a propriedade

ueH -~ A(w)eH

mostrar que H‘L tem também essa propriedade.

5. Seja T um operador auto-adjunto de um espago euclidiano V. Se <T(w),u> = 0, para todo
u€V, mostrar que T = 0.

6. Sejam T, SE€L(V) operadores auto-adjuntos. Mostrar que: T O S é auto-adjunto se, e so-
mente se, TOS = SOT.

6. ESPACOS HERMITIANOS

Indicaremos brevemente como os conceitos apresentados nos §§ 1 — 5§ se
apresentam em um espago vetorial sobre o corpo € dos nimeros complexos.

Seja V um espago vetorial sobre C. Um produto interno sobre V é uma
aplicaco
(u, v) » <u, v>
de VX V em C, para a qual se verificam as seguintes condi¢Ges:
(a) <uy + uy, v> = <uy, v> + <up, V>, MUy, Uy, vEYV,
(b) <au, v>=a<u, v>, Ya €€ ¢ Yy veV;
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(©) <u, v> =<, u>, Yy, vEV;
(d) Para todo uEV, u+#o0, <u, u> é um nimero real maior que zero.

Exemplo — Seja V = C", Se u = (X1, oo Xp) e v=(y1, Y2, ..., ¥pn)
indicam vetores quaisquer de C", entdo a aplicagio dada por:

(U, V)l—) <u, v> = le—l + ... + Xnyn

define o chamado produto interno usual de C®, Verifiquemos as condicdes (c) e
(d) da definicdo ‘

(© <L u>=yX +... * Xy =y1%1 + ... + Yo%y =
=YXt oo Xn¥n =T+ X = <y, V.
(d) Se u # o, entdo um dos x; pelo menos nio é igual a zero. Logo:
<> =X AT = P+ x>0,

Queremos registrar que os conceitos fundamentais introduzidos nos espacos
euclidianos (norma, distdncia, ortogonalidade, base ortonormal, complemento
ortogonal e isometria) sio definidos do mesmo modo num espago vetorial sobre C
com produto interno. E resultados importantes obtidos, como a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, as propriedades da métrica induzida pela norma, o teorema
de Gram-Schmidt e a proposi¢do 7, também s3o vélidos neste caso. Apenas as
demonstragBes teriam que ser ligeiramente mudadas.

Um espago vetorial complexo com produto interno é também chamado de
Espaco Hermitiano.
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capiTuLo 7

Determinantes

1. PERMUTACOES

Seja n > 1 um namero natural. Consideremos o conjunto N, = {1,...,n}.

‘Definicio 1 — Toda aplicagdo bijetora ¢: Ny - Ny, chamase permutagdo
do conjunto Np. :

Se 0 e ¢ sdo permutagdes de N ,entdo 0 0 9: N -> N, também é uma permuta-
¢do. A aplicagdo idéntica de N (indicaremos por id) ¢ obviame’nte’uma permuta-
¢do. Além disso, a inversa ¢~' de uma permutagio ¢ de N, também ¢ uma permuta-
¢dode N,.

thagﬁo: indicaremos abreviadamente uma permutagdo ¢ de Nj por

_ 1 2 ... n
°” (0(1) o) ... o(n)) '
Exemplos

1) Se n = 2, existem duas (= 2!) permutagdes do conjunto N, = {1, 2}

que sdo
. 1 2 _ 1 2
4=\ 2 T \2 1

2) Existem 6(= 3!) permutagbes de Ny = {1, 2, 3}. S@o elas:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 <1 2 3)
(123>’<213>’<231>’ 1 3 2/°
1 2 3 1 2 3)
<3 1 2)’ (3 2 1/

3) Existem 24(= 4!) permuta¢Bes de N,. Escreva-as como exercicio.

197




Defini¢io 2 — Consideremos uma permutago
1 2 ... n
0 st
o(1) ¢(2) ... a(m)
de N,. Seja r o nimero de pares ordenados (i, j) com 1 < i < j < n tais que

o(i) > o(j). Chama-se sinal da permutagido o o nimero inteiro representado por
sgn(o), que é

sgn(o) = 1,ser é par
sgn(o) = —1, se r é fmpar.
Exemplos

1 2 3
1) Seja o= )
3 <3 1 2>

Os pares (i, j) com 1 <i<j<3e o) > o(j)sdo(1,2)e(l,3);logo 1= 2

' e sgn(o) = 1.
3
e

. 1 2
2) Seja o =
) Sej <1 3
O tnico par (i, j) com 1 <i<j<3 e a@) > o(j) é (2,3). Entio r = 1
e sgn(o) = —1.
1 2
3) Tomemos ¢ = 3 >
' ) 31 2 4
Neste caso os pares (i,j) com 1 <i<j<5e0(i)>o0() sdo(1,2),(1,3)e
4, 5);logo r = 3 e sgn(o) = —1.

4
5

Definicdo 3 — Uma permutagio ¢ € par (respectivamente, impar) se
sgn(0) = 1 (respectivamente, sgn (o) = —1).

Definicio 4 — Chama-se fransposicdo uma permutacio T em que existe
apenas um par (i, j) de maneira que i <je T (i) > T (j) e que deixa os demais
elementos fixos, isto é, T (k) = k, k # i, j. Esta transposi¢fo ¢ indicada por (i j).

Exemplos
(1 2 . :
’ 1 (@uii=1 e j=2)
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3 4 5 6

<1 2 3 (aqui i = 2 i = 3)
«(aquii = e j=3)
1 3 2 q !

2

2 6 4 5 3

) (neste exemploi =3 e j = 6).

Nota: As transposi¢es sio permutagGes fmpares muito simples pois n — 2 ele-
mentos de N = {1, ..., n} sdo inalterados por elas e, logicamente, os outros
dois sfo invertidos ou transpostos.

As transposigBes sfo importantes devido ao seguinte teorema, cuja demons-
tragdo omitiremos.

Teorema 1 — Toda permutagio ¢ do conjunto Ny, pode fatorar-se na forma
0= T, 0 T0...0 Tgonde {;sdo transposicdes. Se ¢ = Zl'o Zz'o -
o T é outra decomposicdo de o em transposi¢Oes, entdo s e t sdo ambos pares
ou ambos impares. Além disso, sgn(o) = (—1)°.

Decorre desse teorema que sgn(o© ¢) = sgn(o) sgn(y), onde o e ¢ 530
permutagBes quaisquer do conjunto Ny. Em particular para toda transposi¢do T,
sgn(0© T ) = —sgn(0). A verificagdo destas férmulas é uma tarefa para o leitor.

2. DETERMINANTES

Seja A = (a;) uma matriz real de ordem n. Consideremos um produto da

forma
a10(1) 326(2) * - -+ * 3ng(n)

onde o é uma permutagio do conjunto Nj. Nesse produto aparece apenas um
elemento de cada linha de A (pois os primeiros fndices ndo se repetem) e apenas
um elemento de cada coluna de A (pois os segundos indices também ndo se
repetem, j4 que ¢ é bijetora). Vamos multiplicar esse produto pelo sinal de o que
é1ou-—1:

Sgﬂ(a)am(l) ag(2) * --- * Ane(n)
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Finalmente somemos todos os niimeros assim obtidos, de maneira que o percorra
O conjunto de todas as permutagBes de N,. Teremos portanto n! parcelas na
somatéria

Z ngi(a)alo(l) 220(2) * -+ * Ayg(n)-

[

Definicdo 5 — Chama<e determinante da matriz A de ordem n 0 nimero

real
det(A) = > sgn(0)aro(1)aze) * - - - * ang(n)-
g
Exemplos
1) Se A = (ay,), entdd det(A) = a,,.
a
2DSeja A= (1 ) em(R)
21 Ay
As permutagSes do conjunto {1, 2} e seus sinais sdo
. 1 2 ) 1 2
id= <1 2) (sinal 1) e o = <2 1> (sinal —1)

Logo det(A) = a;3a,, — ajya,,.
A1 2 a3
3) Seja A= a1 azy azz & M3(]R)-

431 az; 2z

As permutagGes do conjunto {1, 2, 3} e respectivos sinais sio

1 3 1 2 3

(1 3) tn (1 3 2> =1
G i) |
) | (+1) <3
3 1
2> ¢ <2

=N W N NN
NN N
— W
Se—"
T
—
~

Logo
det(A) = 23185853 + 212385 + 2138185 — 2530383 — 2338383 —

— 232333333

Notemos que como o nlmero de parcelas de det(A) é n!, entdo o célculo
de determinantes através da defini¢do se torna trabalhoso em demasia para n > 3.
Mas em certos casos, como no exemplo seguinte, o problema é relativamente
simples.

4) Seja A = (aj;) uma matriz de ordem n em que aj; = 0, sempre que i # j.

Mostremos que neste caso det(A) = a;;85; ... ay,. De fato, temos:
ag 0 .. 0
A= 0 :%%) 0
0 0 ... agy

Examinemos cada parcela que figura na expressao de det(A). Para ¢ = id, temos
sgn (id) = 1 e portanto aparece a parcela a;128yy ... apy. Se o # id, existe i EN,
tal-que o(i) # 1i;logo na parcela definida por ¢ aparece o elemento ag(i) que ndo
pertence 2 diagonal principal de A, o que significa que a;5(1)32g(2) - - - 3ig(j) - - -
ay0(n) = 0. Assim, as parcelas correspondentes aos ¢ # id sdo nulas e o deter-
minante se reduz a

det(A) = ajay + ...« ag,.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcular sgn(0) nos seguintes casos:

1 2 3 4 1 2 3 4
(@) (b)

4 3 2 1 2 1 4 3

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6
©) (@

2 3 4 5 1 4 5 6 1 2 3
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3. PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

2. Calcular det(A) nos seguintes casos:

1 1\~
- 4 1 :
@ A= <2 3> (b) A= < ) E - Seja A = (a;) uma matriz de ordem n. A linha j-¢sima da matriz A 6
20 = A®) = (aj; 3j; ... ajn) que indicaremos apenas por AJ, para facilitar a notagfo.
13 1 1 2 1 Entfo a matriz A pode ser representada pela seqiiéncia de vetores-linha
© A= 2 1 0 @Aa={2 1 3
01 1 1 0 1 Al
1 00 0 1 00 0 A?
32 0 0 A=
© A= _ ®ac |0 300
1 1 4 0 0 0 4 o AR
4 0 1-1 0 0 0 2 _ . Y
Isso nos permite pensar no determinante como uma fun¢fo de n varidveis A’,
2 n 5, n.
3. Calcular det(A) (A € IR): A%, ..., AR que sfo vetores do R™:
1—2a 1 2 -2 3 4 Al
(@ A= . 1o ®) A= 1 1-2 2 3 AZ
0 0 2-2a ] det(A) = det | -

An

4. Determinar os valores reais ou complexos de A de modo que det(A) = 0 no exercicio 3

2 3 4
: 5.8ja A=[1 1 2 ] Nota: Podemos também pensar no determinante como uma funcgo das n colunas.
0 0 2 ; A, ..., A, de A. Conforme veremos na proposi¢do Ps, tanto faz pensar em
termos de linhas como de colunas. Em razdo da definicdo que demos de deter-

minante, vamos trabalhar sempre com as linhas, até que se estabeleca a propriedade
P;. Daf para a frente, cada propriedade enunciada em termos de linhas tem uma

correspondente para colunas e vice-versa.

Calcular det(A — Al3) e, a segui indmi P! obti
: ’ guir, no polindmio p(A) ob i
" iz D(A). (D) tido, substitua A por A, obtendo

6. Amplie as idéias usadas no exemplo 4 deste pardgrafo para provar o seguinte: se A = (aij)

¢ uma matriz em que ajj = 0, todas as vezes que i < j, entdo
P,. A fung¢fo determinante é linear em cada uma das varidveis Al, A%, L AT,

3
x

det (A) = a1 ¢+ ...« apy.
isto é:
1 A2 i i ny
7. Escrever todos os produtos 00yonde Oe @sio permutacdes de ' : (a) det (A ’? ’ 2 oA +iA T ’nA )_ ( 1 A2 i n)
] =det(Al, A%, ..., AL ... AM) +det(A!, A%, ..., AL ..., AT
3 N, b) N, (b) det(A!, A2, ..., AAL ..., A™) = ndet(Al,..., AL ..., A")

paratodol < i < netodo A€IR.
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Prova — Esta propriedade decorre de que em cada uma das parcelas de

det(A) = Z sgn(0)ae(1) . - - Ang(n) aparece um e apenas um elemento de
~ ,

cada linha. =
Exemplos _
x+1 y—-1 2z-3 Xy z 1 -1-3
1) det 1 0 2 =det{ 1 0 2 |+det{1 0 2
2 2 1 2 21 2 2 1

devido ao fato de que determinante é uma fungdo linear na primeira
varidvel A', que neste caso é A'=(x+ 1,y -1,z -3)=(x,y,2) +
+(1, -1, -3).

3 2\ A 3 2
2) det 1 3 2 = Adet 1 3 2 } ,devido
4 -1 1 4 -1

ao fato de determinante ser linear na primeira linha que é A' = (37, 2\,\) =
= A3, 2, 1).

Xx+2y 1+t x 1 x 1
3) det = det + det
2y t 2y t
+ det + det =x —2tx + y — Syt
x 2 3y —t

Explique como chegamos a este resultado.

Se A = (A', A?, ..., A™) ¢ uma matriz de ordem n e se Al =A¥, com
j < k entdo det(A) = 0.

Prova — Sera feita no apéndice ao fim deste capitulo. m /

Dada uma matriz A de ordem n suponhamos que B é a matriz obtida da
seguinte maneira:

B=(AY, ..., Al ..., AL ..., A™), sendo que
A=(AL . AL AL AY),
Entdo det(B) = —det(A).

P,.

Ps.

Cdet(Al, ..., Al ...

Prova — De fato, det(A!, ..., Al + Al ... AL+ Al ... AM) =0, pois,

hd duas linhas iguais (i e j). Entfo, pela linearidade em cada varidvel,
0=det(A,..., AT+ Al .. AT+ A, AM)=
=det(Al, ..., AL ..., AL ... A"+

+det(Al, ..., A .. AL L AM) +
+det(Al, ..., A}, ... AL ..., AM) 4+
+det(AY, ..., AL, ..., Al ..., AD).

Pela propriedade (P,),

det(Al, ..., AL ... AL .. AM) =det(Al,... Al ...

Logo

JAL L. A =0.

JAL L AD) = —det(AL ..., AL .. AS ... AD). =

Nota: A propriedade Py costuma ser assim enunciada: se trocamos entre si
duas linhas de uma matriz A, o determinante muda de sinal. Decorre dai
(n@o faremos a demonstra¢do) que se o é uma permutacdo das linhas de
A= (A', ..., A"), entdo

det(A°W, . AM) = gn(g)det(Al, ..., AD).

Sugestdo para o leitor fazer a demonstra¢fo: usar o teorema 1.

Seja A = (A', ..., A™). Entdo vale sempre a igualdade:
det(A) = det(Al, ..., A") = det(A},..., Al +

n
+ > oAk, L AD), Vo €ER,

laali o
-

4i
A prova decorre de P, e P,; fica como exercicio.

-

Det(A) = det(A"), para toda matriz A de ordem n.

Prova — Fica como exercicio.

Nota: A propriedade Ps permite estender as propriedades das linhas de A
as colunas de A, Por exemplo, se duas colunas de A sdo iguais entdo det A=0.
Escreva as propriedades Py, P,, Py ¢ P, em termos de colunas, como
exercicio.
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Exemplo

O exemplo a seguir mostra como a propriedade P, para colunas pode ajudar
no cdlculo de um determinante. Seja

1 5 2 1

3 4 2 0
A=

1 2 1 2

6 3 1 3

Somando 4 segunda a primeira coluna, multiplicada por —5, obtemos a
matriz '

i 0 2 1
3-11 2 0
1 -3 1 2
0O 3 1 3

que tem o mesmo determinante que A (mas nfo é A). Em seguida substi-
tufmos a terceira coluna pela diferenca entre a terceira e o dobro da primeira
coluna desta Gltima matriz:

1 0 0 1
3-11 -4 0
1 -3 -1 2
0O 3 1 3

Substituindo nesta Gltima matriz sua quarta coluna pela diferenga entre ela
prépria e a primeira coluna:

1.0 0 O
3-11 -4 -3
1 -3 -1 1
0 3 1 3

—4
—— € somamos com a

Em seguida multiplicamos a segunda coluna por 11

terceira coluna e depois multiplicamos a segunda coluna por {1 © somamos

i quarta coluna:

3-11 0 0
1

20

1 =3 7 17
1 24

0 3 -7 11

1 -3 1T 0
-1
0 3 1 4
e pelo exercicio 6 acima det A = —4.
EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Provar que se A = (Ay, ..., Ap e A, ..., Ag € IR, entdo det(; Ay, ..., ApAp) =
= N v ... Apdet(A).
2. Sem célculo, provar que a matriz
3 -6 x
1 -2 vy
2 -4 z

tem determinante igual a zero quaisquer que sejam X, y, z € R.

. Seja A uma ;natriz de ordem 3. Provar diretamente que det(A) = det(AY).

. Compare det(Ay, ..., Ap) e det(Ag; Ay + Ag, Ay + A, ..., A1 + Ap).
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5. Seja A uma matriz de ordem n tal que A + A! = Q. Provar que det(A) = (— 1)™det(A).
Que acontece se n é impar?

a

6. Seja A= | 2 | (bb...Db). Quanto ¢ det(A)?

7. Provar que

1 a® a8 be a a®
det 1 v® b =det| ca b b2
1 & &3 ab ¢ o2

usando as propriedades Py ¢ Ps.
8. Seja A = (Ay, Ay, Ay) uma matriz de ordem 3. SejaB = (A; — Ay — Az, Ay — Ay — Ag,
Ag — Ay — Aj). Provar que det(B) = — 4 det A.

9. Provar que det(A) = 0 sendo

1 cosa cos2a
A= cosa cos2a cos3a

cos2a cos 3a cos4a

4. COFATORES

Tomemos a matriz
a3y a2 33
Q1 8y Ay
431 dxp;  dg

. Seu determinante é dado pela soma das seis parcelas 5g1(0) a16(1) 226(2) 230(3) -
Existem duas permutacSes que levam 1 em 2: (3 direita, estd o seu sinal)

1 2 3 1 2 3
—1) e
2 1 3 (-1 s 3 1 +1).
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Na expressdo do determinante de A agrupemos os termos que contém aj;:
—a35831833 + 2j28)385. Analogamente existem duas permutacSes que levam
2 em 2: ‘

1 2 3 1 2 3

1 2 3 (+1) e 321("1)

a primeira par e a segunda impar. Agrupemos os termos correspondentes:
a,1822233 — 31332223 . Existem finalmente duas permutacSes que levam 3 em 2:

1 2 3 1 2 3
—-1) e +1
1 3 2 =D 31 2 D

a primeira impar e a segunda par, cujos termos correspondentes s0: —ay; 23325 +
+ ajzagay.

Assim
det(A) = (—apaya; + apasay) + (B335 — A3883) +
+ (21322123 — 23112383) = a1(221833 — 23331) +
+ 23 (811333 — 213331) + a3 (2138 — 211853) =
= apAp + apAyn + aznAy,
com a definicdo evidente de Ay, Ay € Agyy.

Observemos que

A1 23 a1 3
A12 = —det ) A22 = det
a3 a33 a3 433
ap; dg3
e Ay = —det
21 A3

s ‘
A expressio det(A) = Z aj3Ai; é o desenvolvimento de det(A) pela
i=1
segunda coluna. O que foi feito com respeito 4 segunda coluna também vale para
as duas outras, ou seja,

3
det(A) = Z arAix k=1,2,3)

i=1
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Nota: Tudo o que foi feito para as matrizes de ordem 3 vale para as matrizes de
ordem n. Para verificar tal afirma¢do seja A uma matriz de ordem n e fixemos um
indice j, 1 <j < n. As n! permutagGes do conjunto {1, 2,...,n} estdo repartidas
em n classes disjuntas Sy, ..., S,, onde S; consiste das permutagBes o tais que
o(i) = j. Além disso cada classe S; consiste do mesmo ntimero de permutagGes
que é (n — 1)!. Decorre dai que:

det(A) = Z sgn(o)aljazo(z) * ...t Apg(m) t

0ES

+ Z 5gn(0)316(1)22j836(3) * --+ * dng(n) T

0ES,

+ ...+ 2 sgn(0)aye(1)220(2) *

S _1,0(n-1) Wj =
UGSn

= alelj + aszzj + ...+ anjAnj

onde
Aj = z sg(0)aig(r) * - -+ * A1, g(i1)i+1,0(0+1) * - - - * no(n)
0ES|
i=1,2,...,n).
Portanto

.

H

L
det(A) = > aAy”  wj=1,...

i=1

Definicio 6 — O nimero real Aj; obtido segundo as consideragGes acima
chama-se cofator do elemento aj; da matriz A. Devemos notar que Ajj é o deter-

minante da matriz de ordem n — 1 obtida de A pela supressdo da linha i-6sima e
da coluna j-ésima, multiplicado por (—1)i*J,

() Este ¢ o desenvolvimento de det (A) pela coluna i-6sima. E possivel provar que det (A) =
= Z ariAri, para todo r tal que 1 <1 < n. E o desenvolvimento de det (A) pela

i=t
r-6sima linha. Para isto basta lembrar que det(A) = det (At).
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcular os cofatores de cada um dos termos da matriz

>

I
N O e
[
(S S I

2. Calcular o cofator do elemento x da matriz ‘

0 1 0 3
A= 1 2 1 1
2 1 0 O
3 x 2 1
3
3. Desenvolva pela primeira coluna (det(A) = Z aj1Aj1) e depois calcule o determinante
i=1
da matriz
3 4
1 1
2 0
4, Repetir o exercicio 3 com a matriz
2 1 3 0
1 2 1 0
6 0 2 1
3 1 1 4
5. Sejam A, B e C matrizes de ordem 2 e seja
AC
X= (-1~
0 | B

de ordem 4. Provar que det(X) = det(A)det(B). Este resultado vale para A,B, C € My(IR).
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5. ADJUNTA CLASSICA E INVERSA

Defini¢do 7 — Seja A = (a;j) uma matriz de ordem n e seja Ajj o cofator
de aj;. Chama=se adjunta cldssica (ou simplesmente adjunta) de A a matriz

All A21 PECERY Anl
A12 .A22 e s An2

...................

Ain A ... Ay

Calculemos o produto (AdjA)A. O elemento de posigio (i, j) nesse pro-

n
duto é Z Agjagj e este nimero ¢ igual a §;;det(A). De fato, para i = j essa
k=1
n
soma vale Z akjAxi que € o desenvolvimento de det(A) pela coluna i-ésima.
k=1
Para i # j é o desenvolvimento pela coluna.i-ésima do determinante da matriz A’ =
=(Ag, ..., Aj, ..., Ay, ..., Ay), com as colunas i e j iguais, e portanto vale zero.
Entdo (Adj A)A = (det (A))I,. Se considerarmos o desenvolvimento de det (A) por
meio de uma de suas linhas chegaremos a que A (Adj A) = (det (A))I,.

Portanto vale sempre a igualdade:

det(A)
A(AdjA) = (AdjA)A

det(A). =
" det(A)

det (A) 1.
"1

= det(A)1,.

Relembremos: uma matriz A de ordem n § inversivel se, ¢ somente se, existe uma
matriz B, também de ordem n, de maneira que AB = BA = I,,. Entdo das consi-
deragBes que acabamos de fazer resulta a seguinte proposigio:

Proposi¢do 1 — Uma matriz quadrada A tal que det(A) # 0 é inversivel e
sua inversa é dada por:
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Al = adj A.

1
det(A)

)

cujo determinante é 1 X 7 — 1 X 2 = 5. Neste caso a adjunta de A é a matriz:

)

Exemplo — Seja

>
]

Temos

Logo

O teorema a seguir serd demonstrado em apéndice; sugerimos ao leitor que
faca sua demonstragdo quando A ¢ B tém ordem 2.

Teorema 2 — Sejam A e B matrizes de ordem n. Entdo det(AB) =
= det (A) det (B).

Coroldrio — Seja A uma matriz de ordem n, inversivel. Entdo:;
det(A) #0 e det(A™!) = (det (A))!.

Demonstragio — Por hipbtese existe uma matriz B de ordem n tal que
AB = BA = I,,. Logo det(AB) = det(A)det(B) = det(l,) = 1. Daf det(B) # 0

¢ det(B) = _detl(A) .
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6. REGRA DE CRAMER

Consideremos um sistema de Cramer sobre IR:
a3 Xy +apXy ...+ anx, = by
a1X1 + anX, ¥ ...+ anXy = by
amXy + agyXs + ...+ appXp = by
ou, equivalentemente,
AX =B

onde A = (aj;) é inversivel, X = (x;, %, ... xp)t e B = (b b, ... by)t. J4 vimos
no capitulo 1 que tais sistemas sdo compativeis determinados com solugdo dada
por X = A™'B. Levando em conta a proposi¢do 1 do pardgrafo precedente, temos:

1 .
X = d_etTAj (ad] A)B.

Este #ltimo resultado nos permite calcular explicitamente x,,

..., X,. Vejamos
€omo.

X1 Ay Ay ... Apy by

X2 _ 1 A Apn ... Ap b, _
det(A) | ...l .

Xq Ay Ay ... Ap b,

_ 1 j=t
~ det(A) 0 .
Z Ajnbj
j=t
n
O termo Z Aj1bj € o determinante da matriz
j=1
by ap ... ay
b a a
A, = 2 22 2n
bp  am ann
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n
desenvolvido pela sua primeira coluna. De um modo geral o termo Z Ajkbj
. j=1 :
k=1,2,...,n)¢éo0 desenvolvimento, pela coluna k-ésima, do determinante da
matriz

gy ces b1 ee.  Qn

a1 bz an
A =

ani bn ann

obtida de A pela substituigdo de sua k-ésima coluna por B. Temos entdo finalmente
det (Ay)
X T Tget(A) |
Esta férmula d4 a solugio de AX = B quando A ¢ inversivel e é conhecida
como regra de Cramer.

(k=1,2...,0)

Exemplo — Resolver o sistema

2x —y —2z=5
4x +y +2z=1
8 —y+ z=35
Neste caso
2 -1 -2
A=14 1 2] edet(a) =18
8 -1 1
Além disso
511 =2 2 Fs“:—z 2 -1 :“5“:
A=ttt 2}, =4t 2)ens=(a 11
P [
lsi_1 1 8 i5! 1 8 —1 !5
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1.

**2‘

*3.
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Calcular, se existir, a matriz inversa de A (usando sua adjunta) e use essa inversa para
resolver AX = B nos seguintes casos:

() ()

1 2 1 3
DA={11 0 1 B={ 1
2 1 0 2
1 1 2 0 4
0 2 0 1 3

c) A= B =
0 0 3 2 2
0O 0 0 4 1

Seja a matriz de ordem n + 1 (Vandermonde)
1 2 n-1 n

ap 3, ... 2, ag
2 n-1 n
1 a;  ay ceeoay ay
A=
1 ap an2 cee arfl'l arfl
a) Provar que det A = (aj — aj), onde o sfmbolo Tr significa
0<i<j<n 0<i<j<n

que devemos multiplicar todos os nfimeros aj — aj com os indices i e j satisfazendo
a condi¢do 0 < i < j < n. Por exemplo, o determinante de

1 a9 302
1 a al2 vale (a; — aj)(ay — ag)(a; — ag).

1 ap 3,22

b) Provar que se aj # ajparai # jentdo A ¢ inversfvel.

Seja
X vy z t
-y X -t z
A=
-z t X -y
-t -2 y X

uma matsiz de ordem 4, com Xx, y, z, t €IR. Calcular det A e provar que A € inversivel,
se a0 menos um dos 4 nimeros X, y, z ¢ t ndo for nulo.

7. DETERMINANTE DE UM OPERADOR LINEAR

Seja 'V um espago vetorial de dimensdo n. Se F: V - V é um operador
linear e B e C sd0 bases de V, sabemos que existe uma matriz inversivel M tal que
(e = M7 (F)zM. Logo

det((F)c) = det(M'(F)gM) = det (M~ !)det ((F)g ) det(M) =
= (det (M) 'detM)det((F)g) = det ((F)g).

Assim, embora a matriz de F dependa da base escolhida em V, todas as
matrizes que representam o mesmo operador F tém o mesmo determinante.

Definicdio 8 — Chama-se determinante de um operador linear F: V > V o
determinante da matriz de F em relagdo a uma base qualquer de V. Usaremos a
notagfo det(F) para indicd-lo.

As seguintes propriedades sdo imediatas:
(D Se F e G sdo operadores lineares de V, entdo
det(F 0 G) = det(F)det(G).
(D) det(I) = 1, se I indica a identidade de V.
(IID F: V —> V é um isomorfismo ‘se, ¢ somente se det(F) # 0.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja F: R > R® o operédor linear dado por F(1, 0) = (2, 1) e F(0, 1) = (3, 3).
Calcular det(F).

2. SejaH:V — Vahomotetia H}\ v) = av, ¥ve V. Calcular det(H).

3. Seja F: V > V um operador linear tal que F? = F. Quanto vale det (F)?

4. Seja F: IR3 — IR3 dado porF(x,v,2) = (x -y +2,2x —z, X +y + z). Calcular det(F) e

det(F2).
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APENDICE IV
Determinante de um Produto de Matrizes

Neste apéndice provaremos os resultados sobre determinantes ndo demons-
trados no texto.

(P,) Seja A = (A', ..., A") uma matriz de ordem n. Se existem i, j,
com 1 <i<j<neA'= Al entio det(A) = 0.

Demonstracio — Seja T =(ij) a transposi¢do determinada por i e j; isto é,
z@@=j, t(d =ie T(k) =k, sek#iek +#j. Dada uma permutacio qualquer
o do conjunto {1, ..., n} a permutagdo 0O T ¢é tal que sgn(c0CT ) =
= sgn(o)sgn( ¢) = (—1)sgn(o) = —sgn (o). Vamos repartir o conjunto de todas
as permutacdes de Ny, da seguinte maneira:

{alaoloz}U{OZ’UZOZ}U'--U{op,opoz}

. s . e n! A
onde os conjuntos bindrios sdo dois a dois disjuntos e p = - - Dai:

det(A) = Z Sgn(o)alo(l) *eestdpgn) T Sgn(ol)alol @ ---° g (n) +

3
+5g0(01 T )ay(o, ) * - -+ * Ao, ) F oo F
+ sg’n(op)alap(l) st anap(n) +Sgn(0p Z)al(op D) *

. an(opZ)(n) =

p :
= > sgn(oy) laio 1) ¢+ -+ * Bnoym) ~ Ao, D * - - - * Bn(or (]
r=1

Para cadar =1, 2, ..., p, vale a igualdade
or(®) -+ -+ Bnor(n) T Ao T)) * - -+ * Aoy THO)-
De fato, fazendo o; = ¢ para simplificar a notagfo, temos:
g (i) = (e 7)) = (o TI()>
pois Al = Aj, € 2jg(j) = i(¢ 7)(i)> Pelo mesmo motivo.
Além disso, temos também, Yk # 1,7, akek) = (o 7)(k)-

Logo, os fatores s30 os mesmos nos dois produtos cuja igualdade afirmamos
valer. Segue dai que det(A) = 0. =
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Teorema 2 — Sejam A e B matrizes de ordem n. Entdo det(AB) =
~ det(A)det(B).

Demonstragio — Sejam A = (aj;), B = (bj) e C = AB = (cij). Logo

n

Cij = Z ajk by;j Li=1,...,n).
k=1
Entio det(C) =
Zalklbkll Zalkzbkzz S Zalknbknn a
=det [ oo e e =
Zanklbkll Zankzbkzz R Zanknbknn
aik,bky1  BikPky2  o.. Ak bipn
= 3 > o > det |
k k k :
! 2 n anklbkll ankzbkzn LR anknbknn
Ak, Ak a1k
(2) 1 2 n
= bkllbkzz e bknﬂ det | ...
BN ¢
(kla » n) ankl ank2 ankn
a P |
(3) 1ky lkn (4)
= bkllbk22 e bknn det{ ............... =
(k1,k, ..., kp)

kj #Kkj

©)

= Z bic;1bky2 - - - biynsgn (o) det(A) =
[

©)
= det (A) Z sgn (o) bkllbkzz ee. bknn =
o

@)
= det(A) Z sgn(0) byg; + ... + bpx, = det(A) - det(B). =
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Explicagbes

1) Usamos o fato de que o determinante € uma fungfo linear em cada coluna.
Esse fato foi usado para todas as colunas.

2) Mais uma vez a linearidade, usada nas n colunas.

3) Eliminamos as parcelas em que k; = kj com i # j pois neste caso
alkl see Ak 1
det | .............. =0

(duas colunas iguais).

4) Com a hipétese k; # k; para i # j, a matriz

tem as mesmas colunas que a matriz A, porém permutadas. Se
1 2 ... n
g =
ki ky ... ky
entdo a matriz acima tem determinante igual a0 de A multiplicado por sgn (o).
5) Obvio.
6) Uma permutagfo e sua inversa tem mesmo sinal.

Defini¢do de determinante.

Nota final: Toda a teoria sobre determinantes de matrizes reais aqui construida
poderia ser feita para as matrizes complexas de maneira inteiramente andloga.
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CAPITULO 8

Formas Bilineares e Quadraticas Reais

Em algurpas passagens deste capitulo o leitor encontrard uma certa seme-
ihanga entre o que se expde aqui e o que foi exposto nos capitulos 6 (Espagos
com Produtos Intemos) e 7 (Determinantes). Mais precisamente, o estudo das
formas bilineares simétricas é uma generalizacdo do que se fez no capitulo 6 € o
ostudo das formas bilineares anti-simétricas estd, de uma certa forma, ligado ao
estudo dos determinantes. Em realidade o determinante pode ser visto confo uma
forma (multilinear) anti-simétrica.

1. FORMAS BILINEARES

Definicio 1 — Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Uma fungdo
f: U X V> R é uma forma bilinear se, ¢ somente se,

a) f(uy + uy, ¥) = f(ug, V) + £(uy, v);

b) f(au, v) = af(u, v);

o) f(u, vi + v) = f(u, vy) + f(u, v;) e

d) f(u, av) = af(y, v),
para todos os vetores u, u; e u, de U, v, v; e v, de V e para todos os escalares
1€ R.

O conjunto de todas as formas bilineares de U X V em IR serd denotado
por B(U; V) ¢, quando U = V, apenas por B(U).

O conjunto B(U; V) tem uma estrutura de espago vetorial sobre IR. De fato,
sendo f e g formas bilineares desse conjunto, define-se f + g por (f + g)(u, v) =
= f(u, v) + g(u, v) e (A € R) por (Af)(u, v) = Af(u, v), para todo (u, v) €U X V.
E um trabalho rotineiro provar que f + g e Af pertencem a B(U; V).

Exemplos

1)Sejam U=V =R" e f: R® X R" » R dada por

f((X15 £+ Xn), (Y15 -+ - > Yn)) = Xa¥1 + Xaya + ...+ Xpyn.

Trata-se do produto interno habitual no R™ para o qual ji vimos que valem as
propriedades exigidas na defini¢do acima.
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2) Seja A uma matriz real m x n fixada. A aplicacdo fp: My 1 (R) X
X Mpy; (R) = R dada por

f4 (X, Y) = XtAY

¢ bilinear devido 2 propriedade associativa da multiplicacdo de matrizes, devido &
propriedade distributiva desta em relagfo a adigfio e ainda porque (aP)Q =P(aQ) =
=aPQ)e (P + Qt =Pt + Qt (a € R; P ¢ Q matrizes).

3) Sejam ¢;: U —~IRe 0:V - IR duas formas lineares (veja capitulo 5,§ 4). A
fungdo f: U x V — IR definida por

f(u, v) = p()a(v)
é bilinear. Verifiquemos o item (c) da defini¢o dada:
f(u, vi + v2) = p(@o(vy + ) = (W) (0(vy) + 0(vy)) =
= p(Wo(v1) + (W o(v;) = £(u, v;) + f(u, v2).

Esta forma bilinear é denotada por ¢ ® o e recebe o nome de produto
tensorial das formas lineares ¢ e o.

4) Sejam u = (%,, X2) e v = (yy, ya, y3) vetores genéricos de IR? e do IR®
respectivamente. A fungdo f: IR?> x IR® — IR dada por

f(u, v) = xyyy + 3%1y; — X4¥3 + X¥1 — 3X2Y3
¢ uma forma bilinear conforme se verifica facilmente.

5) Todo produto intemo em um espaco vetorial sobre IR é uma forma
bilinear, 0 que decorre da prépria definicdo de produto interno.

2. MATRIZ DE UMA FORMA BILINEAR

Suponhamos que U e V sejam espagos vetoriais sobre IR de dimensGes me n
respectivamente. Tomemos uma base B = {u;, ..., uy} de U e uma base C =

m n
= {v{, ..., Vn} de V. Entdo, se u = z aui€lUev= Z byvi € V, f(u,v) =

i=1 j=1
m n
=1 Z au;, Z ijj =
i=1 j=1 i

matrizm X n

[v]a

Z bif (u, vj).  (Veja exercicio 4 a seguir). A
1 j=1

fuy, vi) f(u,va) ... f(ug, vy
EQpv))= | o
f(u‘m’ Vl) f(um, v?.) “o. f(um’ VII)
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6 chamada matriz da forma bilinear f em relacdo as bases B e C.

Exemplo — Achemos a matriz da forma bilinear f(u, v) = x,y; + 3x3y, —
- X¥3 + X¥1 — 3%X,y3 (exemplo 4 do item anterior) em relagdo 4s bases cand-
nicas. Como

£((1,0),(1,0,0) =1, f((1, 0), (0, 1, 0)) = 3, £((1, 0), (0, 0, 1)) = —1,
£((©, 1,(1,0,0)) =1, £((0, 1), (0, 1,0)) = 0 e £((0, 1), (0,0, 1)) = -3,

4 matriz é
1 3 -1
1 0 -3

Proposicio 1 — Fixadas as bases B do espago vetorial U e C do espaco
vetorial V, a correspondéncia que associa a cada forma bilinear f € B(U; V) sua
matriz em relagio a essas bases, é um isomorfismo do espago vetorial B(U; V) no
espago vetorial My, y n (IR).

Demonstracio — E rotineira. Faga-a como exercicio. Para inspirar-se, se for
0 caso, veja a proposi¢do 1 do capitulo 5 e pdginas seguintes. m

Da proposi¢do anterior decorre que se dim U = m e dim V = n, entfo
dim B(U; V) = dim M, , ,(IR) = m-n. A mesma proposi¢do nos ajudard a cons-
truir uma base de B(U; V).

Se B=1{u,...,un}t eC=1{vq,..., vy} sdo bases de U e V, respectiva-
mente, lembremos que as fungSes Fi: U~ R dadas por Fij(xju; +. ..+ Xptpy) =
=x; (i=1, ..., m) constituem uma base do espaco dual de U (base dual de B),
da mesma maneira que as fungbes Gj: V > R, definidas por Gj(y,v; + ... +
+ynvn) =yj (3 =1, ..., n) formam uma base do espago dual de V.

Observando que

(Fi ® Gj)(u;, vj) = Fi(w)Gj(v)=1-1=1 eque
F® Gj)(ura vs) = Fi(ur)Gj (vs)=0

sempre que i # r ou j # s, concluimos que a matriz associada a F; ® Gj, no
isomorfismo considerado na proposigdo 1, ¢ a matriz cujo termo de indicesie j
¢ igual a 1 e cujos demais termos sio nulos.

Logo as formas Fi® Gj(i=1,...,m;j =1, , ) estdo em corres-
pondéncia, no isomorfismo considerado, com as matrizes da base candnica de
M, x 1 (R). Portanto formam uma base de B(U; V).
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Mostrar que f: U X V. — IR ¢ uma forma bilinear se, e somente se,
a) fajug + azuy, v) = ayf(uy, v) + a3f(uy, v) e
b) f(u, ajvy + agvy) = a1f(u, v1) + af(u, v)

para todos os vetores u, ug, uy de U, todos os vetores v, vy, v de V e quaisquer esca-
lares a; e a; em R.

2. Provarque se f:UXV —>IReg: UXV —IR sdo bilineares, entdo f + g e Af sdo bili-
neares (A € IR).

3. Provar que B(U; V) é um espaco vetorial sobre IR.

4. Sejaf:U X V — IR uma forma bilinear. Provar que
a) f(o, v) = f(u, 0) = 0;
b) f(~u, v) = f(u, —v) = ~f(u, v);

T

T
c) f Z ajuj, v| = z aif (uj, v);

i=1 i=1

o
~
[
F
uc.‘
=
1

n .
= D bt v);
j=1 .
e) f Zaiﬂj,ijVj = Z ajby f(uj, vj).
i i —
l’J

5. Sejam u = (X1, X3) e v = (y1, Y2) vetores genéricos do IR?. Quais das seguintes fungdes
sdo formas bilineares:

a) f(u, v) = x1yy;
b) f(u, v) = x1y;,;
0 fu, v = x1(y1 + ¥2); ® f(u, v) = x3y1 + X3y, + 1;
d) f(u, v) =0; h) f(u, v) = x3y; — x2¥1.

e) f(u,v) =1;
f) f(u, v) = xl2 + X3V1;

6. Calcular a matriz das formas bilineares que aparecem no exercicio anterior em relagfio 4
base candnica.

7. Se.ja a forma bilinear do IR?, f(u, v) = X1¥1 + 2X3y2 — Xp¥y + X2v,. Calcular sua ma-
triz em relagdo s seguintes bases do IR?:

a) {(1, 1, @, -}
b) {2, 1), 1, 2}
o) {2, 3), 4, D}.
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8. Seja a forma bilinear f(u, v) = axyyy + bXayy + ¢x1¥4 + dXpy;. Que condigdes
devem satisfazer 4, b, ¢ e d para que:

a) f(u, v) = f(v, u) para todou, veE ]R2;

b) f(u, v) = —f(v, u) para todou, v E IR2;'

*c) Exista-u # 0 tal que f(u, v) = 0 para todo v € IR2;
*d) f(u, v) = 0 para todo v € R? acarrete u = 0.

9. Sejam @: R > Re VH R? > R as formas lineares dadas poro(x,y) =2x + ye
Y(x,y) = x —y. Calcular as formas bilineares:

2) ¢ O Y Yoy
b)Y ®y; &) ¢® Y- Yoy,
) poY; HeeVv+yoo.

10. Sejam¢: R? > R e ¥: R® > R dadas por (X, y) =2x+ 3y e Y(X,y,2) = X +y — 2.
Calcular as formas bilineares 9 ® Y e Y ® . Existe ¢8 Y + Y @ ¢

11. Seja £: U X V - IR uma forma bilinear. Seja ug um vetor fixode U. Se W={v € V |
f(ug, v) = 0}, prove que W & sub-espaco vetorial de V.

*12, Sejam V um espago, {Vi, ..., vp)} uma base de V e ®: V - R uma forma lihear.
A matriz de ¢ &, por definicdo, a matriz 1 X n i
@O} = @1, ..., P,
Como se obtém a matriz de ¢ ® 0 a partir das matrizes de ¢_e de 0?

Sugestdo: voltar ao exercicio 9.

3. MATRIZES CONGRUENTES — MUDANCA DE BASE
PARA UMA FORMA BILINEAR

A partir de agora estudaremos formas bilineares definidas em V X V com
valores em IR. Neste caso consideraremos sempre a mesma base para definir a
matriz de uma forma bilinear. ‘

Defini¢do 2 — Dizemos que duas matrizes A ¢ B de ordem n s30 congruentes
se existe uma matriz inversivel P, do mesmo tipo, de maneira que B = PtAP.

Usaremos a notacdo A ~ B para indicar que A e B sfio congruentes. Essa
relagdo bindria em My (IR) tem as seguintes propriedades:

0D A= A;
(IH) A~B > B~ A
(ID-A~B e B~C

> A~ C,

-



A demonstragdo da primeira é trivial: tomar P = I,,. Quanto a segunda, se
B = P!AP, entdo A = (Pt)"'BP~'. Como porém vale a igualdade (Pt)~! = (P~1)t,
obtemos A = (P~!)tB(P~'). Deixamos como exercfcio a verificagio de (III).
Portanto a relagdo “‘congruéncia de matrizes” ¢ uma relagio de equivaléncia.

Exemplo — As matrizes

) )

2
sdo congruentes pois tomando a matriz inversivel P = (0 > teremos

GGG
GD-GD-C3

~ Uma vez introduzido o conceito de congruéncia de matrizes, podemos pensar
em representar uma forma bilinear em relagfo a duas bases e comparar as matrizes.

PtAP

Il
i

I
F

Seja V um espago vetorial sobre IR de dimensfo n, {uy, ..., u,} uma base
de V, f: VX V - R uma forma bilinear. Sua matriz em relagfo a essa base é a
matriz A = (a;;) definida por f(u;j, u;) = a;;. Consideremos agora uma outra base
{Vi, ..., Vpu} de V e suponhamos que f(v, v;) = bj;. Veremos a seguir que ¢
possivel estabelecer uma relagdo entre as matrizes A ¢ B envolvendo a matriz de
mudanca P da primeira dessas bases para a segunda.

Consideremos os vetores u e v do espago V referidos as duas bases consi-
deradas:

n
Z Xju; = z Yivi € v= Z Xul Z y1V1

No §8 do cap1’tulo 4 vimos que valem entio as seguintes relacGes:

X3 Y1\ Xy Y1

ou apenas X = PY ¢ X' = PY' com os significados 6bvios de X, X', Y e Y.
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Portanto

f(a, v) = f<z xu, 3

f(u,v) =1 i
i=1 j=1

As igualdades acima podem ser colocadas na forma matricial do seguinte modo:
fu, v) = XIAX' e f(u, v) = YBY' )

o que decorre diretamente do conceito de produto de matrizes, Dai, levando em
conta as igualdades X = PY e X = PY/,

YBY' = f(u, v) = XtAX' = (PY)!APY’) = Yt(PtAP)Y’

3 st

=
\_/
It
m M::i

yif(vi, vyj.

M=
e
M=
&5
‘—i<'
N—
I
M=
M= &

-
[t}
-
[,
1]
-

isto quaisquer que sejam os vetores u e v tomados, Logo B = PtAP,

Conclusio: quando se muda a base de V a matriz de f muda para uma
outra que lhe é congruente. Por outro lado pode-se provar facilmente que toda
matriz congruente i matriz A representa a forma bilinear f em relagdo a alguma
base de V. De fato, se B = PtAP, com P inversivel, e se X e X' s3o0 as matrizes
das coordenadas de u e v, em relagio a uma certa base, entio Y =P-'Xe Y =
= P~1X' serfio as matrizes das coordenadas de u e v, respectivamente, com respeito
a uma outra base do espago (ver capitulo 3 — § 8 — PROBLEMA 3). Dai

YBY' = Yt(P!AP)Y' = (PY)IA(PY') = XIAX' = f(u, V).

Segue disso que a matriz de f em relacdo a uma certa base serd inversivel
se, e somente se, todas as possiveis representa¢Ges matriciais de f forem inversiveis.

Definicio 3 — Uma forma bilinear f: V X V > R se diz ndo degenerada
quando admite uma representacio matricial inversivel. Caso contrdrio a forma se
diz degenerada.

Exemplo — O produto interno no R™ cuja matriz em relagfo 3 base cand-
nica é evidentemente I, é um exemplo importante de forma bilinear ndo degene-
rada.

Observacdo: Nos pardgrafos seguintes resolveremos problemas do seguinte
tipo: dada uma forma bilinear procura-se uma base em relagdo-a qual a matriz
dessa forma seja “bem simples”.

™) Isto mostra que o exemplo 2 do primeiro pardgrafo deste capitulo é bastante geral.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

. s e P t
2 . Calcu]af P AP € com:

parar com B. Conclusio?

2. Seja a forma bilinear do R? dada por f(u, v) = X1y1 + X1y3 + X3¥p — X2y para todo
U = (Xy,Xp) e V = (y;,¥,). Calcular a matriz de f em relagdo as bases:
a {0 1, 10k b {100 D) o {dm1,dq, -}

Verifique que elas sio congruentes duas a duas.
3. Seja a forma bilinear do IR® dada por

- : 3
f(u, v) = X171 + 5%X2y3 + 8x3y3 + X1y ~ 5 X1¥3 — 2X3¥3.

Calcular sua matriz em relagdo as bases {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, )} e {(1, 1, i), (1,1,0)
1,0, 0)} e provar diretamente que as matrizes sio congruentes. ’

4. Secjam as formas lineares do IR3, p(x, y, z) = x + =
1 s »Z) = y+zeY(x,y,2) = 2x—y. Calculara
matriz de ¢ ® Y em relagdo s bases do exercicio 3. Y

1
*5. Seja A = (1 2) . Encontre uma matriz inversivel P tal que piap seja uma mattiz

diagonal.

t A s a, £ otz pes .
6. Provar que se P'AP ¢ uma matriz simétrica entfo A é simétrica e reciprocamente. Que se
pode dizer se A é anti-simétrica? Foi usado o fato de P ser inversivel?

4. FORMAS BILINEARES SIMETRICAS
E ANTI-SIMETRICAS

Definicio 4 — Uma forma bilinear f: V X V - R é chamada simétrica se
f(u, v) = £(v, u), para todo (u, V) EV X V. '

E claro que se f e g s3o simétricas entdo f + g também & pois
E+ )@, v) =1(u,v) + g, v) = {(v, v) + g, v) = (f + (¥, v).

O mesmo acontece, é evidente, com Af (A € R). Portanto o conjunto das formas
bilineares simétricas de V X V em R é um sub-espago de B(V) que se denota por

By (V).
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Nota: E evidente que a matriz de uma forma bilinear simétrica é uma matriz
simétrica. Seja, por outro lado, A uma matriz simétrica e seja f a forma represen-
tada por A, com relagio a uma certa base. Assim:

f(u, v) = XtAX'
mantendo as notacOes anteriormente usadas neste capitulo. Daf
f(v, u) = (X)'AX = (X)) ALXYH! = (X'AX) = (f(u, V)t = £(u, V)
pois f(u, v) é uma matriz 1 X 1 que, portanto, coincide com sua transposta.

Logo o espago das formas bilineares simétricas é isomorfo ao espago das ma-
trizes reais simétricas cuja dimenso é n(n + 1)/2 (exercicio resolvido 8 — § 6 —ca-
pftulo 3).

Desse isomorfismo segue, inclusive, que a dimensdo de Bg(V) é também
n(n + 1)/2 desde que a dimens3o de V seja n.

Por dltimo, da relagdo B = PtAP segue que B ¢ simétrica se, e somente se,
A ¢ simétrica. Logo se f é uma forma bilinear simétrica sua representacdo matricial
serd simétrica qualquer que seja a base considerada.

Teorema 1 — Seja £: V X V > R uma forma bilinear simétrica. Entdo existe
uma base de V em relagdo 4 qual a matriz de f é diagonal.

Demonstracio (por indugio sobre a dimensdo de V): So triviais os casos
em que f = 0 e aquele em que dim V = 1. Suponhamos pois f # 0 e dimV > 1.
Certamente existe um vetor v, tal que f(v,, v;) # 0. De fato, se f(v, v) =0,
¥v EV,entio f(u+v,u+v)=1f(u,v)+(u,v)+f(v,u)+ £, v)=2f(v) =
=0, Mu, vE V. Daf f = 0 o que é absurdo. Considerando o vetor v, tal que
f(vy, v;) # 0, todo vetor v € V admite a seguinte decomposi¢io

f(v, ‘ f(v, v
v= (v (v, v1) >+ (v, v1) = x +x

- = — v
v ) T B, v
Observemos que X, ¢ miltiplo de v4 e que

(v, N £(v,
f(x,,v1)=f<v— f—((%l)—)vl,vl> =f(v,v1).—-f%f(v1,vl)=o

(dizemos que x, é ortogonal a v, relativamente a f). Como um miltiplo ndo nulo
de v, ndo pode ser ortogonal a v, (relativamente a f), a decomposi¢do acima €
finica no seguinte sentido: todo vetor v € V se decomp®e, de maneira inica,
como a soma de um multiplo de v; e um vetor ortogonal a v, relativamente a f.

O sub-espago gerado por v; é de dimensdo 1; logo os vetores ortogonais a
v, (relativameénte a f) formam um sub-espago de dimensdo n — 1. A restrigdo

T de f a este sub-espaco é simétrica; pela hipétese de indugio existe uma base
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{va, ..., vn} deste sub-espago de maneira que f(vj, vj) =0 se 2 <i#j<n.
Considerando a base {v;, v, ..., o} de V (porque é base?) temos f(v;, vj) = 0,
sempre que i ¥ j, e portanto a base procurada. m

Corolirio — Para toda matriz simétrica A existe uma matriz inversivel P de
modo que P'AP é uma matriz diagonal.

Definicio 5 — Uma forma bilinear f: V X V > R se diz anti-simétrica se
f(u, v) = —f(v, w), ¥u, vEV.

Decorre da defini¢do que f(u, u) = 0,*u€ V. E ficil provar que se f e g sdo
anti-simétricas entdo f + g também & anti-simétrica, o mesmo acontecendo com
Af, para todo A € IR.

Nota: Do que ficou dito acima segue que as formas bilineares anti-simétricas
formam um sub-éspago de B(V) o qual serd indicado por B, (V). E claro também
que a matriz de uma forma bilinear anti-simétrica é uma matriz anti-simétrica.
Vice-versa, dada uma matriz anti-simétrica, pode-se mostrar que a forma bilinear
de que ela provem, escolhida uma certa base de V, é anti-simétrica. Logo hd um
isomorfismo entre os sub-espagos das matrizes anti-simétricas sobre IR de ordem n
e o das formas bilineares anti-simétricas de V X V em IR, desde que dim V = n.
Em particular a dimensio de B,(V) é

112_n(n+1) _n(n-1)
2 - 2
isto porque M, (IR) é soma direta do sub-espago das matrizes simétricas com o

das matrizes anti-simétricas, sendo portanto a dimensdo deste Gltimo a diferenca
entre as dimensSes dos dois primeiros.

Teorema 2 — Seja f: V X V — R uma forma bilinear anti-simétrica. Entdo
existe uma base de V em relagdo 4 qual a matriz de f é

A
A .

0 1
onde A=

Demonstragdo (por indugio sobre dim V): Se f é nula nada hé a provar.
O caso dimV = 1 também ¢ trivial. Suponhamos f ndo nula e a dimensdo de V
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maior que 1. Existe entfo (u, v) € V X V de modo que f(u, v) # 0. Esses vetores
u e v sdo necessariamente L.I. pois, caso contririo, terfamos por exemplo u-= Av
(A € R) e dai

f(u, v) = fQw, v) = M(v, v) = 0.

Scja W o sub-espago gerado por u e v. A restrigdo de f a W € uma forma bilinear

. o u .
anti-simétrica e sua matriz em relagdo 4 base B = { m , v} é precisamente
b

A (verifique). Seja U = {u € V | f(u, w) = 0, ¥w € W}. Pode-se provar entdo
que U® W = Ve daf decorre que dim U =n — 2. A'restri¢ao { defalU é' anti-simé-
trica e, por hipétese de indugdo existe uma base de U tal que a matriz de f em
relagdo a ela é do tipo desejado, porém de ordem n — 2. Juntando  base B a base
de U nessas condi¢Ges obtemos a base que se pretente. ®

Coroldrio 1 — Se f: V X V —> IR ¢ anti-simétrica ndo degenerada ent3o a
dimensdo de V ¢ par.

Prova — Para que f seja ndo degenerada sua matriz deve ser inversivel, o que
significa que os zeros da diagonal nfo aparecem. ™

Coroldrio 2 — Se dim V = 2k = n, entfio existe uma base de V em relagdo
i qual a matriz de uma forma bilinear anti-simétrica ndo degenerada é do seguinte

tipo
0B
o ... O
onde B = e 10 ¢ de ordem k.
i ........ 0 0
Prova — Seja {v;, Wy, V3, Wy, ..., Vk, Wk} a base de-V em relagdo a qual

a matriz de f é
A

A
Considerando a nova base {vqi,...,Vk, Wk,..., W} obteremos a representagio
matricial desejada. ®
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escrever a expressdo geral de uma forma bilinear simétrica no IR2 e no IR3.

2. Escrever a expressdo geral de uma forma bilinear anti-simétrica no IR? ¢ no IR3. Encontrou
algo de familiar?

3. Sejam @ e Y formas lineares sobre V. Provar que a forma bilinear  ® Y — Y ® @ ¢ anti-si-
métricae @® Y + Y@ é simétrica.
4. Provarque ¢ ®Y — Y®yp = 0 se, e somente se, Ye Y sdo linearmente dependentes.

5. Dada f € B(V) provar que as formas bilineares g e h definidas por g(u, v) = f(u,v) +
+ f(v,u) eh(u,v) = f(u,v) — (v, v) satisfazem as condigSes:

a) g € Bg(V); - b) h € B,(V); ¢) 2f=1¢g + h.

5. FORMAS QUADRATICAS

O estudo das formas bilineares estd intimamente ligado ao das formas quadrd-
ticas. Estas aparecem em numerosos problemas dentro e fora da Matemadtica o que
torna o seu estudo bastante atraente.

Defini¢io 6 — Seja f: V X V - IR uma forma bilinear simétrica. Conside-
remos a fungdo gr: V ~ R definida por gf(v) = f(v, v), para todo v € V. Esta
fungdo de uma varidvel, que indicaremos apenas por q, quando nfo houver possibi-
lidade de confusdo, chama-se forma quadrdtica sobre V associada A forma bilinear f.

Exemplos
1) A forma quadrdtica associada ao produto interno usual do IR™ ¢
qQ(X1y .0y Xp) = X2 + ..+ x2
2) E uma forma bilinear simétrica do R® a fun¢do f dada por
f(u, v) = x1y1 + 2%y, + 3%3y3 + X1¥2 + Xo¥1,

onde u = (x4, X3, X3) € V= (¥1, ¥2, ¥3). Observe por exemplo qﬁe a matriz de f
em relagdo 4 base candnica ¢

O = =
S N =
w o O
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que ¢ simétrica. A forma quadrdtica associada a f ¢ a fungdo
q(v) = x12 + 2X22 + 3X32 + X1Xp, + X%, = X12 + 2X22 + 3X32 + 2X1X2

Nota: Dada uma forma bilinear simétrica, se ¢ é a forma quadrdtica associada a f
um célculo fécil (faga-0) mostrard que

f(u, ) = la(u +v) — a@) — 4] = la@ + ) ~ q(u = V]

para todo (u, v) € V X V. Estas férmulas s3o conhecidas como identidades de
polarizagio e mostram que nio somente q estd univocamente determinada por f
como também vale a recfproca: ¢ determina f univocamente.

Como uma conseqiiéncia do teorema 1, veremos a seguir que toda forma qua-
drdtica admite uma ““forma candnica”.

Seja agora {vj, ..., Vo} uma base do espago V; suponhamos q: V>R a
forma quadritica associada 3 forma bilinear simétrica f. Entdo, para todo vetor

n
= > xivi € V temos

i=1

n

n n n
f(u,u) =1 Z XiVi, Z XV Z Z xixf(vi, vj) =

i=1 j=1 i=1 j=1

q(w)

n
Z f(vi, Vi)xi2 +2 Z £ (vi, vj) xixj.
i=1

i<j

Sendo A = (f(vj, v;)) a matriz de f em relagdo 2 base considerada e sendo X
a matriz das coordenadas de u, em relagdo 2 mesma, a igualdade obtida pode ser
expressa, como jé vimos, assim:

qwy =Xt - A.X

O teorema 1 nos assegura que existe uma base de V em relagdo 2 qual a
matriz de f é diagonal. Supondo Y a matriz das coordenadas de u nessa base e

d? O

d;

O dn

essa representagdo diagonal de f, teremos
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Y1

q) =Y'DY =(y;,...,yn) * D - =dyy2+...+dy, (1)

Yn

Dizemos que a base com a qual conseguimos esta dltima igualdade diagonalizou
a forma quadrdtica q. A igualdade (1) é uma expressdo diagonal de q.

Esta tltima expressdo de q(u) pode ainda ser melhorada da seguinte maneira,
Ordenemos, se necessdrio, a base {u;, ..., up} que diagonalizou q(u), de ma-
neira que dy, ..., ds sejam positivos, dg.q, . . ., d¢ sejam negativose dg4y, ..., dp
sejam nulos. E claro que isso sempre é possivel e que 0 < s, t < n. Consideremos
entdo uma nova base {wy, ..., wp} assim construida

U, Ug Ugyy Ut
Wy = s Wy D —— Wy = —————, ..., Wt = ,

S s
Vi Vs V=dsu1 —dy

Witet = Utsts o - .5 Wn = Up.

Se as coordenadas de u em relagdo a esta dltima base s3o dadas pela matriz Z e
ese Zt = (z4, ..., Zn), entdo

q) =2t . .z

O >

=52 2 2 2
=z + ...tz —Z0,, — ... I

Com isso dizemos que q foi reduzida a uma soma de quadrados.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Qual a forma bilinear simétrica que dd origem & forma quadrdtica do R3:
a) q(x1, X9, X3) = X12 + x22 + x32 — 2X1X3 + 4X1X3 — X3X3;
b) q(x1, X2, X3) = x12 - Xz2 + 4%9X3;
¢) q(x1, Xz, X3) = 2(X1X2 + X1X3 + X3X3).
2. Escrever a matriz das formas bilineares que aparecem no exercicio 1, em relagdo a base ca-
nbnica do IR3.
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3. Seguindo o processo dado acima, reduzir a uma soma de quadrados as seguintes formas qua-
dréticas no IR? :
a) q(x1, x2) = X12 + X22 — 4X1Xa;
b) q(x1, X3) = X1X3 + x22;

c) q(X1, Xp) = X1Xg.

6. REDUCAO DE FORMAS QUADRATICAS:
ALGORITMOS

Vamos dar a seguir dois processos praticos para reduzir uma forma quadré-
tica a uma expressdo diagonal.

6.1. PROCESSO DE GAUSS

n
Seja a forma quadrdtica no R™, q(Xy, ..., Xy) = Z jjXiXj com ajj =
ij=1
= gj;. Suponhamos a;; # 0. Facamos a seguinte mudanga de coordenadas:

[ 1
X3 =Y1— a—(au)’z + ...+ amyn)
11
x =
X2 ‘ Y2
X¥n = ¥n
Entdo, levando para a expressio de q(x;, ..., Xp) estas substituigGes
obteremos
q(¥1s -5 Yn) = any? + @ (V2 -.., Yn)
onde q;(¥2, ---, ¥n) € uma forma quadrdtica em n — 1 varidveis y,, ..., yn.

Se por acaso a;; = 0 mas a,, ¥ 0 fazemos a substituicdo de varidveis
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X2 =Y1—Y2
X3 =Y¥s3
Xn =¥Yn
e recaimos numa forma quadrdtica nas varidveis y,, ..., yp em que o coeficiente

de y2 ¢ ndo nulo. A esta aplicamos entdo a mudanga de coordenadas explicada
de inicio. , '

Repete-se 0 procedimento com a forma quadrdtica q;.

A repeticio desse raciocinio um ntimero finito de vezes nos levard  redugfo
desejada.

Exemplo 1 — Seja

(X1, Xp) = X2 + 2x2 — 6x3%, = x7 +2x2 — 3x3%X3 — 3%5%;

Sendo ay; # 0 fazemos a substitui¢io

X3 =y1 —(=3y2)
X2 =Y
obtendo

Ay, ¥2) = (y1 + 3920 +2y7 —6(y1 +3y2)y2 =
=y? + 9y} +6y1ys + 2y} — 6y1y; — 18y;
=yi = 7y;

que ¢ uma forma diagonal.

Vejamos como 0 mesmo processo pode ser visto sob o dngulo das matrizes.

A matriz de uma forma quadrética é a matriz da forma bilinear de que ela
provém. Logo a matriz de q no exemplo §é

1 -3
-3 2
A matriz de mudanga de base P ¢ tirada da substitui¢do de varidveis

X1 =Yy + 3y,
X = V2
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sendo portanto

Dai

(L)) G )
(26D 62)

Logo q(yi,y2) = yi — 7ys.

Exemplo 2 — Seja
q(x1, X2) = 2X1X = X1Xg + X1Xg.
Sendo a;; = 0 devemos fazer a substitui¢o
X =y1+¥2
{Xz =Y1~ Y2
obtendo
(¥4, ¥2) = 2(y1 + y2)(¥1 — v2) = 2y{ — 2y}

O mesmo célculo feito matricialmente apresenta-se assim.

0 1 1 1
Amatrizdeqé(1 0) ¢ a matriz de mudanca de base é P = (1 1).

Dafi:

1 -1 11 1 -1 2 0)
== Pt . = 1 .
1 1 1 —1 1 1 0 -2
Donde q(y1,¥2) = 2y¢ — 2y7.
Exemplo 3 — Seja
q (X1, X2, X3) = X2 + 2x1X, + X2 — 4%;X3 — 6XpX3 + x} =
= %2 + X1Xg — 2X1X3 + XoX1 F X2 — 3%X3 — 2X3X; — 3XaXp + x2,

forma quadratica no R®.
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Efetuamos as substitui¢Ges

X1 =Yy —(y2 — 2y3)
X2 = Y2 '
X3 = VY3

obtendo

q(¥1, Y2, ¥3) = (1 — V2 + 2y3)* + 2(y1 — ¥2 +2y3)y, +y2 —
~4(y1 = Y2 T 2¥3)ys — 6Y2ys +y5 =yl +y7 +4y? —2y,y, +
+4y1ys — 4Y2¥s + 2y1ys — 2y7 + 4yays +y7 — 4y1ys + 4y,ys —
—8y? — 6Y,ys +y3 =y — 3y? - 2y,ys.

Efetuemos agora a reduc¢io de q,(y,, y3) = —3y2 — 2y,ys. Facamos,

conforme a teoria, as substitui¢Ges

: 1

Y3 =23 ——3 (~22)
Y2 = 22

Yi = 4

obtendo

Q1 (22, 23) = -3 (Zs —%Zz )2 -2

1
(% ~52)
z; =

1 .
= -3z} ~T222 + 27,25 — 22,75 + %222 — 3z2.

wlo &

Portanto

1
q(Zl, Zy, Z3) = 212 + '3_Z22 — 3232

E claro que a mesma redugio poderia ser feita por matrizes. Vejamos como.

1 1 =2
A matriz de q inicialmente é A = 1 1 -3 Efetuamos duas mudangas
-2 -3 1
sucessivas de bases dadas respectivamente por
1 -1 2 1 0 0
Pb={0 1 0) eP,=[{0 1 0
0 0 1 o_L 4
3
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Entdo
1 0 O
pt-A-P,=|0 0-1] =Bce
0 -1 3
1 0 O
Pf-B-P,=|0 3 0
0 -3
do que resulta
1
q(zla Z2,Z3)= Zl2 +-3_ ’ Z22 - 323?

As multiplicagSes de matrizes, deixamos a cargo do leitor.

Observe o leitor que este processo ¢ trabalhoso, sendo impraticdvel quando
o niimero de varidveis for grande. Tudo o que explicamos acima pode ser “meca-
nizado” da maneira explicada a seguir.

6.2. PROCESSO DAS MATRIZES ELEMENTARES

No apéndice 1, capitulo 1, vimos o que sdo matrizes elementares. Foi provado
nesse apéndice que se E é uma matriz elementar de ordem n e se A é uma matriz
qualquer n x n a matriz EA é a matriz que se obtém de A efetuando na matriz A a
mesma operagio elementar que transformou I, em E. Assim como definimos
naquela altura operagQes elementares com as linhas de uma matriz poderiamos
definir operagdes elementares com as colunas dessa matriz. E teriamos as matrizes
elementares por colunas, definidas de maneira 6bvia, em contraposigdo aquelas
jé conhecidas. Também poderiamos provar, de modo anélogo, que se F é elementar
(por colunas) AF é a matriz que se obtém de A efetuando sobre suas colunas a
mesma operagdo elementar (com colunas) que transformou I em F.

Também é claro que o conjunto das matrizes elementares por colunas € o
mesmo conjunto das matrizes elementares (por linhas). Por exemplo a matriz

1 0 0
0 1 0
3 01

239




tanto se obtém de I; somando 3 terceira linha desta sua primeira linha multi-
plicada por 3, como se obtém de I; somando i primeira coluna desta sua terceira
coluna multiplicada por 3. Observemos que a transposta de uma matriz elementar
¢ ainda elementar. A transposta da matriz E acima é a maitriz

©C O =
© = O
o

que se obtém de I3 somando 2 primeira linha de I3 o triplo de sua terceira linha,
Ou somando 2 terceira coluna de I3 o triplo de sua primeira coluna.

Em resumo, se para efetuar uma certa opera¢o elementar com as linhas de
uma matriz A precisamos multiplicar A por uma matriz elementar E, obtendo EA,

a mesma operagdo seria efetuado com as colunas de A calculando o produto AE!. °

Consideremos agora uma forma quadritica q(u) = X'AX sobre um espaco
vetorial V. J4 sabemos que existe uma matriz inversivel P de modo que P'AP =D
é diagonal e que D ¢ uma outra representagdo matricial de q. Mas P, por ser

inversivel, é um produto de matrizes elementares E,, ..., E; (apéndice I, capi-

tulo 1); P = E; ... E,E,. Logo
D=(E ... BE)AE; ... EE) = (E/E} .. .EWA(B; ... E,E) =
= B]...Er)(EAE) .y ... Ey).
Esta igualdade nos diz que existe uma seqiiéncia finita de operacdes elemen-

tares que aplicadas alternadamente sobre as linhas e sobre as colunas ir4 transformar
A na matriz D.

Como P' = E' ... Bl = (B} ... EYL,, a mesma seqiiéncia de operagdes,
aplicadas sobre as linhas, transformard a matriz 1;, na transposta da matriz P de
mudanga de base.

Exemplo — Diagonalizar a forma quadrética q(xy, X;, X3) = X2 +2x;x; +
+ X7 —4x1X3 —6X X3 +x7.

A matriz de q é

1 1 -2
A= 1 1 -3
-2 -3 1
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a) Somando 2 segunda linha a primeira multiplicada por (—1) ¢ a segund.a
coluna da matriz obtida sua primeira coluna multiplicada por (— 1) obtemos sucessi-
vamente :

1 1 -2 1 0 -2
0 0 -1 e 0 0 -1
2 -3 1 2 -1 1

b) Somando 2 terceira linha desta dltima matriz o dobro de sua primeira
linha e A terceira linha da matriz assim conseguida o dobro de sua primeira coluna
achamos, respectivamente

1 0 =2 1 0 O
0 0 -1 e 0 0 -1
0 —1 -3 0 -1 -3

(Convém, nesta altura, parar um instante e comparar 0 resultado obtido
com o processo de Gauss.)

¢) Permutemos a segunda e a terceira linhas da Gltima matriz e facamos a
mesma operagio com as colunas do resultado obtido. Teremos

1 0 o\ 1 0 O
0 -1 -3 e 0 -3 -1
0 0 —1 0-1 0

d) Finalmente

1 0 0 1 0 0 1 0 0
03 -1)~(o0-3-1)~(0-3 0
0-1 0 0o 0 + o 0 3

Na primeira destas passagens substituimos a terceira linha pela soma dela
com a segunda multiplicada por —%_ Na segunda fizemos o mesmo com relagdo

i segunda e A terceira colunas.

Na prética podemos (com base na associatividade da multiplicagdo de ma-
trizes) efetuar primeiro as operagGes com linhas que forem possiveis, depois todas
as operacBes com colunas correspondentes, e assim por diante. Vejamos como
fazer isso de uma maneira que nos leve também & obtencdo de P.
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11—251 0 0 1 1 =211 0
[}
1 1-3'0 1 o}J~{o0o O0~-1!-1 1 0]}~
I
-2 -3 1'0 0 1 0—1—3E2 0 1
1 003100 1 0 0 0 0
0 0 -1!'-1 1 O0)J~{to0o -1 =312 0 1}~
| !
0 -1 -3'2 0 1 0 0-1'-1 1 0
1 0 0i 1 0 0 1 0051 0 0
0 -3 -1, 2 0 1})~[06 -3 -1 2 0 1}~
1 1
0 — - 15 1
1 0!'-1 1 0 0 0 -3 1-3
1 0 01 0 0O
0-3 012 0 1
11 5 1
0 0 zi-3 1l -3
1 0 0 1 2_%
onde 2 0 1 = pt, Logo P = 0O 0 1
5 1 1
-3 -3 I —3

O leitor deve notar que nfo efetuamos nenhuma operagdo elementar com
colunas para obter P'. O por que disto estd no tltimo pardgrafo da explicagdo
deste método.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Reduzir & forma diagonal pelo processo de Gauss as seguintes formas quadraticas no IR2:
a) X12 + xf + 2X1Xy; '
b) x12 + x: — 2X1X3;
c) xf — x,z2 — 2X1X3;
d) 4x1x9 + x22;

e) 4x1X;.
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2. Reduzir pelo processo de Gauss 3 forma diagonal as formas quadraticas seguintes no IR3:
a) xf + X1X3 — x22 + x?‘2 + 2X3X3;
b) 3x12 + 2)(7,2 - 3x§ + 5X2X3;
c) x12 - x22 - x_,? + 2X1X3 + 4XpX3 + 6X1X3.

Dar, em cada caso, a substituicdo linear que diagonaliza a forma quadritica.

3. Reduzir por operagSes elementares 4 forma diagonal as formas quadriticas do exercicio 2.
Comparar os resultados.

4, Seja a forma quadritica q(x3, X2) = axl2 + 2bx1x; + cx;, a # 0. Reduza-a 4 forma
diagonal, dando a substitui¢do linear correspondente a reducdo.

7. LEI DE INERCIA

Conforme vimos nos pardgrafos 4 e 5 é sempre possivel fazer uma mudanga
de varidvel da forma X = PY de modo a diagonalizar uma forma quadrética
q(x1, ..., Xp). No entanto existem muitas mudangas da forma X = PY que
nos conduzem a uma forma diagonal. Contudo, existe um invariante neste processo.
E o que afirma o teorema seguinte.

Teorema 6 (Lei de Inércia): Seja q uma forma quadrdtica em um espago
vetorial V. Suponhamos que numa representag@o diagonal de q o nimero de coefi-
cientes positivos seja 7 € o ntimero de coeficientes negativos seja s. Entdo em
qualquer outra representagdo diagonal de q haverd r termos positivos e s termos
negativos.

Demonstracdo: Seja {vy, ..., o} uma base de V que diagonaliza g. Assim

n
se u= Z x;v; € V, entdo q(x) = d;x? + ...+ dpxg e podemos supord, > 0,

i=1
...,dr>0,dr+l <0,...,dr+s<0edr+s+1=...=dn=0.
. ' n

Seja {uy, ..., up} uma outra base que diagonaliza q. Sendo u = Z Yili,

i=1
entdo q(u) = d,'y? + ... + dpyyi e podemos supor que dy >0,...,d5>0,
dps+r <0, ..., dprq <0 e dgiqes =0, ..., d5 = 0. Devemos provar que p=

=re q=s.
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Sejam U =[vy,...,v;]eW=[up,,, ..., u,] Mostremos que UN'W = {o}.
De fato, sejaw € U N W. Entdo
W=2a;vy + ...+ av =DbpUpsy + ...+ bpuy,
com 0s a; € 0s bj em R.
Portanto

qw)=djal + ...+ da? >0 e qw) = dps1b2 .+ dpb2 <0

p+1
do que decorre que q(w) = 0. Como porém d;, ..., d, > 0a igualdade q(w) =
=djaf +... + dia? =06 possivel se, e somente se, a; = ... = a, =0, ou seja,
se e somente se w = o.

Como dimU =r1 e dimW = n — p, temos

r+ (@~ p) =dim U + dimW = dim (U N W) + dim (U + W) =

=dim(U +W)<n

donder+ (n— p) <n e portanto r < p.

De maneira andloga provamos que p > r. Entdo p=r1Daivemques=q.m

Definicdo 7 — O par (1, s) das consideracSes acima chama-se assinatura da
forma quadrética q.

Exemplos

1) A forma quadritica q(xy, X;) = x? + 2x? — 6x,x, tem assinatura (1, 1.

2) A forma quadrdtica q(x,, X,) = 2x,X, tem assinatura (1, 1).

3) A assinatura da forma quadritica q(x,, x,, X3) = X7 + 2x:%x, + X7 =
— 4xX1X3 — 6Xa%3 + x2 6 (2, 1).

4) A forma quadrdtica associada ao produto interno usual no IR" tem
assinatura (n, 0).

Deixamos como exercicio o cdlculo da assinatura das formas quadrdticas dos
exercicios do paragrafo 6.

2 PARTE:

APLlCAQOES




caprituLo 1

Diagonalizacao de Operadores Lineares
e Forma de Jordan

1. VALORES E VETORES PROPRIOS

Seja V o espaco vetorial constituido dos vetores definidos por meio de seg-
mentos orientados. Consideremos um operador linear T: V - V. Tomando-se ‘‘ao
I3 g - o~ n . ~ .
acaso” um vetor u € V, em geralu'e T(ES ndo tém a mesma dire¢do. Mas existem,
as vezes, certos vetores privilegiados para os quais T(W) = AU, com A € R; isto

y > A . ~ . -,

e, T (ﬁﬁ e u tém a mesma direcdo. Neste caso o efeito de T sobre u é apenas uma
mudanca de moédulo ou uma mudancga de sentido. Os vetores assim privilegados
sdo importantes, conforme veremos a seguir. As vezes é possivel formar uma base
com eles e esta serd uma base privilegiada.

Defini¢io 1 — Seja V um espaco vetorial (sobre R ou sobre C) e seja T:
V-5 Vum bperador linear. Um vetor u € V, u # o, é um vetor prdoprio de T se
existe um escalar A (de R ou C, respectivamente) tal que T(u) = Au. Neste caso
A € um valor proprio de T associado a u.

Notas:

1) As expressdes ‘‘vetor proprio’’, ‘‘auto-vetor” e ‘‘vetor caracteristico’ sdo
sindnimas bem como ‘‘valor préprio’’, ‘‘auto-valor’ e ‘‘valor caracteristico’’.

2) O escalar A ¢ univocamente determinado por T e u pois
TwW == u = QA -AMNu=0= A=\
Fixado A, o cojunto [u € V|T(u) = Au} é um sub-espaco Veforial de V pois
T@w) = M <= (T - AD@) = 0 <= u € Ker(T — ADO

o que significa que o subconjunto que acabamos de definir coincide com
Ker(T — Al) que sabemos ser um sub-espago vetorial de V.

® 1 indica o operador idéntico de V.
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Definicio 2 — O sub-espago introduzido nas consideragGes acima chama-se
sub-espago proprio de \ e serd indicado por V().

Assim:

V) = {u €V |T(u) = Au} = Ker(T — \])
Exemplos .
1) Seja T: R? - R? dado por " ﬁu(v.\x) p

T(x, y) = (y, x). A aplicagdo T ¢ a . AN
reflexdo dos vetores em torno a diagonal —xy) .
A. Assim, se o vetor estd no eixo-x, sua
imagem estd no eixo-y. Ndo hd portanto .
vetores proprios no eixo-x. No entanto .
se (x, y) estd na diagonal A, teremos S i, y)

T(x, y) = (x, y) e assim todo vetor de A , .

é um vetor préprio de valor préprio igual X

a 1. Analogamente se um vetor estd na ,
diagonal A', sua imagem estd em A’ e é exatamente seu 0posto. Logo os vetore's
de A' sdo vetores préprios com valor proprio —1. Entdo V() =Ae V(=) =A.

2) Seja T: R* -~ R’ dada por \
T(L,0) =0 1)eTO =10, Ty |
entdo T(x, y) = xT(1,0) + yT(0, 1) = ir
=x(0, 1) +y-10=(yx. T¢€ |
entdo uma rotagio de 90°. Neste caso |
¢ impossivel que T(x,y) = A (X, y) com |
(x, y) # (0, 0) pois o angulo entre (x,y) !

T(x, y) é de 90°. Logo T ndo admite |
vetores préprios, V() = {0}, ¥ A ER.

3) Seja V um espago vetorial e T = Hy = homotetia de razdo A. Asﬁm,
T(u) = Hy (u) = \u, Yu€ V, e todo vetor é vetor proprio com valor préprio A.
Neste caso V(A) = V.

4) Seja T a rotagdo de angulo 6 no R3, tendo como eixo fixo o eixo-z.
Ou scja, T é o operador cuja matriz na base candnica é:

-/ cos @ sen 0 0
—senf cosf O
0 0 1
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O vetor (0, 0, 1) & vetor préprio com valor préprio 1 pois T (0, 0, 1) = (0, 0, 1).

Nio hd outros vetores préprios quando 0 < 8 < % Logo V(1) = eixo-z.

5) Seja P: R® - R? a fungdo P(x, x,y, 2)
y, z) = (X, y, 0) que € a proje¢do sobre
o plano xy. Neste caso (0, O, 1) & vetor
préprio com valor préprio O pois P(0, O,
1) = (0, 0, 0). Todo vetor do plano xy
¢ vetor préprio com valor proprio 1 pois
P(x, vy, 0) = (%, y, 0). Temos entdo:
V(1) = plano xy e V(0) = eixo-z.

Y

(x, vy, 0}

Definicdo 3 ~ Dada uma matriz A = (aij) de ordem n (real ou complexa),
chama-se polindmio caracteristico de A o seguinte polindmio de grau n:

a5, —t :57) e din
a Ay —t N

P(A) = det 2 2 n = det(A — tI,).
any ay, —t agn — t

Proposi¢io 1 — Matrizes semethantes tém mesmo polindmio caracteristico.

Demonstragio — Se B ¢ A sdo semelhantes, existe uma matriz inversivel M
tal que B = M~ AM. Daf:

pp(D) = det (B — tIp) = det(M™'AM — tl;) =
= detM™AM — tM~'I,M) = det(M "} (A — tI)M) =
= det(M™')det(A — tl;)detM = det(A — tl;) = p, (t). ®

A proposi¢do que acabamos de provar torna vilida a seguinte defini¢do:

Definicdo 4 — Seja V um espago vetorial de dimensdon e T: V = V um
operador linear. Chama-se polindmio caracteristico de T' o polindmio caracteris-
tico da matriz de T em rela¢do a qualquer base de V. Notagdo: pr(t).

Tal defini¢iio é vdlida porque matrizes do mesmo operador sdo necessaria-
mente matrizes semelhantes. -
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Proposicio 2 — Seja T um operador linear de um espago vetorial sobre
K(KS= IR ouK = C) de dimensdo n. Entdo os valores proprios de T s3o as rafzes de
pr(t) emK.

Demonstragio — Da defini¢do 1 segue que A ¢ valor proprio de T se, e
somente se, Ker(T — M) # {0}. Mas isto equivale a que T — Al ndo é inversivel e,
ainda, a que det(T — M) = O (ver capitulo 7 — §7). Como por definicfo,
det(T — tly) = det((T) — tIy) = py(t), entdo a proposi¢o estd provada. m

Nota: Se V é um espaco sobre €, entdo pr(t) é um polindmio complexo que, devi-
do a0 teorema fundamental da dlgebra, tem n raizes (n = dim V) em C, jd levando
em conta a multiplicidade algébrica das raizes. Neste caso, ent2o, um operador
linear T tem n valores proprios. Mas se V & um espago sobre IR o nimero de valores
proprios de um operador T € L (V) é menor que ou igual a dimensdo de V, pois algu-

. mas das raizes de pr(t) podem ndo ser reais.

Exemplos

Retomemos os cinco exemplos dados neste pardgrafo e calculemos py (%)
(mudamos a varidvel t da defini¢do por X).

1) A matriz de T na base canonica ¢

Logo

-x 1
pr(x) = det <1 >=x2—1
—X

cujas raizes em R sdo 1 e —1.

2) A matriz de T €

wt [ 241
= = X
PT(X) € 1 —x /-

que ndo tem raizes em R.

Logo
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3) Seja {ey, ..., e} uma base de V; a matriz de Hy = T em relagdo a
essa base é

e portanto

prx)=det | ................. =A-x)"

e \ é o tnico valor préprio de T; neste caso \ é uma raiz multipla de py (x) com
multiplicidade n.

4) Neste caso

cosf —x senf 0
pr(x)=det { —sen® cos @ —x 0 =
0 0 1—-x

=(1 — x)(x* — 2 cos 8 x + 1) cujas rafzes s3o:

2cos0 + VA 2cosf — /A

g 2 € 2

onde A = 4(cos? 8 — 1). Se lcos 8] < 1 as duas raizes sdo complexas e se cos 6 =
= *1, as trés raizes sdo reais.

5) A matriz de P em relagdo i base candnica €

1 0 0
0 1 0
0 0 O
¢ portanto
1—x 0
pp (x) = det 0 1—x 0} =(1-x%*%
0 0 —X

cujas raizes s3o O e 1, esta com multiplicidade 2.
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Notas:

1) Uma vez conhecidos os valores proprios de um operador T, podemos
achar os vetores proprios associados a cada vetor préprio. Se X € um valor proprio
(raiz do polindmio py(x)) os vetores préprios associados a A sdo os vetores ndo
nulos do nticleo de (T — AI). Vejamos alguns exemplos.

(I) O operador T: R?* + R? dado por T(x,y) = (y, x) tem como valores
préprios 1 e —1. Os vetores associados ao valor préprio 1 sdo aqueles que satis-
fazem (x, y) # (0, 0) e (T — AD(x, y) =(0,0) com A = 1 ouseja (T — I)(x, y) =
= (0, 0) ou ainda T(x, y) = (x, ¥) ou (y, X) = (x, y) donde vem x = y. Logo
os vetores proprios associados a 1 sdo os vetores da forma (x, x) = x(1, 1),
¥x € R*. Analogamente os vetores proprios associados a —1 sdo os multiplos
de (1, —1), dado por x(1, —1), ¥x # 0.

(II) O operador P: R® > IR® dado por P(x,y, z) = (X, y, 0) tem valores
préprios 0 e 1.

Vetores proprios associados a 0:
P(x,y,2) = 0(x, 5,2 =(0,0,0) <
=(0,0,0) <

> (x,y,0) =

>x=y =0,

Entdo os vetores proprios associados ao zero s3o os vetores x « (0, 0, 1), ¥x ER*,
Vetores préprios associados ao 1:
P(x,y,2) = 1(x,y,2) <> (x, %, 0) = (x,¥,2) <

Os vetores proprios neste caso sdo os vetores (X, y, 0), onde x # 0 ou 'y # 0.
Podemos achar dois vetores préprios que sdo linearmente independentes, a saber,
(1,0,0) ¢ (0, 1,0).

>z =0,

2) Assim como definimos valores e vetores proprios de um operador, pode-
mos definir valores e vetores proprios de uma matriz. Se A é uma matriz, de ordem
n, real ou complexa, chama-se valor proprio de A toda matriz

tal que AX = \X, onde A é um escalar chamado valor proprio de A. Para que A seja
um valor proprio de A € necessério e suficiente, entdo, que existauma matriz X # 0,
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dotipon X 1,tal que (A — M,)X = 0. Ora,isto ocorre se, e somente se, A — A,
ndo ¢ inversivel e portanto se, e somente se, det(A — Al,) # 0. Levando em con-
ta a defini¢ao 3 deste item podemos concluir que A € valor proprio de A quando, e
somente quando, A € raiz do polindmio caracteristico de A.

3) Se A é valor proprio de T, o mimero s = dim(V(\)) chama-se multiplici-
dade geométrica de A. Reveja nos exemplos acima a multiplicidade geométrica
dos valores préprios.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Achar os valores e os vetores proprios do operador T do IR? dado por:
a) T(x, y) = X'+ y, x — y)
) T(x, ) = (-%, =)
¢) T(1,0)= (0, -1) e T, 1) = (1, 0).

2. Achar os valores e os vetores proprios do operador linear T do IR® dado por
a) T(1,0,0)=(2,0,0),T0,1,0=(2,1,2) e T, 0,1)=(3,2, 1);
b) T(1,0,0)=(0,0,0), T(0, 1,0)=(0,0,0) e T, 0,1)=(5, -1,2).

. 3. Determinar valores e vetores préprios do operador T do IR? cuja matriz em relagio 3

base candnica é:

o O O w
‘O [ O R
o 2 O ©
w o o o

4. Determinar o polindmio caracteristico e os valores préprios do operador linear T: V =V
que é definido em uma base {e1,..., en} por T(ej) = Aej (A€ IR).

5. Calcular o polindmio caracter{stico e os valores proprios das seguintes matrizes:

GGG

6. Calcular o polindmio caracteristico e os valores proprios da matriz:

2 1 0 0
0 2 0 O
0 0 1 1
0 0-2 4
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1 1
7. Seja ( . a matriz de um operador do R%. Ache os valores proprios de T.
0

Existem, neste caso, dois vetores proprios linearmente independentes?

8. Seja A uma matriz triangular, ou seja, uma matriz A = (ajj) tal que ajj = 0 sempre
que i > j (ou, ao contréirio, ajj = 0, sempre que i < j). Qual o polindmio caracterfstico
de A? .

9. Sejam A e B matrizes triangulares com a mesma diagonal principal (a11 =by i=
=1, ..., n). Prove que: py (1) = pB(t)

*10. Provar que se A é valor préprio de T, entdo Al & valor préprio de T, Generalizando, se
p(t) é um polinémio entdo p(A) € valor préprio de p(T), onde p(T) = agl + a,T +
+ ...+ agTsep(t) = ag + a;t + ... + apth

2. DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

Vamos examinar dois operadores do R? que se comportam de maneira dife-
rente quanto aos vetores préprios. Sdo eles T(x, y) = (y, x) e S(X,y)= (x +v,¥)
cujas matrizes em relagdo d base candnica sdo

(T) ° ! ®
= e =

1.0 0 1
respectivamente. Os polindmios caracteristicos respectivos s@o pp(x) =x* — 1 e
ps(x) = (1 — x)*, cujas rafzes sdo: pp(x): 1, -1 e pg(x): 1 (dupla). Sdo
vetores proprios de T linearmente independentes: f; = (1, 1), associado a 1, e
f, = (1, ~1), associado a —1.

Logo {f;, f,} é uma base de IRZ.

Os vetores proprios de S devem satisfazer a condi¢gdo S(x, y) = (x, y), ou
seja, (x + vy, ¥) = (X, ¥) que equivale ao sistema:

x+ty=xXx
y=%

cuja solugdo geral 6 y = 0. O sub-espago préprio de S é formado entdo pelos
multiplos do vetor (1, 0) ¢ portanto sua dimensdo ¢ 1. Entdo ¢é impossivel formar
uma base de IR?> com vetores préprios de S, contrariamente ao que se verificou
com o operador T.
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No caso do operador T,se B = {f;, f,}, entdo

Ty, = 1 0
B 0 —1
1
Mais ainda, sendo M = ) ) a matriz de mudanca da base can0nica para

a base B, temos (T)y = M} (T)M, ou seja

1 o 1 (=1 =1\ fo 1\ /1 1

0 —1 2\-1 1/ \1 o/ \1 -1

Em resumo: existe uma base do R* .em relagio 4 qual a matriz de T é
diagonal. Tal fato nfo ocorre com a matriz do operador S. Em outras palavras,
a matriz de T ¢ semelhante a uma matriz diagonal, o que nfo acontece com a
matriz de S. Faremos a- seguir um estudo breve dos operadores que podem ser
diagonalizados conforme o operador T acima.

Definicdio 5 — Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Um operador
T: V = V se diz diagonalizdvel se existe uma base de V formada por vetores pré-
prios de T.

Se B = {e,, ..., ey} for uma base formada de vetores préprios de T entdo

» O

My = A
O "

onde Ay, ..., Ay s30 os valores proprios de T. Segue dai que

A —X O

pr (x) = det A — X
O Ap—X

e assim pp(x) se decompde em fatores lineares.

== —%) ... (M%)

Nota: Os nmeros Ag, ..., A, ndo sdo necessariamente distintos dois a dois. Pode
acontecer de o polindmio caracterfstico pp(x) de um operador linear T se decom-
por em fatores lineares da forma x — A, sem que T seja diagonalizdvel. E o que
acontece, por exemplo, com o operador linear S: IR? — IR? dado por S(x,y) =
= (x + y,y) cujo polindmio caracterfstico é (x — 1)(x — 1) que jd vimos tratar-se
de operador nfo diagonalizdvel.
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Nosso objetivo agora é dar um critério para que um operador linear T de um
espago de dimensdo finita (sobre IR ou C) seja diagonalizdvel. Para tanto precisare-
mos de alguns pré-requisitos ainda nfo constantes do texto.

Lembremos que a soma de dois sub-espagos H; e H, de um espago vetorial V
¢ o sub-espago

H, +H, ={u + v|u€H,;;veH,}

e que essa soma se diz direta se H; N H, = {0}. Estas nogGes podem ser gene-
ralizadas de maneira 6bvia. Se Hy, . . . , Hy(r > 1) sfo sub-espagos vetoriais de V,
a soma desses sub-espacos é o conjunto

H + ...+ H;, ={u; + ... +u,|u;€H}.

E claro que H, + ... + H; também é um sub-espago de V. Se ocorrerem ainda as
igualdades
H, N Hy = {o}

Hy N (H,; + H;) = {0}

H,NMH + ... +H,_,)={o0}

a soma em questdo é chamada direta e se indicaporH, @ ... ® H,.

Para uma soma direta H = H; @ ... ® H, de sub-espagos de um espago V vale
o seguinte fato:se By, ..., Bysdo basesde H;, ..., H,, respectivamente, entdo
B = B,V ... UB; é uma base de H.

n
Como cada H; é gerado por B; e todou € H é uma somau = Z u;,onde ca-
i=1
da u; € H;, entdo B gera o sub-espago H. Para mostrar que B € linearmente indepen-

dente suponhamos By = {uyy, ..., un, ..., Br={uy, ... ,umr}. Entdo, se
oy + ...+ @1n Uin, + ... tounn + ...+ Qrp g, = O deixando no
primeiro membro apenas as n; ultimas parcelas teremos
OriUry + ...+ amrumr =V
ondev€EH; + ... + H, _ ;. ComoH,Nn(H; + ... + H; _,) = {0}, entdo
V = Qr1Ur + ...+ amrumr =0
e, levando em conta que B é LI, conclufmos que ay; = ... = o, = 0. Arepeti-

¢do desse raciocinio nos levard  conclusdo que todos os escalares o s30 nulos e, con-
seqiientemente, que B ¢ linearmente independente.
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Uma conseqiiéncia do que acabamos de mostrar é que
dm(H; @ ... ® H) =dimH;® ... ©® dimH,.

Teorema 1 — Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre K(K =
= IRouK = C€). Um operador linear T € L (V) é diagonalizdvel se, e somente se,

1) o polinémio caracteristico de T tem todas as suas raizes em K (sempre
acontece no caso K = C);

2) a multiplicidade algébrica de cadavalor préprio A; de T é igual 2
dimensdo de V(\;).

Demonstracéo:

( >) Seja B = {uyy, ..., Uy -5 Uk, - - -, Ukry fUMa ba
se de V formada de vetores proprios de T de maneira que em cada B; =

= {Uj1, . - - , ujr; } estdo todos os vetores proprios associados ao valor proprio
NEK(GA=1,2,...,k). A matriz de T em relagio a essa base é

7\1.. Q

(T)B =

O Ag
é portanto, j4 que py(t) independe de representagdo matricial de T,
pr®) =\ — )1 ... (A — )k
cujas raizes estdo todas em K.

Para cada fndice i (1 < i < k) seja H; o sub-espaco gerado por B; e mostre-
mos que H; = V (A;). Ainclusdo H; C V(X)) é f4cil de verificar pois um elemento
u € H; é uma combinagdo linear de B; e é, portanto, um vetor proprio cujo valor pr6-
prio associado é A;.

Para provar que V(A;) C H; tomemos u € V(\,) em rela¢do i base B:

u=anpuyg + ... + Qkry Ukry
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Entdo
Maggug + o+ ey L F Aogiukr + ...+ NakrUkrg =
= Mu=T@= a;3T(uy) + ... + o‘krkT(ukrk)
= Moguy + ..o+ Noyrugr F oL Agagg Uk FoL + AgOkry Uk -
Comparando a primeira e a ultima combinag¢Oes lineares acima obtemos
N0z = Ap0ap 5.y \idor, = )\2a2r2
A0ks = Ak@ky, .. .» MQkre = AkOkrg

e assim an=...=a2r2=...=ak1=...=akrk=0

‘Dondeu = ay vy + ... + oyr, Uyr, € portanto u €Hj. Analogamente se chega 3

conclusio que V(A;) C H; paratodoi(l < i < k).

Das igualdades V(A;) = H; resulta que dim V(A;) = dim H; = r; que é amul-
tiplicidade algébrica de A;.

« ) Por hipétese o polindmio caracteristico de T pode ser fatorado
sobre K do seguinte modo:

Pr(® = (s — 1 ... Ak — Bk
ondeA; # Njsei # jer; + ... + rg = graude pr(t) = dimV. Amultiplicidade
algébrica de cada um dos valores proprios A; é, pois, r; (i = 1,2, ...,k). Por hip6-
tese ainda, dimV(\;) = ;G = 1,2,...,k).

SejaH = V(Ay) + ... + V(Ag) e mostremos que V) NVQRy = {0},sem-

pre que i # j. De fato, se u € V. (A N V(A;), entdo T(w) = Aju = Aju e dafl

(Aj — Apu = o. Como}; # Aj,entdou = o. Conseqilentemente V(A ) N(V(A,) +
+ ...+ VO, _ 1) ={0}(2 <1 < k)eentdo

H=VQ) @ ... ® V-

DafdimH = dim VQ\,) + ... + dim V(\p) =1, + ... + 1 = ne,sendoHum
sub-espaco vetorial de V cuja dimensdo é n, entdo H = V. Tomando uma base B; de
V)G = 1,2,...,k), entdo B = ByU . ..UBy é uma base de V, constituida s6
de vetores proprios de T. Donde T é diagonalizdvel.

Nota (Importante): Seja A uma matriz real n x n. Se B indica a base canonica do
IRM, existe entfo um operador linear T € L (R") tal que (T)g = A. A matriz A se
diz diagonalizdvel se, e somente se, T & diagonalizdvel; isto é, quando existe uma
base B; de IR™ tal que (T)Bl = D é diagonal. Essa base By, como vimos, ¢ forma-
da por vetores préprios de T.
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Mas sendo A e D matrizes de um mesmo operador linear, se indicarmos por
M a matriz de mudanga de base de B para B, entdo (ver Cap. 5, § 5).

D = M-! AM.,
Ora, sendo B = {(1, 0, ..., 0}; ...; (0, O, ..., 0, 1)}, se
B, = [(Xi1y c-es Xin); oo3 Kas over Xow))s entéo
Xy X5 T RV
Xy Xy e Xp
M =
X X2n e X

Quer dizer, as componentes do i-ésimo vetor préprio de B, formam a i-ésima co-
luna de M(@i = 1, 2, ..., n). '
Para as matrizes complexas n X n vale o mesmo observado acima.

Exemplos

1) Seja T : R? > R? o0 operador dado por T(x, y) = (4x + 4y, x + 4y). Sua
matriz em relagdo a base candnica é:

(Y

>=x2—8x+12=(x—2)(x—6)

Entio:
4 — x 4

pr(x) = det< | 4 x

0 que mostra que A é diagonalizavel. Para A = 2 temos
4 4\ /x X
= 2
14/ \y/ y

{4x+4y=2x
X + 4y = 2y.

donde vem que

A resolugdo desse sistema nos leva a que:

()

¢ um vetor proprio de T.
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o

2
Um célculo andlogo nos dard <1 como outro vetor préprio de T, asso-
. . 2 1
ciado ao vetor préprio 6. A matriz M = é tal que MT'AM =

2 0
= < 6> . Pedimos ao leitor que faga estes cdlculos.

0
AN
2) Seja
0 7 -6
A= |-1 4 0
0 2 =2
Seu polindmio caracteristico &: ‘
—X 7 —6
pa(x)=det { -1 4-x 0 =x- D+ Dx-2).
0 2 —2-x
Para A =1 temos
0O 7 -6 X X
-1 4 0 y =1y
0 2 -2 z zZ
donde vem o vetor proprio
9
3
2

Para A = —1 temos

0 7 -6 X
o 2 —2/\z z

donde vem o vetor préprio
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Para A = 2 teremos o vetor prdprio

4
-
1
Entdo, formando a matriz N
9 5 4 1.0 0
M= |3 1 2] teremosM™'AM= | 0 -1 0
2 2 1 0 0 2

" 3) Seja T : C* - €4 o operador linear cuja matriz, em relacfio a base candni-
ca de C* sobre C, é:

2 1 0
A = 0 2 0
0 0 1
O» 0 4 -2
Entao
2 —t 1 0 0
0 2 -1 0 0
pr(t) = =
0 0 1 -1 1
0 4 -2 -1
.Y

=Q-tP 1 -t)-2-1)-4=Q-t)t2+t-6)=02-1)(-3 -1

Logo, os valores proprios de pr(t) sdo 2 (com multiplicidade algébrica 3) e —3 (com
multiplicidade algébrica 1).

Calculemos as dimensdes de V(2) e V(— 3), onde V C4. A equacio matri-
cial Axyzt) = 2 (xyzt) equivale ao sistema

2Xx +y = 2x

2y =2y
Z+t=2z
4z — 2t = 2t
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que equivale, por sua vez, a

bl

z =1t

Donde VQ2) = {(x,0,2,2)|x,z € €} = [(1, 0,0, 0); (0, 0, 1, 1)], cuja dimenséo ¢ 2.
Como a multiplicidade algébrica de 2 é 3, entdio T ndo é diagonalizavel.

Calculos analogos levam a conclusio que V(—3) = {(0, 0, z, —42) | z € C}
e portanto dim V(—3) = 1, o que mostra que V(2) + V(-3) = C*

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determinar, se possivel, uma matriz M € M, (R) de maneira que M1 AM seja diagonal, nos
seguintes casos:

2 4 3 -2
”C 10 y, MQ 1

2. Determinar uma matriz M € M, (R), inversivel, tal que M~! AM seja diagonal, sendo

0 1 5 9
2 1 6 8

A= 0 0 0 3 )
o 0 1 -2

3. Determinar M € M;(R), inversivel, tal que M~! AM seja diagonal onde

A=

4. Achar uma matriz diagonal semelhante & matriz

5. Estudar quanto A possibilidade de diagonalizacdo as matrizes:

12 -2 10
a) 2 1 -2 b) m 2
2 2 -3 n 0
1 -4 -2 =2 11T 11
-4 -1 -2 -2 11 -1 -1
) 2 2 1. 4 D 1 -1 1 -1

2 2 4 1 1 -1 -1 1
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3. DIAGONALIZACAO DE OPERADORES
AUTO-ADJUNTOS (OU DE MATRIZES
SIMETRICAS REAIS)

Lembremos que um operador auto-adjunto é um operador linear A de um
espaco vetorial euclidiano V tal que A

<A(u), v> = <y, A(v)>

para quaisquer u, v € V. Lembremos ainda que a matriz de A, em relagdo a qual-
quer base ortonormal, é simétrica, e que, reciprocamente, toda matriz simétrica
representa um certo operador auto-adjunto, com referéncia a uma base ortonor-
mal. Assim, o problema de diagonalizagdo de uma matriz simétrica equivale ao
da diagonaliza¢do de um operador auto-adjunto.

O polindmio caracterfstico de um operador linear sobre um espago eucli-
diano é um polinémio real cujas raizes pertencem ao corpo € dos nimeros comple-
x0s. Mostremos que no caso de um operador auto-adjunto todas essas raizes sdo
necessariamente nimeros reais.

De fato, seja S = (sj;) uma matriz simétrica real e seja A um valor proprio
de S. Entdo det(S — XIm) = 0, o que equivale a dizer que o sistema linear homo-
géneo

n
Z sijj = Ax; (i=1,2,...,n)
j=t

admite uma solug¢fio nfo trivial (8¢, ..., §,) e portanto sdo vdlidas as igualdades

n
D s =28 (i=1,2,...,n).
j=1
Multipliquemos ambos os membros de cada i-ésima dessas igualdades por B; e a
seguir somemos membro'gﬁ membro as igualdades obtidas:
n ) n
D 8ijBiBi = A D Bif;.
ij=1 i=1
n
Como Z BiB; €EIR, se provarmos que o primeiro membro da ultima igualdade
i=1
pertence também a IR, entdo teremos a conclusdo desejada, isto é, X € IR. Mas
isto equivale a mostrar que esse primeiro membro € igual ao seu conjugado, o que

é facil:
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n

n
> siiBiBi = > syBiBi =

i,j=1 i,j=1 i,j=1

M=
w
fl=tq
=
ol
|

n n n

Z siiBiBi = > sijBiBj = Z 8jBjBi-

ij=1 i,j=1 ij=1

Observe-se que a pentiltima igualdade na seqiiéncia anterior de igualdades se obte-
ve simplesmente permutando-se os {ndices i e j na dupla somatoria.

Portanto, jd levando em conta a multiplicidade algébrica, uma matriz simé-
trica real de ordem n (ou um operador auto-adjunto de um espago euclidiano de
dimensdo n) tem n valores préprios.

Teorema 2 — Um operador linear A de um espago euclidiano V, de dimen-
sdo finita n > 1, é auto-adjunto se, e somente se, existe uma base ortonormal de V
formada de vetores proprios de A.

Demonstracdo

(< ) Se B= {g, &,.-.,8n}é uma base de V formado de vetores
proprios de A, entdo (A)g é uma matriz diagonal e portanto simétrica. Logo A é
auto-adjunto (devido a proposi¢do 8 — capitulo 6).

(
qualquer que sejav € V, v # 0, fazendo Y-

>) Faremos a demonstragio por inducdo sobre dim V. Se dim V = 1,

" =8 entdo {g}¢é uma base ortonormal

de V e, obviamente, como V = [g]e A(g) € V,entdo A(g) = Ag,para um certo A\ER.
Entao g é um valor préprio de A e esta condi¢do fica provada paran = 1.

Seja V um espago euclidiano de dimenso n > 1 e suponhamos o teorema
vdlido para os espagos euclidianos de dimens@fon — 1. Sejam A€L(V)e A; €EIR
um valor préprio de A. Se u ¥ o é um vetor préprio de A associado a A4, entdo

u u 1 u
= —— 8 3 i = A|l—— =N —=
81 = i também o € pois Alg) (llu u) Tl AW = 1 Tl

= Mg

SeH =[gi],entioV = H @ H', onde H* também é euclidiano (relativa-
mente ao produto interno de V, restrito a este sub-espago) e dim H' = n — 1. Obser-
vemos ainda que H* é A-invariante, isto é,vale a implicagdo: v E H! > A(v)€H.
De fato, se vE H < gy, A(V) > = <A(gy),v> = <A\yg1,v> = Ay <gp,v> = A *
+ 0 = 0. Isto nos permite considerar A, enquanto atua somente sobre os elemen-
tos de H', como um operador linear deste sub-espago. E como <A(u), v> =
= <u, A(v)> vale para quaisquer u, v € V, também vale para quaisquer u, v € H',
entdo A, como operador linear de H*, é também auto-adjunto.
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Pela hipotese de indugdo existe uma base ortonormal {gs, . . ., g} de H*
formada de vetores proprios de A (restrito a H'). Entdo B = {g;, g3, . . . , gnt &
uma base ortonormal pois cada vetor de H* é ortogonal a g;. Como cada ele-
mento de B ¢ um vetor proprio de A, a demonstra¢io fica concluida.

Exemplo

Consideremos a matriz simétrica

I -2
A= -2 1 0
0 0 -1
seu polindmio caracteristico é
1 —t -2 0
det(A — tl3) = | =2 1—t 0 |= — (1 —tyP1 +1t)+
0 0 -~-1-t

+ 4(1 + t) = (t—3)-(t+1)*. Achemos os vetores proprios correspondentes
aos valores proprios 3 e — 1 encontrados. :

De
1 -2 0 X X
-2 1 0 y =31y
0 0 — z
vem que
x+y=0
z =0

Logo V(3) = {(x,~ x,0)|x EIR} é o conjunto dos vetores proprios associados ao
valor 3. Analogamente se obtém que V(— 1) = {(x,x,2)|x,z€IR}é o conjunto
dos vetores proprios associados a — 1. Uma base de IR® formada de vetores proprios
de Aé

B = {(1,-1,0) (0,0,1); (1,1,0)}.

Note-se que o primeiro desses vetores foi conseguido fazendo x = 1 em V(3)eos
dos outros foram obtidos parax = 0ez = lex = lez = Oem V(- 1). Essabase
é ortogonal mas ndo ortonormal. Assim, se multiplicarmos cada um dos seus veto-
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res pelo inverso de sua norma acharemos uma base ortonormal do IR? constitufda de
vetores proprios de A:

B <£,—fz‘ VI VT

3 0 ; (0’ 0’ 1); T’

2 2 2
Portanto
V2 0 V2
2 2
—V2 V2
M= 0
2 2
0 1 0

¢ a matriz de mudanca da base candnica do R3 para By, ambas ortonormais, do
que decorre que M—! = M! (ver exercicio proposto 24 — item 4 — cap. 6). Donde

3 0 0
MteA M= 0o -1 0
0 0o -1
EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja A € L (IR%) o operador linear cuja matriz relativa i base candnica é

2 2 0
(ay) = 2 -1 0
0 0 2

a) Achar os valores proprios de A.

b) Achar uma matriz ortonormal do IR? em relagfio 4 qual a matriz de A é diagonal.

¢) Achar uma matriz M ortogonal (M~! = MY tal que Mt(aij)M € a matriz diagonal obti-
da em b).

2. Seja A €L (IR definida por
AXy, D) =(x +y +2z,x+y+z,x+y+ 2
a) Achar os valores proprios de A.
b) Achar em base ortonormal B do IR3 tal que (A)g é diagonal.

¢) Qual a matriz de mudanca da base candnica do IR3 para B?
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3. Seja (sij) uma matriz real simétrica cujo valor préprio de menor médulo é A. Mostrar q
(sij) ¢ inversivel se, e somente se, A # 0.

4. Fazer para a matriz real simétrica

0 1 1 -1

0 -1 1

@ = -1 0 1
-1 1 1 0

o mesmo que se pediu no exercicio 1 acima.

5. Um operador auto-adjunto de um espago euclidiano V se diz positivo definido se, e s6 se,

todos os seus valores proprios sZo maiores que zero. Supondo a dimensdo de V finita, mos-
trar que:

a) A € positivo definido se, e somente se, <A(u), u> >0 para todo vetor ndo nulou € V.
b) Se A é positivo definido, entdo seu inverso (caso exista) também o §é.

6. Seja A € My (R) uma matriz simétrica. Prove que existe uma matriz real ortogonal P, nxn
talque P A - P = D, onde D ¢ diagonal, formada pelos valores préprios de A.

4. APLICACAO DA DIAGONALIZACAO: POTENCIAS
DE UMA MATRIZ

Seja A uma matriz de ordem n. As poténcias de A s3o definidas por A? =
= AA, ..., AP = AP~1A. Em geral ¢ penoso o cdlculo de AP, sobretudo se p é
grande. No entanto se A é diagonalizdvel, o cdlculo de AP ¢ mais ficil. Pois se A é
diagonalizdvel, existe uma matriz inversivel M tal que: M~'AM = D, sendo

LY 0
D= Mo
0 "
a matriz diagonal dos valores préprios de A. E claro entdo que
A0 A0 Ao
D? = , D? = yeeny DP =
0 A2 0. A3 o A

Mas M~'AM = D acarreta A = MDM ™ e daf, conforme j4 vimos no apéndice V,
AP = MDPM™L. '
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Exemplos

1) Seja A = (4 :) e calculemos AP. Conforme jé vimos a matriz
1

2 o> _
, ou seja, A =

2 2
M = ( 1) diagonaliza A, isto 6§, M™!AM = (0 6

1

2 0
=M ( 6> M~! de onde se tira que
0

. ? 0 L 12 2 2P01_2>_
A=MAy )M "7\ 1)\ /1 2
1 2Pt 26PN\ (1 -2\ _
T4 \-2p & J\1 2
1 2P +2.6P —2P*2 4 22.6P
I P 4. 6P
2) Seja
0 1 1
A= 1 0 1
1 1 0
cujo polindmio caracterfstico € p, (x) = (x + 1)*(x — 2) (verifique). Ela € diago-
nalizdvel pois tomando A = —1 (raiz dupla) obtemos
01 1 b X 0 1
1 0 1 yl==ly ||y ]=vy + X 0
1 1 0 z z z -1 -1
e tomando A = 2 obtemos o vetor préprio
1
1
1
Assim
0 1 1 —1 0
M= 1 0 1| étal que M!AM = ~1
-1 -1 1 0 2
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Segue dai que
1P |
AP =M (-1 M=
2P
2P +2(-1)P 2P _(—1)P 2P _ (~1)P
2P — (-1)P 2P 4 2(=1)P 2P — (1P
2P . (—-1)P 2P _ (—1)P 2P +2(-1)P

W[~

5. APLICACAO DA l)lAGONALIZACAO: SERIES DE
MATRIZES (NOCOES)

Consideremos uma seqiiéncia Ay, A,, ..., Ay, ... de matrizes reais de

tipo m x n. Suponhamos Ay = (aij(k)), k=1,2,....Dizemos que a seqiiéncia
dada converge para a matriz B = (bj;), do mesmo tipo que as Ay, se as seqiiéncias
de nitmeros reais

(1) 4. 02)

aij s Afj s a5 BT, L
convergem para by para todoi=1,...,me todoj=1,...,n.
Por exemplo

1 1 1
<1 0> 7 0 3 0 i
0 0/°Vo o/ \o o/ "7 \o of
. 0 0 , 11
converge para a matriz o 0 pois 1, 5> 3> + - - CONverge para 0, 0 mesmo

acontecendo com a seqiiéncia 0, 0, 0, ...

Sea seqﬁ.éncia Ay, Ay + Ay, AL + Ay + A,, ... convergir, para a matriz B,
entdo diremos que a série infinita A; + A, + A3 + ...+ A, + ... é conver-
gente ‘para B. A matriz B chama-se soma da série dada.

Pode-se provar (ndo o faremos aqui) que, sendo A de ordem n, a série
exponencial

2 3 p
T+A+ A AL AL

Ak
2 3 p! k!

Mg

k=0

i}
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é convergente. A soma dessa série é denotada por e®. E facil perceber que 0 cél-
culo de e é em geral dificil. Mas se A for uma matriz quadrada diagonalizdvel
entdo esse cdlculo torna-se bem simples pois, sendo AP = MDPM™! com

v O

entdo

I
=
[¢]
|}
=
L
I
=
(¢
3
=
L

Por exemplo, se

4 4 b 2 0
= t~ =
A - entdo 0 6

conforme jd vimos anteriormente. Dafi 4
e2 0 1 2 2 e2 0 ) )
A =M M =— . -
0 ef 4\-1 1 0 e 1 2
1 [ 2e* 28 1 -2 1 {2@E* +e%  4(ef —e?)
TA\_e e 1 2] 4\ —t+et 20 +¢)
EXERCICIOS PROPOSTOS

*1. Calcular AP nos seguintes casos

0 7 -6
2 4
2) ( > b (-1 4 0
13
3 0 2 -2
0 1 5 9 -1 -4 -2 -2
2 1 6 8 -4 -1 -2 -2
c) d)
0o 0 0 3 2 2 1 4
0 0 1 -2 2 2 4 1

*2. Calcular eA, utilizando as matrizes do exercicio 1.
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6. Lema de Gergoshin

Seja A uma matriz complexa n x n. Chamase vetor préprio de A toda
matriz complexa X de tipo n x 1 tal que AX = AX para algum X\ € C. Neste caso \ é
valor préprio de A associado ao vetor préprio X. Como no caso real prova-se que
A € valor préprio de A se, e somente se, det (A — AI,) = 0 e portanto os valores
préprios de A sdo as raizes do polinémio p, (t) = det (A — tI,). O conjunto dos
valores proprios de A é o seu espectro.

1+i

2i
Exemplo: Seja A = ( ) € M, (C). Entdo
i

1+i—-t  2i
pa(t) = det(A — tL) = det < ] ) \ =
—1 i—t)
=12 (1 +2)t+ (@G - 3)

cujas raizes s30 A; = 2 +ie A, =i — 1. O espectro de A é representado pelos
pontos seguintes

1

Um problema apresenta-se agora: pode-se prever onde se localiza no plano
complexo o espectro de uma matriz, sem calcular explicitamente seus valores
préprios?

Definicdo 6 — Seja zo um nimero complexo e r > 0. Chama-se disco de
centro zo e raio r o subconjunto D(zo; r) do plano complexo definido por

D(zo;1) ={z€C :lz — 7l <1}
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Teorema — Seja A = (ajj) uma matriz complexa de ordem n. Consideremos
os n discos D(a;j, i) onde

n
1= Z lal G=1,...,n).
i#i
Entio o espectro de A estd contido na reunido destes n discos.

X1
: um vetor proprio

Prova — Tomemos um valor préprio A e seja X = <
. Xn

de A. A igualdade AX = AX significa que
n
Z axi = Axg (i=1, ..., n)
j=1

ou seja

Z ajj% = AX — ajiXi = (A — 8ji)Xj

j=1
j#i
Tomemos o fndice iy tal que Ixjy| = sup {Ixjl:i=1,...,n}.
Entdo
I\ — ajgig)Xip | = IN — aigig | 1x4,] =
n n
Z 30X Z laigsl 1% < Z lajgjl| sup Ixjl =
= =1 =1
i#ie i#io j#io

n n

= > laigjl Ixigl € dai X — i1 < D ayyl
j=1 j=1
jr io j#lo

isto € X € D(ajyip; Tip)- @
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7. FORMA DE JORDAN

O teorema 1 deste capitulo fornece uma condi¢do necessaria e suficiente para
que um operador linear de um espago vetorial de dimensio finita seja diagonaliza-
vel. O exemplo 3, item 2, é de um operador linear do R4 ndo-diagonalizavel.

Neste item trataremos de uma forma de matriz bastante simples, embora ne
tanto como as matrizes diagonais, porém com uma vantagem: toda matriz comple-
xa ¢ semelhante a uma delas. Trata-se da forma canénica de Jordan. Como resul-
tado fundamental veremos (o que j4 foi dito em outras palavras) que todo opera-
dor linear de C" pode ser representado, numa base conveniente, por uma forma
de Jordan.

Sao chamadas matrizes de Jordan sobre o corpo €, de ordem respectivamen-
te 1, 2 e 3, as matrizes

A10
o (b1) (o1
0 0 A

onde A € C. A defini¢io geral de matriz de Jordan é 6bvia a partir desses casos.
Reduzir uma matriz n x n 4 forma canénica de Jordan significa encontrar uma matriz

0 0
0 I, 0
0 0 3,

onde os J; sdo matrizes de Jordan, semelhante & matriz dada. Como ja observa-
mos, isso sempre é possivel no caso das matrizes complexas. A demonstracio desse
fato, contudo, é bastante longa e drdua, razio pela qual ndo serd vista in fofum
neste texto.

Mas, na parte de que trataremos, aparecerdo com freqiiéncia matrizes parti-
cionadas em blocos. Por exemplo, isso acontece na forma candnica de Jérdan, onde
0s Jy, J, ..., J, sdo blocos, 0 mesmo acontecendo com as matrizes nulas que nela
figuram, indicadas simplesmente por 0. Se considerarmos, digamos, a matriz 3 x 3

1l
NN
— W &
A~ N W
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b R A0

e fizermos

)on (en e
2 3 6

entdo pode-se escrever
A B
M =
C D

Diz-se entdo que M foi particionada nos blocos A, B, C e D. Até a1” trata-se
simplesmente de notagdo. Mas se considerarmos duas matrizes P e Q, particiona-
das em blocos

C e 4=D

Ay Ap o Ap By B ... Bp

Ay Ap o A, By Bxn ... By
P = ; Q=

Ami Am2 - Amp By Bny ... By

¢ se o nimero de colunas de cada A;; for igual ao nimero de linhas de cada By,
entdo '

Cll C12 e Clr

Cu Cnp o Cy
PQ =

Cni Cm2 - Conr

n
onde C;, = Z A;;jBijk. O leitor, certamente ja bastante familiarizado com produ-
j=1

tos de matrizes, ndo terd dificuldades em perceber a validade desse resultado. Dai
ndo nos alongarmos mais sobre o assunto.

Uma etapa de nosso trabalho no sentido da forma de Jordan passa pelas ma-
trizes triangulares superiores: sdo as matrizes (a;;) tais que a; = 0 sempre que i
< j. Por exemplo, as matrizes de Jordan. A matriz

1 2 3
0 2 1 R
0 0 5

porém, ¢ triangular superior mas ndo ¢ matriz de Jordan.
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Lema 1 — Seja T : C" — C" um operador linear. Existe entdo uma matriz
triangular cujos termos da diagonal principal sdo os valores préprios de T e que
é a matriz de T em relagdo a uma conveniente base de C".

Demonstracdo — (por inducdo sobre n)

Como toda matriz 1 x 1 é triangular, o teorema é obviamente verdadeiro pa-
ran = 1.

Sejan > 1 e consideremos o teorema verdadeiro paran — 1. Consideremos
T : €* — C" conforme o enunciado e seja B a base candnica de C" sobre €. Como
pr(t) € um polindmio complexo, T admite um valor préprio A; € C. Se u; é um

vetor préprio ao qual A; estd associado, seja C = {uy, uy, ..., u,] uma base de C®
obtida a partir de u;. Entdo

Ty = Ay

T(UZ) = Opu; + Opouy + ... + Ououy,

T(uy) Oply + Oopliy + + Oppln

e
(T = 0 K

onde Uél1lx(n —1),0é(n — I)x1le

Ay wee Opp

Ano s Opn

é¢(n — 1)x(m — 1). Supondo A = (T)g, entdo (prop. 2, cap. 5):

M U
M-1.: A .-M=
0 K

onde M ¢é a matriz de mudanca de base, de B para C.

Ora, como K é (n — I)X(n — 1), K é matriz de um operador linear
S: "~ ! "~ ! em relacio, digamos, 4 base candnica de € - I Pela hipotese
de indugio existe uma base de €" ~ ! relativamente & qual a matriz de S é

Ay Bzi/ e B
© - 0 A3 ... B
0 0 ... A
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Se P.indica a matriz de mudanca da base candnica de C" ~ ! para esta ultima ba-
se, entdo

P—l.K.P:(S)

2= (3 1)

e R = M - Q. Observando que Q ¢ inversivel (pois P o €) e

O 1 0
Q=10 p-
entdo

1 1 1 0 A U <10>
-1, . — -1, -1, . . = . . =
R-1-A-R=0Q M~t-A-M-Q 0 p-1 0 K 0P
A U 10y (M U-P >_
“\o P!-K opP/ \o P'.-K-P

Sejam agora

MYz Y Yin
0 X Ba B2n
0 0 0 Ay

Devido ao item 5 do capitulo 5, esta matriz efetivamente ¢ uma representa-
¢fio de T. Os valores proprios dessa matriz sdo, € claro, Al> A2y «evs Ap. Como A
¢ semelhante a essa matriz e A = (T)g, entdo Aj, Ay, ..., Ay 530 0s valores proprios
de T,

Nota — A representaciio matricial obtida para T no lema 1 pode ainda ser
melhorada. Vejamos como, reproduzindo passo a passo a demonstragao feita (a0
invés de usar o recurso da inducdo), mas com alguns cuidados suplementares.

Conforme a demonstracdo, existe uma base C de C" tal que

T _<x1 U>
(D¢ = 0 K
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Os valores proprios da matriz K sdo os restantes valores préprios de T, posto que
K ¢ semelhante a uma matriz triangular superior cujos termos da diagonal princi-
pal sdo exatamente esses valores. Repetindo para S : € — ! — € ~ ! ¢ raciocinio
feito com T, porém com o cuidado de partir ainda de A, caso este numero seja

também valor préprio de S, concluiremos analogamente que existe uma matriz in-
versivel My, de ordem n — 1, tal que

MU
Ml_l ° K . M] =
0 K,

Com a suposi¢do de que A; néo é raiz simples de p(t), chegamos entdo a existén-
cia de uma base de C" em relagdo a qual

)\’1 U’ U,’
M=y 0 » U
0 0 K

Se levarmos esse raciocinio até esgotd-lo, o resultado sera uma representa¢io trian-
gular superior de T mas de tal sorte que a diagonal principal obtida é formada pe-
los valores proprios na seguinte seqiiéncia: A;, Ay, ooy Afy Ay wony Agy .o, Aps wees
Ap, onde A # Ajsei # .

Um exemplo poderia ser o seguinte

Mo1o2 0

0 A 3 5
L =

0 a 1

0 0 0 i

Observemos que, neste caso, L admite a seguinte particio em blocos:

Ty Tp
L =
onde T, e Ty, sdo triangulares superiores, a primeira com todos os elementos da

diagonal principal iguais a 2, ¢ a segunda com todos iguais a A,.

E claro que isso & geral e podemos afirmar que todo operador linear T : C?
~» C" admite uma representagdo matricial por blocos

All A12 e Alr
0 Ay ... Ay
0 0 ... A,
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onde cada A;; é triangular superior, todos os elementos da diagonal princ_ipal de A;
sdo iguais a A; (valor préprio de T), a multiplicidade algébrica de A; € igual & or-
dem de Az e A; # A; sempre que i # j.

Lema 2 — Se T : C" — €™ é um operador linear, entdo T admite uma repre-
sentacdo matricial

A, 0 O 0
0 A, O 0
0 0 O A,

onde cada A; é triangular superior cujos termos da diagonal principal sdo 1gua1§

a \; (valor proprio de T), a ordem de A, é a multiplicidade- algébrica de yeré
1 ' . . .

o numero de valores proprios distintos entre si.

Demonstrac@o

. . 4
Observemos primeiro um exemplo. Digamos, o de um operadoE linear de (Ill
que admite, de acordo com a nota anterior, a seguinte representa¢ao matricial:

G

Vejamos como anuldr o primeiro desses termos. Consideremos a matriz elementar

o O O =
oS O = O
O = O
[T B e

onde ¢ (a determinar) ocupa a posicdo (1, 3), exatamente a do termo que se quer
anular em A. A inversa de E €
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1 0 —-c 0
0 1 0 0
E-! =
0 0 ]
e 0 0 O 1
11 ll C+2 c+3
0 11 1 0
Evo E‘lz —-———_|__ ______ —
0o 0, 2 1
0 0l o 2
Assim, se escolhermos ¢ = —2, conseguiremos o anulamento pretendido.

De um modo geral, se A = (aij’) jé estd na forma dada pela nota anterior,
pode-se transformar em nulo qualquer bloco acima dos blocos diagonais, seguindo
a idéia do exemplo dado. De fato, seja 0, um elemento de um dos blocos a serem
anulados (logo r < s). Seja E a matriz elementar que tem na posi¢do (r, s) um ele-
mento ¢ (a ser determinado) e que nas demais coincide com a matriz idéntica. A

inversa de E coincide com E salvo na posicdo (r, s) onde seu valor é —c¢. Se E .
A . E~! = (B}), entdo

BYS = Clgs + Opg — COy = Oy + (0 — Opy)

Isto porque o efeito de EA é somar a linha r-ésima de A sua linha s-ésima multipli-
cada por ¢, ao passo que (EA)E ! soma a coluna s-ésima de EA sua coluna r-ésima
multiplicada por —c . Observemos, também, que a transformagdo E . A , E~!
afeta apenas os termos o, tais quei > rej > s.

E claro, entdo, que através de uma sucessdo finita dessas transformacdes de
semelhanca se chega ao resultado pretendido, visto que em cada etapa onde
Qg5 # Oy pode-se anular By fazendo ¢ = (—ay) (g — o)L

O ultimo resultado obtido j4 se aproxima razoavelmente da forma canénica
de Jordan. Mas ainda faltam etapas dificeis, como o lema a seguir, cuja demons-
tracdo omitiremos. O leitor poderd encontra-la na bibliografia em [13].

Lema 3 — Todo operador linear de C* que admite uma representa¢do ma-
tricial triangular superior, cujos termos da diagonal sdo iguais a A € C, admite
também uma forma candnica de Jordan

i 0 0
0 I, 0
0 o0 I,
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onde na diagonal das matrizes de Jordan J; figura sempre o elemento A e r € a di-
mensdo do subespago proprio de A.

Teorema 3 — Seja T um operador linear de C*. Entdo T admite uma forma
candnica de Jordan

3, 0 0
0o I, 0
0 0 3,

onde: (i) cada J; é uma matriz de J ordan com elementos da diagonal ’pri'nmpa(li t(?l:
dos iguais a um certo valor préprio A; de T; (ii) um mesmo valor préprio }; de .
pode figurar em mais de um bloco, porém o nimero de blocos com 0 mesmO A
¢ igual 2 dimensdo do subespaco proprio de ;.

Demonstragdo L -
Pelo lema 2 existe uma base de C® em relagdo a qual a matriz de T €

A, 0 .. O
Ay ... O

M =
0 0 .. A

onde os termos diagonais de A, ..., A; sio., rfespectivam?ntf:, oS valores' prox’)i::

AL, ..., A, de T, a ordem de cada A; ¢ a multiplicidade algebrllca. de )»ile réonu

ro de valores préprios, distintos entre si, de T. (Cada Ai.e triangu ar.). o
O lema 3, por sua vez, garante que, para cada A, existe uma matriz inversi-

vel P; tal que

3, 0 0
T, . 0

P, - A - Pl= 0 o
0 0 .. I

. _— a

onde Jij, ..., Jis. s30 matrizes de J ordan em cujas diagonais figuram apenas o v
ils +eos Jis. diag :

lor préoprio A e s; é a dimensdo do subespago proprio de A
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Observamos que, se

P, ©
0 P
P = 2
0 0 P,
entdo P é inversivel e
Pl 0 0
—1
e |0 P2 0
0 0 P!
Portanto
Pl Al 'Pl_l 0 0
0 P A P;! 0
P-T-P'= \——o-— 22272 72 = 7 ____ -
0 0 P, - A, - P!
Ju 0 0
0 Jia 0 :
= 0 0 Jlsl
..
T, 0 0
O Tl
0 0 JI'S

Notemos que, para cada i, | € i < r, na diagonal de cada um dos blocos T
figura sempre o valor préprio A;. Logo pode haver blocos diferentes com o mes-
mo valor préprio na diagonal. Observemos ainda que, pelo lema 3, para cada
i(1<i < 1), s; € adimensdo do subespaco proprio de A;. Mas s; é exatamente o
nimero de blocos de Jordan onde aparece A; na diagonal, o que conclui a demons-
tracdo.
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Exempio

Consideremos o operador do exemplo 3, item 2, que j4 vimos néo ser diago-
nalizdvel. Seus valores proprios sdo 2 e — 3, dim V(2) = 2 e dim V(- 3) = 1. Entdo
ha dois blocos de Jordan com termo diagonal 2 e um tnico com termo diagonal
—3, na forma candnica de Jordan de T. Assim as possibilidades s3o, para essa
forma:

210 o o 27110 0
02, 0 0 | fi0.2/0 0
0 0 -3 1“: 0 021 o
0 0 0_ -3 0 0 0 {3

Procuremos a matriz P inversivel, 4x 4, talque P~1 + A - P = J, onde J
¢ uma das matrizes anteriores. Se chamarmos de P;, P,, P3, P, as colunas de P,
a igualdade AP = PJ equivale, no primeiro caso, ao sistema:

AP, = P (2,0,0,0) = 2 P,
AP, = P(0,2,0,0) = 2 P,
AP; = P (0,0, =3,0) = (=3) P,

AP, =P (0,0,1, -3)t = P; — 3P,

Para as trés primeiras equacdes desse sistema, o exercicio 3 citado fornece uma solugio
linearmente independente: P; = (1,0, 0,0),, P, = (0,0, 1, 1)* e P; = (0,0, 1, —4)t.
A ultima equacgdo equivale a (A + 31,)P; = Ps, onde I, é a matriz idéntica de or-
dem 4 e P4 € a coluna incégnita. Temos de resolver, portanto, o sistema:

S~ b O O
_— = O O
N K

1
5
0
0

S O © wn
Ll
|
N

ou

que ¢ incompativel. Logo devemos descartar a primeira das formas de Jordan
exibidas.
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Testemos agora a segunda forma de Jordan. Procedendo analogamente, ob-
teremos o sistema

Ap; = 2P,

AP2 = P1 + 2P2
AP; = 2P,

AP4 = —3P4

Basta resolver AP, = P; + 2 P, ou (A — 2 1) P, = P;. Ou seja:

0 1 0 X 1
0 0 0 y 0
0 0 -1 z] o
0 0 4 -4 t 0
que equivale a

y =1

-z +t=20

4z —4t = 0

cuja solugdo ¢ dada por (%, 1, z, z). Uma solucdo particular simples deste ultimo
sistema é (0, 1, 0, 0). Assim a matriz

1 0 O
o 1 0
P = (P P,P;Py = 0 0 1 1
0 0 1 -4
é tal que
2 1 0 0
b ap_ |0 200
0 0 2 0
0 0 0 -3

(Deixamos os célculos a cargo do leitor.) Dessa forma ficou eliminada a ambigiii-
dade inicial e esta ultima matriz é a forma canénica de Jordan do operador dado.
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Nota — Toda matriz real n X n é matriz de um operador linear T : C* — C",
onde C" é considerado espago vetorial sobre €. Assim, se uma matriz real nxn
tem todos os seus valores proprios em R, entdo ela admite uma forma de Jordan
que é a forma de Jordan do operador linear de C" representado por essa matriz,

por exemplo em relacdo a base candnica.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Ache todas as possiveis formas canénicas de Jordan de um operador linear T cujo polindmio
caracteristico € Pr(t) = (¢ + 1) - (t — 2)%.

2. Ache a forma candnica de Jordan das seguintes matrizes

2 1 0 1

21 0
1 3 -1 3
a) 1 -1 -1 b)
0 1 2 1
0 1 2
1 -1 -1 =1
1 0 -1 1 0
-4 1 =3 2 1
ol -2 -1 0o 1 1

-3 -1 -3 4 1
-8 -2 -7 5 4

(5]

. Seja J uma matriz de Jordan cujos termos da diagonal sdo iguais a A.
a) Ache py(t).
b) Ache a dimensdo de V(A).

4. Prove que uma matriz complexa A é nilpotente (A" = 0, para algum n > 1) se, e somente
se, a forma candnica de Jordan dessa matriz também ¢ nilpotente.

5. Seja A uma forma candnica de Jordan com r blocos de Jordan. Mostre que A admite exata-
mente 1 vetores proprios linearmente independentes.

6. A inversa de uma matriz de Jordan, caso exista, também ¢ matriz de Jordan? Justifique.
7. Mostre que a inversa de uma matriz de Jordan inversivel € triangular superior.

8. Seja A uma matriz complexa cujos autovalores sdo niimeros reais. Mostre que A ¢é semelhante
a uma matriz real.

9. Ache a forma candnica de Jordan do operador diferencial (derivada) D : P3(C) — P3(C).

10. Use a forma canénica de Jordan para provar que o determinante de T é o produto, levando
em conta as multiplicidades, dos valores préprios de T.
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CAPITULO 2

Curvas e Superficies de Segundo Grau

1. AS CURVAS DE SEGUNDO GRAU

e Lembremos as seguintes equagdes da Geometria Analitica:
2

2 2 2
ECINS LN G AP S Sy
a2 b? a2 b2

E sabido que, para valores convenientes dos pardmetros a, b € p, elas representam
respectivamente as seguintes sec¢des cOnicas: elipse (ou circunferéncia, se a = b),
hipérbole e parabola. No aspecto algébrico todas tém em comum o fato de que 0s
primeiros membros sdo formas quadraticas no [R2. Mas é bom lembrar, ainda, que
para chegar a essas equacdes, na forma em que as exibimos (candnica), sem duvida
bastante simples, é preciso trabalhar com sistemas de eixos ortogonais numa posi-
¢do bastante favoravel em relacdo as curvas.

Levando em conta tudo isso, é bastante razodvel investigar a equacdo geral
do segundo grau em duas varidveis

f(x, y) = a5 X2 + 2aXy + any? + 2a;x + 2ay +a =0 (1)
¢ procurar saber se todas representam seccdes cOnicas ou ndo. A resposta, salvo
os casos degenerados (conjunto vazio, um ponto ou um par de retas), € afirmativa,

como veremos. E uma classificacdo se faz possivel a partir dos coeficientes da
equacao.

e Notemos primeiro que, considerando as matrizes

a a X
A :< 11 12> e X :< >
app Ay y

f(x, y) = 0 pode ser escrita

fx, ) =X+ A« X +2a)X+a=0 (2
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Mas, sendo A simétrica, existe uma matriz ortogonal P tal que

A0
Pt A-P-=
0 A

onde A, € A, sdo os valores proprios de A. Assim, considerando a mudanca de ba-
se determinada por P, cuja equagdo ¢ X = P - Y, onde

y = ("
X1
¢ a matriz das coordenadas de um vetor genérico do R? em relacdo & nova base,
a equacdo (2) fica:
fxL,y)=Y - P+ A-P)-Y +2a;a)P-Y+a

( ) <l1 0 X1
X . .
1 Y1 0 2 v +2@,a) P-+-Y +a

AMxd 4+ Ayt 4+ 2bx; + 2by +a=0 (3)

fl

onde os novos coeficientes b; e b, sdo expressdes em funcdo de a;, a, e dos termos
de P.

Pode-se provar que a mudanca da base determinada por P corresponde geo-
metricamente a uma rotagio — o que ndo serd feito aqui por uma questio de bre-
vidade.

Estudaremos a equacéo (3) considerando trés casos: Ay > 0, LA, < O e
Ay = 0. Nos dois primeiros essa equagdo pode ser colocada, por completamen-
to de quadrados, do seguinte modo:

by \2 2
7»1<X1+—1~>+k2<y1+& +b=20
M Ay

onde
FY
Assim, a translagdo no R? definida por
b, by
Xy = Xp + ——; ¥ =y + ==
2 2 Py Y2 Y1 *
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a transforma em
2 2 _
Ax3 + )szz +b=20 “)
que, formalmente, ja é bem parecida com as formas candnicas de nossos dois exem-
plos iniciais.

Em suma, por meio de uma rotagfo seguida de uma transla¢do, a equacdo
(1) se transforma em (4), que lhe € equivalente.

@) 7\,17\.2 >0

Se b = 0, é evidente que s6 o ponto X, = 0, y, = 0 satisfaz (4).
Seb # 0eb e tdm mesmo sinal, digamos A, Ay, b > 0, considerando que

AxF + Ays = —b

onde o primeiro membro é > 0 € o segundo < 0, ¢ claro que (4) representa o vazio

neste caso.
Se b # 0 ¢ os sinais de b e A; sdo contrarios, colocando (4) na forma

2 2
X
2 + y2

() (=)

vemos que se trata de uma elipse

() AMAr <O

Se b = 0, supondo por exemplo A; > 0 ¢ Ay < 0, o primeiro membro de
(4) pode ser se fatorado como diferenca de dois quadrados, assim:

WAy + =My © (WAxg — V=2 = 0

que é a equagdo de um par de retas.
Se b # 0, entdo (4) representa uma hipérbole. De fato, supondo por exemplo
b < 0, % > 0ek < 0, essa equagio pode ser escrita do seguinte modo
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Suponhamos A; = 0 e A, # 0 (mostre que ndo se pode ter A, = A, = 0).
A equacido (3) fica entdo

Ay? + 2bx; + 2byy, + a =0

Se b; # 0, por completamento de quadrados obtemos

b, \2 a b3
x<y +—2>+2b<x b -2 ) =0
2017 T, N\ o, 2,b;

Considerando a transla¢do definida por

a b% b
X, = X; + - ; = 2
2 ! Zbl 2)\‘2b1 Y2 N }\,2

chegamos a
Ay + 20, = 0 (5)

que, por serem A, € b; ndo nulos, obviamente representa uma pardbola.
No caso b; = 0 a equacdo (3) se reduz a

)\,zy% + 2b2Y2 +a=0

que, por completamento de quadrados, pode ser expressa por

b, \2 b3
x( +—2>+a——2=0
2\ Y1 » »

A translacdo dada por
Xy = X5 Yo =y + -2

a reduz finalmente a

onde



[ claro que XZy% 4+ b = 0 ¢é o vazio se Lb > 0. Se Ab < 0, como

o [) - )
y2 " ¥ » Y2 ™

entdo (6) representa duas retas paralelas. E se b = 0, (6) se reduz a y% = 0, que
é a equacdo de um par de retas coincidentes.

¢ Nio h4 divida de que o procedimento anterior ndo é muito pratico. Vere-
mos agora uma maneira mais simples de encaminhar a resolucdo do problema.
Voltando a equagdo (1) e a matriz A, observemos que seu polindmio caracte-
ristico é
a; — t ap

2
Pa(t) = = t2 — (ay + ap)t + (ajjay — ap)
ap ayp — L

Se fizermos a;; + ay = sedetA = ajjay, — a2y = S, entdo Pa(t) = t2 — st + &.
Ora, como matrizes semelhantes tém mesmo polindmio caracteristico, entdo a ro-
tagcdo que transforma (1) em (3) ndo altera s e 8. Mais precisamente: s = A; + A,
e & = AMAy. Além disso, se numa equagdo qualquer do segundo grau em duas va-
ridveis X e y fizermos uma translagdo x; = x + key; = y + k e calcularmos,
na nova equag¢do em x; € yy, os valores correspondentes de s e §, obteremos os mes-
mos resultados que na primeira. A verificacdo desse fato ndo oferece nenhum em-
baraco. E por isso que se diz que s e 8 sdo invariantes de uma equagio do segundo
grauem x ¢ y.

Mas hd um outro invariante associado a essa equagio e que interessa ao nos-
so estudo. E o determinante de terceira ordem

a;; 4pp 4
A= ap an a

ay a) a

Para ndo alongar muito o assunto com calculos, deixamos de verificar esse fato.

Voltando a classificacdo, lembremos que nos casos (i) e (ii) estudados, a equa-
¢do (1) se transforma, mediante uma rotagdo, seguida de uma translacdo, em
A3 + Ay*+ b = 0. Considerando a invarincia de s e 8, podemos garantir que
S = }\,1}\,2 €
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Logo, a equagdo (4), referente a estes casos, fica:

MX3 + Aay3 4 % =0 (O

Com esses novos dados, os casos estudados passam a ser:

(i)d >0
Se A = 0, (7) traduz apenas um ponto.

Comob = ~L§— ed > 0, entdo b e A tém o0 mesmo sinal. Além disso, sendo

& = MAy > 0, os sinais de A; e A, sdo iguais, do que resulta que s = Ay + X,
tem mesmo sinal que A,. Logo, dizer que b e A, tém mesmo sinal equivale a dizer
que A e s tém mesmo sinal. Conseqiientemente, b e A; tém sinais contrdrios se, €
somente se, A e s tém sinais contrarios. Logo:

sA > 0 implica que f(x, y) = 0 representa o vazio;

sA < 0 implica que (1) é a equagdo de uma elipse (ou circunferéncia).

i) d <0
De —g— = b segue que A = 0 se, ¢ somente se, b = 0.
Logo, se b = 0, isto é, se A = 0, f(x, y) = O representa um par de retas

concorrentes.
Seb 0, isto &, se A # 0, a curva é uma hipérbole.

(i) 6 = 0 )
O caso de uma parabola (A, # 0, b; # 0) é dado por Ay3 + 2byx, = 0.
Logo

0 b
A=10 % 0] =-bh
b, O

Como entdo: A # 0 & Ay, by # 0, podemos concluir que quando
5§=0eA =0
a equacdo (1) representa uma parabola.

E f4cil concluir que o caso restante (duas retas paralelas ou duas retas coinci-
dentes) corresponde a 8 = A = 0.
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O quadro abaixo resume o estudo feito.

s A < 0: elipse

s A > 0: vazio

Um ponto

Hipérbole

Duas retas concorrentes

[ " P >
Pl W
oc|lojolo

Parabola

5§=0 Duas retas paralelas
A=20 ou
Duas retas coincidentes

Exemplo 1
Classificar a curva dada por
x2+2xy+y2—.2x+4y+1=0

e dar sua equacdo candnica.

Como
1 1 -1
1 1
S = L1 =0 e A= 1 1 2 = -9
-1 2 1

trata-se de uma pardbola.
A equacdo caracteristica da matriz

()

1 -t 1

=1 -t =1=tt-2
L, |=a- tt— 2)

Pa() = l
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¢ portanto A; = 0 e Ay = 2. Os vetores proprios linearmente independentes asso-

ciados a A; € A, se obtém resolvendo.
1 1\ /u u
OIVELY
1 1 v v

G )0-6

Por exemplo os vetores (1, — 1) e (1, 1). Ortonormalizando esses vetores obtém-se
a matriz ortogonal P:

V2 V2
b 2 2
C\_2 V2
2 2

Assim os coeficientes b, € b, da equagfo (3) se obtém calculando

V2 2
12 ; 2 3V2, V2,
2(— = (=32,
R W R A B ’
2 2
=32 . A , \ )
Logo, b; = > ¢ a equacdo candnica da parabola é (conforme (5)):
2y3 — 3WV2x, =0
ou
2 -3
y3 = —/— 2 X2.
2
Exemplo 2

Mesmo exercicio, relativamente a curva

32 + 4%y — 4x — 6y + 2 =0

Neste caso
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2
" e portanto a curva € uma hipérbole. Os valores proprios de A = < > sdo

2 0
A = 4eX, = —1. A matriz P de rotagdo neste caso é
25 V5
5 5
P =

Vs —2V5

5 5
Neste caso by = ——7—\/55— eby = 4%. Daib = % ¢ a equacdo candnica da

hipérbole é

V8
FTRRNNTY
4 16

2. AS SUPERFICIES DE SEGUNDO GRAU

Consideremos agora a equagdo geral do segundo grau nas variaveis x, y e z:

f(x, v, 2) = a;x2 + any? + anz? + 2a;pxy + 2a;3xz + 2a,yz +
+ 2a;x + 2ay + 2a3z +a =0 1)

Semelhantemente ao que foi feito no item anterior, se considerarmos as matrizes

a;; a2 aps X
A= ap apn ay e X=1v
a3 dp3 433 z

podemos escrever
fx,v,2) =X'"+ A+ X +2aaapX+a=20

Sendo A simétrica, pode-se determinar uma matriz ortogonal P tal que
Pt « A - P =D, onde D ¢ a matriz diagonal dos valores préprios A;, A,, A3 de
A. Considerando a mudanga de base que se traduz, em termos de coordenadas, por

X X1
y =P}l
Z Zy

obtemos

f(X1, Vi, 21) = MxXT + Aoyl + A3z] + 2byxy + 2byy; + 2byzy +a =0 0 (2)
Consideremos os seguintes casos quanto a existéncia de valores proprios nulos:
@) MArs # 0

Esta hipotese permite considerar a translacdo definida por

x—x+——bLy~V+b2Z—z+—bi
2 1 n 2 =Y h 2 1 A
que transforma (2’) em
Mx3 4+ Ayl + Az = b (3

onde o segundo membro pode sempre ser considerado maior que ou igual a zero.
(@b = 0 e todos os A; tém mesmo sinal: um ponto
(b) b = O e, por exemplo, A1, A, > 0 e A3 < 0. A equagido (3’) pode ser re-
duzida a

2 2 2
X 5
2 Y2 _22

=0

2 2 2

Como para cada seccdo paralela ao plano x,y, (fazendo z, constante) o resultado
¢ um ponto ou uma circunferéncia (quando z, # 0)* e, para cada sec¢do paralela
ao plano x,z; ou y,7,, o resultado é um par de retas (y, = 0 ou X, = 0) ou uma
hipérbole, entdo trata-se de um cone

Y2

* Qu elipse.
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(© b < 0ekj Ay, A3 > 0. A equagdo (3°) pode ser reescrita » 7 que ¢ a equacdo de um hiperboléide de duas folhas -

[ 8]

e portanto representa um elipséide (uma superficie esférica ser = s = t).

A 22 /
\

——— 4 73
X2
(db < 0; X, 4 > 0eky < 0. A equagdo (3°) pode ser transformada, en- 3 (.f.) B < 05 M, A, A3 < 0: conjunto vazio.
tdo, em . (@A, Ay #0ed3 =0
2 . 2 = Exemplo — f(x,y,2) = x> + y> - 2x — 2y — 42+ 3 =0
—Z + —; - T;— =1 3 Completando quadrados em x e em y obtemos
r S £

fx,v,2=Gx -1+ @ -1 -dz+1=0
¢ portanto representa um hiperboloide de uma folha .y, 2 = ( ) & )

Fazendo a translagdo: x — 1 = x5y — 1 = y;;z - —i— = z, chegamos a
f(xp, Y1, 21) = xf + y§ — 4z, = 0

que ¢ a equacdo de um paraboldide eliptico (circular)

Z2

(&) b < 0; Ay > 0; Ay, A3 < 0. Entédo (3’) pode ser expressa assim

- 4 == . Y2
2 2 2 E
X N A2 _y 7 !
r 52 2 : I
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(i) A # 05 = A3 = 0

Exemplo — f(x,y,2z) = 2x2 — 8x — 4y — 22+ 2 =0
Completando quadrados em x chegamos a

f(X9y,Z)=2(X——2)2——4y——22_6:0

Por meio da translagio: x;, = x — 2,y; = vy,2, = 2

obtemos finalmente

f(x1, Y1, 21) = 2x7 — 4y, — 2z; — 6 = 0
i

Observemos o seguinte: para cada valor de z; fixado a equagio é a de uma

pardbola num plano paralelo a x,;y;; como

2
AL AL i
2 2

— Z —

os vértices dessas parabolas sdo os pontos

(o, a3 z) = z<o, -4 1> + <o, -39
2 2 2 ) 2

que, portanto, estdo alinhados. Entdo, a figura correspondente a equacio dada ¢

um cilindro parabdlico cujo esbogo da figura esta a seguir.

)

296

Y1

EXERCICIOS PROPOSTOS

. Identifique as seguintes curvas de segundo grau:

a)2xy +3x-y+1=20

b)4x® — 24xy + 11y? + 56x — 58y + 95 = 0
) 6x2 — 4xy + 9y? —4x — Ry — 6 =0
d)16x> — 24xy + 9y — 19x — 17y + 11 = 0
e)4x? — 20xy + 25y + 4x — 10y + 1 = 0
HX+y +xy-x+1=0 ’

. Ache as equagGes candnicas de:

a) x> + 4xy — 2y> = 6
b)3x% + 2xy + 3y? =1
Ox*+ vy —2Zxy+x=1

. Identifique as seguintes superficies de segundo grau:

a) 11x% + 10y® + 622 — 12xy — 8yz + 4xz — 12 = 0
b)x2+y2 + 222+ 2xy —dxz + 1 =0
©) 9x% + 12y% + 922 — 6xy — 6yz = 1

2

Dx2+ v+ 22+ 2xe =1

e)x? 4+ 2y — 22 +2x2 +x=0

. Discutir, em termos dos valores de A, as cOnicas de equagdo:

a)ax? —2xy + AY2 - 2Xx + 2y + 3 =0
b)x% — 2xy + Ay? + 2x = 4

. Discutir, em termos dos possiveis valores de A, as superficies de segundo grau:

A2+ Ay2 + 22 — 2xy = 2
byx? — Ay? — 2422 — 2y = 0
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CAPITULO 3
Polindmios de Lagrange

1. VALORES NUMERICOS

Conforme vimos no Capitulo 2, o conjunto P(IR) dos polinoémios reais:
ft) =ao +ait +... +apt" (2, 2;,...,3 ER,0>0)

constitui um espago vetorial sobre IR que ndo é finitamente gerado. Nesse espago
vetorial, o conjunto de polinémios {1, t, ..., th, ...} é infinito e linearmente
independente no seguinte sentido: todo subconjunto finito dele é L.I. (defini¢do 1
do capitulo IIT). No entanto, conforme também ji vimos, o conjunto Py, (R) dos
polindémios de grau menor ou igual a n, mais o polindmio nulo (n sendo um
ntimero natural. fixado), € um espago vetorial sobre R de dimensio n+ 1.

Definicio 1 — Seja t, um ntmero real fixado e f(t) um polindmio. Se
substituirmos a varidvel t pelo nimero tq, obtemos f(tp), um niimero real, que
se chama valor numérico do polindmio f(t) no ponto to. A aplicagio que associa
ao polindmio f(t) o nimero f(ty) é uma transformagao linear de P(IR) em IR, ou
seja, uma forma linear em P(R) pois

(f + g)(to) = f(to) + 8(to) e (A)(to) = Af(to)

para quaisquer polindmio f(t) e g(t) e qualquer nimero real \. Essa transformagdo
linear tem como nticleo o conjunto dos polindmios f(t) tais que f(to) = 0, ou seja,
os polindmios divisiveis por t — tq.

A importdncia dessa aplicagdo linear resulta do teorema a seguir.

Teorema 1 — Seja f(t) um polindmio de grau < r e suponhamos conhecidos
1 + 1 valores numéricos f(to), f(t1), ..., f(t;) sendo t; # t; se i # j. Entdo £(t)
estd perfeitamente determinado (isto é, seus coeficientes estdo determinados).

Demonstracio — Seja f(t) = ap + a;t + ... + a,t" onde os coeficientes
devem ser determinados. Entdo, por hipdtese
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f(to) = Q9 + aty + ...+ artor
f(tl) =3y + gty + ...+ artlr
f(ty) =ap +asty + ...+ art]
Obtivemos assim um sistema linear nas incégnitas:
ag, 41, ..., dAp

que é compativel determinado pois a matriz dos coeficientes é:

1ty t¢ to
A= 1t t? t
1t t2 ...t

e seu determinante é diferente de zero, valendo:

det (A) = Ir (ti —t). =
i<j

Exemplo — Determine o polindmio de grau < 2 cujos valores numéricos
conhecidos sio f(0) = 1, f(1) = 2 ¢ f2) = 3.

Seja f(t) = ap + a,t + a,t*; logo
1 = 1(0) = a,g
2=1f(1) =2y +a; +a,
3 =1Q2) =ay + 2a; + 4a,
edafiag=1,3;, =1,a, =0 e f(t) =1+ t.

2. POLINOMIOS DE LAGRANGE

Conforme j4 vimos na primeira parte do livro a base candnica de P, (IR)
{1, t, t2}. Por outro lado acabamos de mostrar que se os valores f(0), f(1) e
f(2) de um polinémio f(t) de P, (R) forem conhecidos, poderemos achar esse
polindmio, através do sistema linear:

£(0) = a
f(l) = 39 + ag + :%)
f(2) = a9 + 231 + 432
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Mas, nas vezes em que houver necessidade de repetir seguidamente o cdlculo de
coeficientes, o procedimento acima se torna muito demorado. Vamos, a seguir,
construir uma nova base de P, (R) que facilita muito esses cdlculos.

Consideremos trés polindmios L, (t), L, (t) e L3 (t) que tenham os seguintes
valores numéricos:

L,(0) =1 L) =0 Li(2)=0
L,0) =0 L) =1 L,@2)=0
L;(0) =0 Ly(1)=0 L;2) =1

O método explicado no pardgrafo 1 nos levard ao seguinte resultado (omitiremos
os célculos):

L) = =@ - 1)t - 2) = St ~ 2+
Ly(t)= —t(t —2) = —t* + 2t

1
Ly(t) = %t(t — 1= %e R

O conjunto {L;(t), Ly (t), L3(t)} é uma base de P, (IR) o que ¢ ficil verificar e
deixamos como exercicio. Se f(t) é um polindmio de grau < 2, entfo f(t) & combi-
nagdo linear de L, (t), L, (t) e L3(t):

f(t) = aLy(t) + bl,(t) + cLa(t).

Agora, quanto valem os coeficientes a, b e ¢? Fazendo sucessivamente t = O,
t =1et =2 obtemos:

f(0) = aL;(0) + bL,(0) + cL,;(0) = a
f(1) = al,(1) + bL,(1) + cL3(1) = b
f(2) =aL,;(2) + bL,(2) + cL3(2) = ¢
e portanto f(t) = £(0)L(t) + f(1)L,(t) + f(2)L;3(t), isto &, f(t) € combinagio

linear de L,(t), L, (t) e L3(t) com coeficientes iguais aos valores numéricos. f(0),
f(1)e fQ2).

Exemplo — Determinar f(t) sabendo que f(0) =2,f(1) =4 ¢ f(2) = —6.

Solucdo
' 1 3 1, 1 _
f(t)=2(§-t2 ~5t+ 1) + 4(—t* + 2t) —6(7t ——2—t) =
= —6t* + 8t + 2.
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E 6bvio entdo que a base {L,(t), L,(t), L3(t)} de P,(R) é muito mais
interessante do que a base candnica quando queremos determinar um polinémio
a partir dos seus valores numéricos.

Os polindmios L;(t), L,(t) e Ls(t) das consideragdes acima sio chamados
polindmios de interpolacdo de Lagrange determinados por 0, 1 e 2.

Nota: Se tomarmos outros trés pontos, em vez de 0, 1 e 2, obteremos outros

polindmios de Lagrange. Por exemplo, para os pontos —1, 0 e 1 os polindmios de
Lagrange sdo: '

L) = %ﬁ - %t, Ly(t)==t*+1 e Ly(t) = %8 + —;—t.

Aplica¢iio

Uma aplicagdo interessante das férmulas desenvolvidas aqui é a seguinte.
Suponhamos dado um polindmio f (t) de grau <2 e que desejamos calcular a drea
compreendida entre o grifico desse polindmio e o eixo x, entre os pontos O ¢ 2.

Como sabemos essa drea é dada por: A = 502 f(t)dt. Mas

f(t) = £(0O)L;(t) + £ (1)L, (t) + £(2)L;(t). Logo:

A= [l E®dt=10) ] Li®a +£Q) | Lodt + Q) [ Ly@at =
= £(0) [%9 ~ ey t}z +£(1) [-t—; + g2 ]Z + f(z)[% _ E;]Z -

=f(0)[%—3 +2] + £(1) [-% +4] +f(2)[%—1] -

1 4 1 1
510 + 3 £(1) + 5 £Q) = 3 () + 4£(1) + £2)).

A drea pode entdo ser obtida diretamente através dos valores numéricos de
f(t)parat=0,t =1 e t = 2. Por exemplo, se f(t) = t> + 1, teremos:
1 14
A-—?(l +8+5)——3—.
Observagiio

A férmula anterior é a base para o

método de Simpson do Cilculo Numé-
rico.
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Depois de termos introduzidos os trés polindmios de Lagrange correspon-
dentes a trés valores da varidvel t, vamos generalizar os resultados obtidos para o
caso de n polinémios e n valores. :

Sejam to, tg, . .., ty, 0 + 1 nimeros reais, dois a dois distintos. Conforme o
teorema 1 existem polindmios Lo (t), Ly (t), ..., Ly(T) de grau < n e tais que:

Lo(to) =1 Lot1)=0 ... Lo(tp)=0
Li(t))=0  Lit)=1 ... Li(ty)=0
- Lp(te) =0 Lyt)=0 ... Lyltn)=

ou, resumidamente, L;(tj) = 8;j, onde §j = 1 se i =j e 83 = 0 se i # j.

Teorema 2 — Os polindmios Ly (t), Ly (t), ..., Ly(t) formam uma base de
Pp(IR).

Demonstracdo — Como sdo n + 1 polindmios e dim P, (R) = n + 1, basta
provar que eles formam um conjunto L.I. De fato, supondo

agLo(t) + L (1) + ... +aLy(1) =0
teremos em t; (j =0, 1, ..., n):
aoLo(tj) + a;Ly(tj) + ... +agLn(tj) = 0
ou seja:
agboj + 21855+ ...+ apdy; =0

e daf resta 2j = 0 pois §;; = O para i #j. m

Definicio 2 — Os polindmios Lo(t), Ly(t), ..., Ly(t) das consideragbes

acima (que formam uma base de Py (IR)) sdo chamados polindmios de Lagrange

correspondente 4 seqiiéncia de pontos:

(tO, tl’ cee tn)-
Vejamos como sdo esses polindmios. Por exemplo Lo (t) deve ser da forma:

Lo(t) = (t bl tl)(t — tz) PRPN (t - tn)b
onde b ¢ determinado pela condi¢gdo Lo(to) = 1. O resuitado obtido serd:

N . -ttt —t) ...ty
LO(t)_]Il: to —tj  (to — t)(to — t2) ... (to — tn)

Analogamente teremos:
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Lit) = ﬁ -

j=o i— Y
j#i

(Verifique que L;(t;)) = &y.)

Agora a seguinte questdo: como exprimir um polindmio como combinagao
linear dos polinémios de Lagrange? Seja f(t) =agLlo(t) +a;Li(t) +. .. +agly(t)
onde ay, a4, . .. , 8, $30 nimeros reais a serem determinados. Mas, fazendo t = t;
(G=0,1,...,n),

f(tj) = aoLo(tj) + alLl (t]) +...+ anLn(tj)

ou seja, f(t;) = aj. Assim chegamos 4 férmula:

f®) = >, ft) L.
k=0

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determinar os polindmios de Lagrange correspondentes aos valores seguintes:
a) (tg, t1, t2) = (0, 1, 2);
b) (to, t1, t2) = (1, 2, 3);
c) (tg, t1, t2) = (4, 5, 6).

2. Exprimir o polindbmio f(f) como combinagdo linear dos polinomios de Lagrange do exerci-
cio 1 nos seguintes casos:

a) £ =t3;
b) f)=t> +t+1;
o f) = 1.

3. Determinar os polindmios de Lagrange correspondentes aos valores (tg, t3, t2, 13, t) =
= (0, 1, 2, 3, 4) e exprimir o polinémio f(t) = t* + t3 — t2 ~t + 1 como combinagdo
linear deles. Repetir o exercicio com f(t) = 3t* — 2t3 + t2— t + 5.

4. Calcular a 4rea indicada no desenho utili-
zando os polindmios de Lagrange (veja o exer-
cicio 1 — b). Repetir o exercicio, tomando y= x2+1
o polindmio f(t) = 3t> + t + 1. \
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*5. Sejam Lgo(t), Li(1), ..., Ly(t) os polindmios de Lagrange correspondentes a (to, ty,. - - , tp)-
Provar que Lg(t) + Li() + ... + Lp(t) = lequet = toLg(t) + tyLq(t) + ... +tuLln(D).

6. Sejam a, b, c, d n(imeros reais distintos dois a dois. Provar que existe um polinémio de grau
< 2tal que: )
f(-1) = a, £Q1)

se, e somente se, 3a + 6b — ¢ — 8d

Il

b,f3)=cef(0)=d
0.

7. Dado um polindmio f(t) = ag + ajt +... + amtm e uma matriz A € My (IR), indica-se
por f(A) a matriz agl, + a;A + ... +apA™ e M(IR). Calcular f(A) nos seguintes casos:

2 1
a) f)=t+1;
0 0
0 1 )
b) f=t>+t+2
1 0

0 0 3
ol 1 2 1 fFO=32+t— 1.
01 0

8. Sejam f(t) = (t — 1)(t - 2)(t —3) e

o © o N
o O N o
(=T P} .O o
-0 O O

a) Provar que f(A) = o;

b) Sejam Ly(t), Lo() e L3(t) os polindmios de Lagrange correspondentes-a (1, 2, 3) (ver
exercicio 1) e sejam as matrizes E; = Li(A){i = 1, 2, 3). Calcular E|,E e E3;

c) Provarque E; + E5 + E3 = I4,Ei2= Eii =1,2,3)eEiEj=o0sei # j;
d) Mostrarque A = E; + 2E, + 3Ej.

9. Seja (tg, tg, ..., ty) uma seqiiéncia de nimeros reais dois a dois distintos e (sg, 51, ..., Sp)
uma seqiiéncia qualquer de niimeros reais. Provar que existe um, e apenas um, polinémio
f(t), de grau < n, tal que f(tj) = sii = Q, 1,...,n).

Sugestdo: use os polindmios de Lagrange.

"10. Achar o polindmio de grau < 3 tal que f(0) = 1,£(1) = 5ef(2) = 6, utilizando o exerci-
cio anterior.
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cAriTuLo 4

Seqiiéncias Recorrentes Lineares

1. SEQUENCIAS RECORRENTES

Seja IR o conjunto dos nfimeros reais e N = {0, 1,2, ...} o conjunto dos
ndmeros naturais. Uma fungfo ¢: N > IR chama-se seqiiéncia (de ntiimeros reais) e
em geral indicaremos, uma seqiiéncia por seus valores

¢=0),01),0Q),....,0Mm),...)

Dadas duas seqiiéncias ¢: N -~ IR ¢ o: N > R, chama-se soma de ¢ e ¢ a seqiiéncia
¢ + 0: N —> R tal que:
(@ + oy(n) = p(n) + o(n), ¥n EN.

Sendo ¢ uma seqiiéncia ¢ A € R, Ap é a seqiéncia dada por (Ap)(n) = Ap(n).
Assim o conjunto R™ de todas as seqiiéncias de niimeros reais estd munido de
uma adicdo e uma multiplicacdo por escalares e o leitor poderd verificar sem
dificuldades que ele é um espago vetorial sobre R. No entanto IR ndo é um
espago de dimensdo finita, de modo que a ele ndo se aplicam os resultados obtidos
nos capitulos II e III da primeira parte do livro. Mas jd exploramos profundamente
os espagos vetoriais R", cuja dimensdo é n, e vale notar que R" é isomorfo ao
sub-espago de IR*™ formado pelas seqiiéncias da forma:

Y= (XO’ Xy, X2, + -+, Xp-1, 0’ O’ .. -)9
isto €, aquelas cujos termos s3o nulos a partir do indice n (inclusive). O isomor-
fismo é a transformag¢do dada por:

(XO: D S PN Xn—l)e IRn (XO’ X1y oo o5 Xnts 0, 0’ .- ,)E ]R°°

Portanto o R" pode ser visto como sub-espago vetorial de IR™ desde que se iden-
tifique cada (xo, ..., X5_;) € R™ com (xq, ..., X5_1, 0,0, ...) € R™. Neste
capitulo vamos estudar outros sub-espagos de R™, também de dimensdo finita, e
importantes do ponto de vista das aplicacGes.

Definicio 1 — Uma seqiiéncia (Xp, X;, ..., Xp, ...) chamase seqiiéncia
recorrente linear de ordem 2 se existem a, b € R com b # 0 tais que x,,; =
= ax, + bx,_; para todo n > 1. Mais geralmente, se X, = a,_,Xp_; + ... +
+ ap_pXp_p verifica-se para todo n > p e a,_p # 0, a sequiéneia (Xo, - . . , Xp, . . .)
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é recorrente linear de ordem p. Os ntimeros ay_;, ..., 8y_p 530 Os coeficientes
da relagdo de recorréncia.

Exemplos

1) As progressdes aritméticas s3o seqiiéncias recorrentes lineares de ordem 2,
pois Xp4; = 2X; — Xn_p para todo n > 1. Os coeficientes sioa =2 e b = —1.

2) As progressdes geométricas sdo recorrentes lineares de ordem 1, pois
Xp+1 = 9Xp-

3) As seqiiéncias de Fibonacci (dadas por Xp4y = Xy + Xy, ¥ 1 2> 1) s30
recorrentes lineares de ordem 2 com coeficientes a = 1 e b = 1.

Teorema 1 — Fixando a, b € R, o conjunto de todas as seqiiéncias recor-
rentes lineares de ordem 2 com coeficientes @ e b é um sub-espago vetorial de R,

Demonstracdo — Seja S o conjunto das seqiiéncias recorrentes lineares de

ordem 2 com coeficientes a e b e consideremos (Xo, X3, - - -) € (Yo, Y1,--.)emS
e a € R. Entdo:

Xp+1 T Yna = (@Xq + bxp_;) + (@yn + byn-1) =
=a(xg +yp) + b(xp_y + Yn-1) €
aXpy = a(axy + bXp_y) = a(axy) + boxn_1)

¥n > 1, o que vem provar que S é sub-espago vetorial de R”.

Deixamos ao leitor a tarefa de enunciar e provar o teorema 1 para seqiiéncias
de ordem p. =

Um problema que se apresenta agora é o de calcular uma base de S. Antes
de resolver o caso geral, vejamos dois exemplos, um com ordem 2 e outro com
ordem 1.

Exemplo 1 — Tomemos o sub-espago das progressdes aritméticas definidas
por Xp4; = 2Xp — Xp.p. Vamos calcular os termos X, , X3, ... em fungdo de
Xo ¢ X;. Temos

Xy = 2X1 — Xp, X3 = 2X2 — X = 2(2X1 — Xo) — X = 3X1 ——.2X0,
X4 = 2X3 ~ X3 = 2(3X1 — 2X0) — (2X1 — Xo) = 4X1 - 3X0.
Por indugdo teremos a férmula

Xq = 0X; — (0 — 1)x,.
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A seqiiéncia é, entdo:
= (X0, X1, 2X; — Xg, 3X3 — 2Xg, 4X; — 3Xq, ..., NX; — (0 — 1)Xq,...) =
= (XOa 0’ —Xo, —-2X0, —3X0, LIS ——(l’l - 1)X09 .. -) + (0’ X1, 2X1, 3X1, .
nXg, ...)=%(1,0,-1,-2,-3,...,—(n-1),...)+x(0,1, 2, 3,
0, ...

Observemos atentamente os cdlculos acima. Em primeiro lugar, xo e x; deter-
minam univocamente 0 termo X, por meio de:

Xp = nx; — (n — 1)x,.

Bastam portanto os dois primeiros termos para determinar toda a seqiiéncia. Em
seguida, usando a igualdade acima foi possivel decompor uma seqiiéncia (%o,
X;, ...) como combinagdo linear, com coeficientes x, e x,, das seqiiéncias:

o0=01,0,-1,-2,-3,...,—(n—-1),..)e
0,=0,1,2,...,n,...).
Estas duas seqiiéncias sdo progressdes aritméticas (de razio —1 e 1, respectiva-

mente) e sdo vetores (= seqiiéncias) linearmente independentes pois nenhuma delas
¢ igual 4 outra multiplicada por um ndmero real. ‘

Conclusdo: S tem dimensdo 2 e {0y, 05} é uma base de S.

Exemplo 2 — Consideremos o conjunto S das seqiiéncias:
0= (Xg> X145 «v25 Xpp =-.)

em que Xn.; = QX (q € R, fixo).

Vamos calcular x, em fun¢io de xq. Temos:
X1 = QXo, Xp = GX; = q(qXo) = ¢*Xo, X3 = qX; = q(q’Xo) =
= qsxo’ e Xp & anO'

Se q = 0 a sequéncia é 0 = (%0, 0,0, . ..) e neste caso o conjunto S das seqiiéncias
consideradas identifica-se com IR! = IR, Seja entdo q # 0. Entdo:

0 = (Xo, %o, X0, - - -, Q"Xo, .. ) =% (1, ¢, ¢, ..., ", ...).
Conclusdo: S tem dimensdo 1 e {0,} = {(1, q, ¢, ...)} é uma base de S.

Voltemos agora ao caso geral onde S é o conjunto das seqiiéncias ¢ = (X,
Xy, ..., Xp, ...) €M qU€ Xp,. = aXy + bx,_y, isto &, seqliéncias recorrentes
lineares de ordem 2. Vamos procurar uma base de S formada de seqiiéncias da
forma o(n) = q°, com q # 0. Sendo q" uma solu¢do, devemos ter ¢**! =
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= aq" + bq""!, ¥n > 1. Logo, dividindo por q"~!, vem:

@ =aqg+b
ou, 0 que é equivalente,

¢ —aq—b=0.

Caso I: a® + 4b > 0.
Neste caso existem niimeros reais distintos entre si q; e q; que verificam a igual-
dade q* — ag — b = 0. Consideremos as seqiiéncias 01(n) = q e 0, (n) = g
Sendo b # 0, entdo q; # 0 ¢ q; # 0 e como q; e q, sdo distintos entresi as
seqiiéncias 0; e 0, sAo linearmente independentes, Se mostrarmos que toda se-

qiéncia de S é combinagdo linear de o, e o,, ficard provado que {o;, 0,} é base
de S e portanto dim S = 2.

Seja 0 = (Xo, X1, . . .) € S; procuremos ¢, ¢, € R de maneira que ¢ = ¢, 0, +

+ ¢,0,. Ora, isto equivale a:

{0(0) = ¢101(0) + ¢;0,(0)

o(1) = ¢;0,(1) + c;0,(1)
ou seja, a
{xo =c¢; +¢
X1 =c1q; t+ c;3q;.

Dai vem que:

X — X, — X
Tt N T

d1 — Q2 91 — Q2
¢ portanto
X — . -
o= X X092 o + Xoq1 — Xy
A1 — %2 qr — G2
Exemplo — As seqiiéncias de Fibonacci sdo aquelas que satisfazem x,,, =
= Xp + Xp_; isto €, aquelas em que a = b = 1. Neste caso:

1++/5 1-+/3
2 y & = 2 eql—q2=\/§

%]

a®+4b=5, q; =

Entdo:

(1~\/§> <1+¢5—>
. =X1”'Xo *2—“<1+\/§>n+ —+2—Xo~—x1 (1_\/§>n
i 2

V5 2 5
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¢ o n-ésimo termo de uma seqiiéncia de Fibonacci. Se tomarmos, por exemplo,
Xo = 0 e x; = 1 teremos:
CRRVAD L CEVE) S

— = " (1~
e Ny v L AR U el

Observe que, embora ndo parega, X, € inteiro, pois:
c=1(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Caso 2: a2 +4b=0

; . a .
Neste caso a equagio q> — aq — b = 0 admite a raiz real dupla q = EX Conside-

remos as seqiiéncias:

n nan
oy(n) = qQ" = % e 0y(n) = nq" = ?

E fécil verificar que 0; e 0, sdo vetores (= seqiiéncias) linearmente independentes.
Mostraremos que {0y, 0, } ¢ uma base de S. Seja 0 € S; procuremos ¢, ¢; € R
tais que

o= ¢C0 + Cr0,.

Entio para n = 0 e n = 1 devemos ter:
0(0) = ¢101(0) + ¢,0,(0)
o(1) = ¢;01(1) + ¢202(1)

ou seja:
Xo=¢ € X3 =2¢c1qTCq
ou, ainda:
X3 — Xoq
Ci =X € € = —q—
Portanto: o = Xo01 + xl—_q—xoq a;.

O exemplo mais importante é o das progressGes aritméticas definidas por
Xps1 = 2Xp — Xp.j. Neste caso:

a +4b=4 -4 =0, q:%:l e
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op=(1,1,1,..) e 0=(0,1,2,...)
Dai para toda progressio aritmética o = (Xg, Xy, ...) teremos:

o=%xo(1,1,...,1,..)+ (X —%x0)(0,1,2,...).

Caso 3: a2 + 4b < 0.

Quando isto acontece, existem duas rafzes complexas conjugadas da forma
p(cos p +iseny)e p(cos ¢ — i sen p). As seqiiéncias g; (n) = p™ cos (np) e 0, (n) =
= o" sen (ny) pertencem ambas a S, sdo linearmente independentes e geram S.
As duas primeiras afirmagSes ficam a cargo do leitor. Vejamos a terceira. Seja
o € S e fagamos ¢ = ¢;0; + ¢,0,. Entdo:

a(n) = c1p™ cos (ny) + c, oM sen (ny), ¥n = 0.

Tomando n = 0,1 temos:
0(0) =¢,
g(1)=cypcosp+ c,pseng

e daf se tira que
6(1)=0(0)pcosy + cypseny
Portanto: '

o(1) — o(Q)pcosy
0 sen ¢

02 =
Entdo

a(n) = a(0)p" cos (ng) + o(1) ; :e(:l)?pp OS¢ 5 sen (ny).

Nota: Os mesmos métodos podem ser usados para estudar as seqliéncias recor-
rentes lineares de ordem p = 3. Se, por exemplo, tivermos X,y = 2X_; + X, _,
podemos procurar solugdes da forma o (n) = q". Levando esta igualdade 4 relagdo
que existe entre os termos da seqiiéncia obteremos:
n+l _ n-1 n-2
Q7 =247 +q

de onde se tira que:

q® =2q+ 1, ousea, (q+ 1)@ —q—-1)=0.
As rajzes dessa equagio sio —1, % 1 ++5)e %(1 — +/5) e as seqiiéncias-
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oi(n) = (=D, o, (n) = % A+ 5 eos(n)= 515(1 — +/5)? formam uma

base do espaco vetorial S. A solugdo geral €

0=Cy01 +Cy0, + €305 €

o) = e (A1) 4 & (L VB + s g (1= VP

¢ a expressdo geral das seqiiéncias sujeitas 4 condi¢@0 Xp41 = 2Xp-1 T Xp_2. Para
determinar as constantes ¢;, ¢, € ¢; que produzem uma determinada seqiéncia,
basta lembrar que o sistema linear :

g(0) =c; + ¢, + 3

1 ++/5 1 —+/5
7 et

1+ V5P 1 — /3)

L C 4xf)c+( 4\/‘)c

0(1) = —C + C3

o(2) = ¢ 2 3

determina univocamente ¢, ¢; € Cs.

2. APLICACAO

Um problema de Quimica cuja resposta estd ligada as seqiiéncias recorrentes
lineares é o seguinte:

0O hidrogénio (H) e o oxigénio (O) reagem segundo a lei:
2H, + 0, — 2H,0 |

Segundo os quimicos essa reagdo ¢, em verdade, mais complexa, pois a presenga
dos radicais OH, O ¢ H produz trés reagbes ao mesmo tempo:

(1) 0 +H,—— OH +H
(2) OH + H, —— H,0 + H
(3) H+0,—— OH+ O

Estas reagGes se processam segundo o seguinte esquema:
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=4
H,0
=L <H20
OH H,
H
H <
OH
H
[} H, 0
OoH H,
OH
H <
H
H H,
H,0
H
H H,
OH
Xo =1 x, =0 X, =0 x; =1 xg =1
Yo =0 yo =1 yz =1 vy =2 ys =3
zp =0 z, =% 7, =2 2; =2 z, =4

(Admite-se que as trés rea¢Oes tém a mesma velocidade, demorando uma unidade
de tempo para completar-se, ¢ que os reagentes existern sempre em quantidade
suficiente). No instante t = 0, existe apenas o radical O. Calculamos a seguir
quantos radicais O, H e OH existem nos estdgios sucessivos correspondentes aos
instantes n = 0, 1, 2, ...

Sejam

Xn = nuimero de radicais O no instante n;

¥n

i

numero de radicais OH no instante n;

z, = numero de radicais H no instante n.

Entdo a terceira reacdo H + O,— OH + O diz que x4.+; = 2z, pois um ra-
dical O aparece no instante n + 1 quando existe um radical H no instante n.
A primeira e a terceira reagdo dizem que x, + z; = y,,; € a primeira e segunda
reacdo dizem que Zn,y = Xn + Yn.

2

Todo o processo é entdo descrito por:
Xn+1 = Zn
Xn + Zn = Ynu
Zne1 = X5 + ¥Yn, ¥n € N.
com a condi¢do inicial xo = 1, y4 = z5 = 0.
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Esse sistema linear, onde as incdgnitas sdo seqiiéncias, é resolvido assim:
Xnet =2Zn =Xn-g F¥Ynog T Xnog tXnog t o, =
=Xn_1+ Xpn_e +Xp = 2Xp1 + Xn_p.
Assim, a seqiiéncia que d4 o ndmero de radicais O satisfaz a relaggo:
Xne1 = 2Xp-1 + Xn_s

que jd estudamos. Conforme jd vimos
1 1
Xp = (—1)" + ¢ on 1+ 5" +cs S0 (1 —35)"

e, pelas condigOes iniciais xp = 1, x; = 0, X, = 1, teremos os valores de ¢4, C3, C3
como solugio do sistema

1 =c¢y+cy +c3
+ /5 1 — /5
1__2£62+*2_\/_63

2 _ 52
+_(1L4@%+(L4_flc3

0

—¢; +
1 =c¢

Deixamos ao leitor a tarefa de calcular os valores c;, c; € c3 para obter o

termo geral da seqiiéncia (x,), que é o namero de radicais O no instante n. Fica
para o leitor demonstrar que também:

Vn+1 = 2¥n-1 T Yn-2 € Zns1 = 2254 t 2Zn_,.

Assim as seqiiéncias (Xy), (yn) € (Zy) estdo no mesmo espago vetorial de seqiéncias
recorrentes lineares,

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja S o sub-espago de R” formado pelas seqiiéncias (xg, X1, ..
Xn + 1 = Xy + bXp — 1. Achar uma base de S nos seguintes casos:

., Xp, ...) tais que

a)a=1¢e b=2; ea=2 e b= -5
b)a=-1 ¢ b=2; fya=6 ¢ b=-9;
c)a=2 e b=1; g a=0 ¢ b=—1;
d)a=1 e b= -3 hya=0 e b=1.
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2. Seja S o subconjunto das seqiiéncias (X4, X3, ..., Xp, ...) € R tais que Xp 4+ 3 =
=6Xp +2 — 11xy 41 + 6%, ¥n & N. Provar que S é um sub-espaco vetorial de IR® e
achar uma base desse sub-espaco.

3. Mesma questdo, com relagio a Xp4q = SXpsz — 5Xpeg — 5Xn+t + 6Xp, ¥n EN.

4. Observar que:
n=3=1+1+1=1+2=2+1;
n=4=141+141=1+142=1+2+1=2+1+1=2+2
.0 “3” pode ser obtido como soma de ““1” e “2” de trés maneiras distintas,
O “4” pode ser obtido como soma de “1” e “2” de cinco maneiras distintas.

Faca o mesmo com relacdo a 5,6 e 7.

*5. Seja ap, 0 nimero de seqiiéncias de “1” e “2” cuja soma dos termos é n. Provarquean 4 1 =
= an + ap — 1. Deduzir a expressdo de ap.
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CAPiTULO DB

EquacOes e Sistemas de Equacoes
Diferenciais Lineares com
Coeficientes Constantes

1. OPERADORES DIFERENCIAIS

Seja R a reta real e seja C* (IR) o conjunto de todas as fungdes reais defini-
das em R e que admitem derivadas de todas as ordens. Esse conjunto é um espa-
¢o vetorial sobre R pois sendo f(t) e g(t) duas funcSes que pertencem a C* (R) €
sendo o um nimero real, entdo f(t) + g(t) e a f(t) também pertence a C* (R) e,
além disso, os axiomas da definicdo de espago vetorial podem ser verificados de
maneira analoga ao que foi feito para o espago das fungdes continuas. No entanto
C* (R) ndo é um espago vetorial de dimensdo finita.

Se f(t) € C~ (R) entdo para todon = 0, £'(t), £°(t), ..., f™(t) também per-
tencem a C* (R) e portanto toda combinagdo linear a f(t) + a,f’(t) + ... a f “t)
¢ um elemento de C* ([R).

Definicdo 1 — A aplicacdo que associa a cada f(t) € C> (R) a func¢io
af(t)y + a,f’t) + ... + a,f™(t), com a, # 0,

chama-se operador diferencial de grau n com coeficientes constantes a,, ..., a,. Se
representarmos por D o operador linear dado por D(f(t)) = f’(t), entdo o operador
diferencial definido acima é a,I + a;D + a,D? + ... + a,D* (I = operador idén-
tico) ou apenas a, + a,D + ... + a,D", como é costume representar. Notemos
que um operador diferencial é necessariamente linear.

Exemplos

1) Consideremos o operador diferencial 2 — 3D. Aplicando esse operador
a uma funcdo f(t) obtemos a fungdo seguinte: (2 — 3D)(f(t)) = 2f(t) — 3D(f(t))
= 2f(t) — 3f’(t). Se, por exemplo, f(t) = 5e* entdo

(2 — 3D)(5e%) = 2(5e*) — 3(15e¥) = — 35¢3,
Se f(t) = t2 — 1, entdo
Q-3D)E — 1) = 268 — 2 — 33t = 23 — 912 — 2.
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2) Consideremos o operador diferencial D? + w?, onde w € R e a fungio
f(t) = sen wt. Entdo

(D? + w?)(sen wt) = D?(sen wt) + w?(sen wt) = — w? sen wt + w?senwt =0.

Logo sen wt pertence ao nicleo de D? + «?.
3) A fungdo f(t) = e®, onde a € R, estd no nicleo do operador D-a pois:

(D — 2)(e") = D(e™) — ae™ = ac™ — aeit = 0,

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Aplicar o operador diferencial P>+ D2+ D 14 seguintes funcdes:

a) sent; f) t;
t2
b) cost; g e
o) et Wt +t+ 1
d) sent + cost; D+ 4t 1
e} 5 + e2t;

2. Aplicar os operadores lineares abaixo a funcfio sen cwt:

a) D; d) D? + ?;
b) D2; e) D? + 1.
c) D% 4+ w;

3. Aplicar a fun¢fo cos wt 0s operadores:

a) D; d) D? + W%
b) D?; e) D? + .
c) D? + w;

4. Provar que toda combinacdo linear(com coeficientes em IR) das fungGes sen wt e cos wt
pertence ao niicleo de D2 + w2,

5. Provar que toda fun¢do da forma ke?t, onde k € IR, est4 no niicleo do operador D — a.

6. Demonstrar que se uma funcio f(f) estd no nicleo de D — a, entdo f(t) € dada por
£(t) = ke®!, onde k é um nimero real.

Sugestdo: Considere a funcdo f (t)e_at e mostre que ela é constante.
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2. ALGEBRA DOS OPERADORES

Sejam os operadores diferenciais Ly = ap + a;D + ...+ a,D" e L, =
=by + b;D + ... + b, D™, onde n <m. Conforme j4 vimos anteriormente o ope-
rador soma L; + L, € definido por (L; + L)(f(t)) = L, (f(t)) + Ly(f(t)) e
daf decorre que:

L1 +L2 =(ao+bo)+(a1 +b1)D+...+(an+bn)Dn+
+ bpy D"+ L+ by D™

Portanto a soma de dois operadores diferenciais é um operador diferencial e essa
soma se calcula de maneira andloga 4 soma de polindémios. Por exemplo, se L; =
=5D%+3D* —4D+1 ¢ L, = D* — 3D® + D, entdo

Ly +L,=D*+2D%+3D* — 3D + 1.

De maneira andloga,se \€E Re L = a5 + a,D + ... + a;D", entdo o pro-
duto AL do operador L pelo ntimero real X é o operador AL = A\ay, + Aa;D +
+ ...+ Aa,D". Por exemplo se L = 5D* + 3D? — 4D + 1, entfio 5L = 25D° +
+ 15D* — 20D + 5.

SeL;=a +aD+...+a,D"eL, =by +b;D + ...+ by D™ vejamos
como se obtém L; OL,. Da defini¢do de composta temos para toda funcdo f(t)
de C* (R):

Lo L)) = Li(La(E () = Ly(bo £(t) + byf (1) + . .. +by ™)) =
= Ly (bof(t)) + Ly (byf'(t)) + ... + Ly (bpnf™(1)) =
= boLy (f(t)) + b1L; (f'(t)) + ... + by L, (™ (1)) =
= bo(@of(t) + a;f'(t) + ... + anf™ (1)) + by(aof' (t) + a,f" (t) +
+ .+ ag D)) + L+ by (aof ™ () + ..+ agfOT (1)) =
= boaof (t) + (bpa; + byag)f' (t) + (boa, + bya; + byag)f'(t) +
+ ...+ bpafEFm ()

e dai reconhecemos facilmente que L, © L, também é um operador diferencial
que é definido por:

L1 o I.q = boao + (boal + blao)D + (boa2 + b1a1 + bzao)Dz +
+...+ bya, DM
que corresponde ao produto:

(bo + b D+ ...+ byD™)(ap + ;D + ... + a,D")
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efetuado como se os operadores diferenciais fossem polindmios ordindrios. Por
essa razio neste caso é comum indicar-se por L;L, a composta e dar a ela o nome
de produto dos operadores Ly € L, (& o que faremos a seguir). Observemos que o
grau de LL, é a soma dos graus de L; e L,.

Exemplo — Sejam L, = D?> —3D +1 ¢ L, = 3D?> — 1. Entdo:
LL,=MD?>—-3D+1)3D>* —-1)=3D* —D? - 9D* +3D + 3D?> — 1 =

=3D*-9D®* +2D?> +3D -1 e
L,L, =(D*-3D+1)(D>* - 3D+ 1) =D* — 6D® + 11D? — 6D + 1.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Sejam Ly = 5D® — 4D + 1, Ly =D — 3 ¢ Ly = D® — D3, Calcular:

a) Ly + L + Lg; e) LiLs;
b) 2Ly — L, + L3; f) LiL,L3;
o) Ly — Ly +1L3; 2 L{L,.
d) Lil,;
2. Sejam Ly = 3D%+1 e L, = D. Calcular:
a) LE; & @1+ L%
b) Li; e) (Ly + L™
o L

3. Qual é o nicleo do operador D? E do operador D™

4, Sejam L; e L, dois operadores diferenciais com coeficientes constantes. E verdade que
Lllq = L2L1?

5. Achar uma fungdo que esteja no niicleo do operador D — 2 e cujo valor para t = 0 seja 4.
Fazer o grafico dessa funcio.

6. Achar uma fungdo que esteja no nucleo do operador D2, cujo valor parat = O seja 3 e tal
que o valor de sua derivada em t = 0 seja 1. Fazer o grifico dessa funggo.

7. Achar todas as fungSes que estdo no niicleo do operador D? e cujo valor parat = 2 seja S.
Desenhar em um mesmo grafico algumas dessas fun¢Ses.
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3. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES COM
COEFICIENTES CONSTANTES

As equacbes diferenciais lineares com coeficientes constantes aparecem em
numerosos problemas de outras ciéncias, o que as torna bastante importantes.
Na Fisica, por exemplo, elas aparecem em Mecdnica e Radioatividade. Em Bio-
logia, no problema de crescimento de populagGes. O cdlculo das solugBes de tais
equagBes ¢ feito inteiramente dentro da Algebra Linear. As equagSes diferenciais
lineares fazem parte dos problemas que deram origem i Algebra Linear.

Definicdo 2 — Uma equagio do tipo

L(y) = h(t) ‘ (1)

onde L = ay + a;D + ... + a,D" é um operador diferencial de grau n com
coeficientes constantes, h (t) ¢ uma fungfo dada em C™ (R) e y é a fungfo incog-
nita (também em C™ (R)), chama-se equacdo diferencial linear de grau n com
coeficientes constantes. Explicitamente a equagdo (1) se apresenta assim:

ay +ary’ +ay" + ... +a,y® =h(t).
Toda fungdo f(t) tal que
LE®)=h()

¢ verdadeira chama-se solugfo da equagio diferencial. Se, a fungdo h (t) é identi-
camente nula, a equagfo (1) assume a forma mais simples

L(y)=0.
Quando isso acontece as solugGes da equacio sdo as fung¢Ges que estdo no nicleo
de L. Por isso é importante saber calcular o niicleo de um operador. Dada a equagdo
diferencial L(y) = h(t) a equacdo L(y) = 0 chama-se equacdo diferencial homo-
génea associada 3 equagio dada.

Teorema 1 — Seja L(y) = h(t) uma equacdo diferencial linear e L(y)=0a
equagio homogénea associada. Se f(t) € uma solugfo de L(y) = h(t) e se N ¢
o nicleo de L, entfo:

f() + N = {ft) +g(®) | g®) €N}
€ o conjunto das solu¢bes de L(y) = h(t).

Demonstragdo — Em primeiro lugar, se g(t) € N, entdo f(t) + g(t) é uma

solugdo de L(y) = h(t) pois:

LE® +8®)=LE®)+LEM®)=h()+0=h().
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Por outro lado, se k(t) é uma solugdo qualquer de L (y) = h(t), entdo
Lk@®-f®))=L&®) -LE®)=h@®) -h®) =0
0 que mostra que a fungfo g(t) = k(t) — f(t) estd no nucleo N de L e dai
k@ =f@)+gt)ef(t) + N. =

Explicagdo

O teorema que acabamos de provar nos ensina um fato muito importante.
Se quisermos achar todas as solugGes da equagdo (1), podemos proceder em trés
etapas:

1) Procuramos uma solugdo particular f(t) de (1).
2) Determinamos o nicleo do operador diferencial L.

3) Somamos cada fun¢do do niicleo de L com a solugdo particular £ (t) que
encontramos na primeira etapa.

Admitiremos sem demonstragdo o seguinte resultado:

“O nfcleo de um operador diferencial L = ag + a;D + ...+ a,D", com
ap # 0, é um sub-espago vetorial de C™ (R) de dimensdo finita igual a n.” A
demonstragfo desse resultado estd acima do nivel deste livro. No préximo pard-
grafo daremos métodos para resolver equagdes homogéneas L(y) = 0. A resolugdo
das equagdes ndo homogéneas exige resultados de andlise um pouco mais elabo-
rados, razdo pela qual ndo serd vista neste livro.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escrever as equagOes diferenciais homogéneas determinadas pelos operadores seguintes:

a) D; f) 3D? - 2D;

b) D?; g D% + 7

o D% h D - a

d) D+ 1; _ D O®-bHO®+ 1.

e) D> — 3D + 1;
2. Quais os operadores que definem as equagdes diferenciais seguintes?
a) ' = 0;
b) 3f” 4+ 2f' + £ =0y
9 f@ Lm0y
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d "= —f

H

e "+ f=0,

3. Achar a solugdo geral das seguintes equagBes diferenciais:
a) f'=0; 9 f=f
b £@ =g, d) f' = af(a € R).

4. Mostrar que f(t) = té umasolugiode y’ + y = f(t).

5. a) Provar que as fungGes sen t e cos t sdo ambas solugdes de y” + y = 0.
b) Provar também que sen t e cos t s3o linearmente independentes.
¢) Achar a solugdo geraldey”" +y = 0.
d) Achar todas as solugdes daequagioy’' +y = t.

6. SejalL = D2 - 2D + 2.

a) Provar que as fungGes f,(t) = efcoste £5() = elsen t sdo solugdes da equacdo dife-
rencial I(y) = 0.

b) Provar que f, (1) e £,(t) sdo linearmente independentes.
¢) Qual é a solugfio geral da equagdo y" — 2y’ + 2y = 07

d) Dentre as solugbes existe uma, e apenas uma que satisfaz as condigbes f(0) =1 e
£'(0) = —1. Ache-a.

4. EQUACOES HOMOGENEAS DE SEGUNDA ORDEM

Neste pardgrafo vamos calcular as soluges da equagdo diferencial homo-
~ ’ r
genea agy + a,y +a;y = 0, onde a, #* 0. Comecemos com o seguinte teorema,
vilido para operadores lineares de qualquer grau.

Teorema 2 — Sejam L, e L, operadores diferenciais com coeficientes cons-
tantes. O niicleo de L; e o nicleo de L, estdo contidos no niicleo de LiL,.

Demonstracgo — Suponhémos que f(t) estd no ndcleo de L,, isto é
L;f(®)) = 0. Entdo:

(L1L2)(E®) =TLL)E®) = L (L4 (£(1)) = L,(0) = 0.

De maneira andloga se completa a demonstragio. =

Nota: O teorema 2 pode ser generalizado para um produto L,L, ... La(n>2)
de operadores. Deixamos ao leitor a tarefa de enuncid-o.
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Exemplo — Seja a equago diferencial linear e homogénea y" — 4y =0 ou,
de maneira equivalente, (D* — 4)(y) = 0. Como (D* — 4) = (D — 2)(D + 2),
entdo o niicleo de D — 2 e o niicleo de D + 2 estdo ambos contidos no nicleo N de
D? — 4. Ora, o ntcleo de D — 2 ¢ constituido pelas fungdes k,e?! e o nticleo
de D + 2 pelas fungdes kye™2t. Sendo N um sub-espago vetorial de C* (IR), entdo
todas as fungdes k; et + k,e72% (k;, k, € R) pertencem a N. Como dimN =2 e
como e*' e e™?! sdo fungBes linearmente independentes, entdo essas fungGes
formam uma base de N. Assim a solugdo geral de (D* — 4)(y) = 0 §

f(t) = ket + kye?t

Seja agora a equagdo diferencial de segundo grau: agy + a,y' + a,y" = 0,
ou seja (ap + a;D + a,D*)(y) = 0. Podemos supor que a, = 1 pois ag + a;D +
+ a,D% e % + %D + D? tém exatamente o mesmo nucleo, Consideremos o
2 2
polindmio do segundo grau a, -+ a;x + x? cujas raizes no campo complexo s3o
a; € a,. Conforme veremos as solugSes da equagido

(ao + alD 4 Dz)(y) =0
dependem da natureza bem como da multiplicidade das raizes do polindmio consi-
derado acima. Trés casos se apresentam:

Caso 1: a; e o, sdo numeros reais € oy # a,.

Neste caso as fungBes e*2* e e*2! sdo linearmente independentes, {e®}é base
do nicleo de D — ay, {e°‘2t} ¢ base do niicleo de D — @, e portanto formam
juntas uma base do niicleo de

(D - Oll)(D _ (Xz) = D2 — (al + Olz) + o = D? + alD + a,.
Neste caso a solugdo geral de apy + a;y' +y ' =0 ¢

ket + ket

Caso 2: o, e o, sdo nlimeros reais iguais.

Seja a o valor comum, raiz dupla do polinémio a, + alx + x2. Neste caso
e*t ¢ ainda uma solugdo. Uma segunda solugdo é a fungdo te*t pois:

ag(te™) + a; (te®) + (te®)’ = apte®® + a,(e** + ate®) +
+ (e + e + o?te?t) = (@ + aja + ag)te® + e*(a; + 2a) = 0.

Observemos que o zero obtido decorre de que & + a;o + ao = 0, por ser o uma
raiz do polindmio considerado de inicio, e a; + 2a = 0, por ser « uma raiz
dupla desse mesmo polindmio, devendo portanto anular sua derivada a, + 2x.
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Sendo e* ¢ te* solugdes e sendo fungGes linearmente independentes, elas formam
uma base do nicleo de (ag + a;D + D?) e portanto a solugio geral da equagdo é:

kie® + kyte®, ou ainda, (k, + k,t)e,

Caso 3: &y e o, sio nimeros complexos.

Segue dai que @; e o, sdo complexos conjugados e portanto se a; = a + bi,
entao &, = a — bi. Neste caso consideremos as fungdes f; (t) = e cos btef(t) =

t sen bt. Afirmamos que se trata de solugoes de ag + a,y' +y" = 0. De fato,
sendo a + bi raiz da equagdo ay + a;x + x* = 0, temos: 0 = 3, + a,(a + bi) +
+ (a + bi)® = (ap + 252 + (a2 — b?)) + (a;b + 2abd)i.

Logo ap + a;a + a®> — b? = 0 e a;b + 2ab = 0. Segue entdo dai que

29 (¢*t cos bt) + a; (¢% cos bt)' + (e2t cos bt)"” = a,e? cos bt +

+ 2, (—be® sen bt + ae® cos bt) + (—abe?! sen bt — b2et cos bt +

+ a%e cos bt — abe? sen bt) = (ag + a,a + 2> — b*)e cos bt —

— e sen bt(ba; + 2ab) = 0 e cos bt — et sen bt - 0 = 0.

De maneira andloga prova-se que €' senbt é também uma solugdo neste
caso. Deixamos como exercicio a demonstragio de que fy(t) e f,(t) sdo linear-

mente independentes. Portanto a solugio geral no caso em que as rajzes sdo
complexas €

ke cos bt + k,e** sen bt ou ainda e (k, cos bt + k, sen bt).

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Encontrar a solugfo geral de cada uma das equagdes diferenciais:

)y +y —2y=0; e) 3y"' — 5y +2y=0;
b) 8y" + 14y’ — 15y = 0; f) y' -2y = 0;
)y + 4y =0; gy -2y +y=0;

d) 2y" — 53y + 6y =0; h) 9y — 12y' + 4y = 0.

2. Determinar a solugdo da equagdo diferencial que satisfaz as condi¢Ges indicadas:

)y’ +2y=0 y(0) =2 y'(0) =242
b) 4y" — 12y' + 9y =0 vy =1 y'(0) =
9y =3 +2y=0 y@©0) =3 y'(0) =2.
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3. Sejam m e n nimeros reais distintos entre si. Provar que ndo existe nenhuma constante k
tal que: )
emt = kem, Yte R,

4. Encontrar uma equagdo diferencial linear com coeficientes constantes cuja solucdo geral
seja:
a) (ky + ke
b) ke®t 4 ke
©) kle2t sen 4t + k2e2t cos 4t.

5. Encontrar uma solugdo da equagdo (D2 — 2D + 26)(y) = O cujo grifico passe pelo ponto
(0, 2) do plano e cuja tangente nesse ponto tenha inclinagdo igual a 3.

5. EQUACOES HOMOGENEAS DE ORDEM QUALQUER

Neste pardgrafo vamos generalizar os resultados que conseguimos obter no
pardgrafo 4.

Deﬁnig:ﬁo 3 — Dada uma equagio diferencial homogénea de grau n
a0y + a1y + ...+ ag_y@v +y® =0
chama-se equacio caracteristica dessa equagdo diferencial a equagdo algébrica
ag +ax+ ... +a, X" +x"=0.

Suas rafzes «,, ..., 0, no campo complexo sdo chamadas raizes caracteristicas
da equagdo diferencial dada. Notemos que os nimeros complexos a,.. . . , oy ndo
s30 necessariamente distintos dois a dois e que alguns deles (ou todos) podem ser
reais.

Exemplos
1) Se a equagio diferencial dada é y"' — y"' — 4y’ + 4y = 0, entdo sua
equagdo caracterfstica § x> — x* — 4x + 4 = 0 cujas raizes sdo 1, 2 e —2 e dai:
B -x—4x+4=x-DE-2)x+2).
2) Dada a equagdo y''' — 2y"' — 4y’ + 8y = 0, sua equagdo caracteristica
x® — 2x% — 4x + 8 = 0 cujas raizes s0 2, 2 ¢ —2. Logo x> — 2x*—4x + 8 =
(x —2)*(x +2).

324

3) No caso y"' + 4y' = 0 a equagdo caracteristica é: x* + 4x = 0 da qual
as raizes sdo 0, 2i e —2i. Logo:
X+ 4x = x(x — 2i)(x + 2i).

Dada uma equagdo diferencial agy + a,y’ + ... +a,_;y@ D 4+ y® = g
cujas rafzes caracteristicas sdo a;, ay, ..., a, entdo as suas solu¢Ses podem ser
obtidas da seguinte maneira (acompanhe o caso n =2 que fizemos no pardgrafo 4):

Caso 1: Todos os nitimeros reais a;, @, ..., &, s3o reais e distintos dois a
dois.

Neste caso:
a3+, D+ ... +2; D" +D"=D-a;)(D—,)...(D —a)

e como o niicleo de D — ; estd contido no nicleo N de ag + a,D + ... + D?,
“Bag o1t 0ot 5 a .

todas as fungBes e*1t, e%2!,, .. ¢*nt estdo em N. Como elas sdo L.I. e dim N = n,

podemos afirmar que essas fungOes formam uma base de N. Assim a solugdo geral

da equagdo neste caso ¢

ket + .+ kne®nt onde ki, ... ,kn € R.

Caso 2: Todos os nlmeros ay, &,, ..., oy sio reais mas nio sio todos
distintos dois a dois,

Neste cz;so, sei por exemplo a; = @, = 3 = & é uma raiz de multiplicidade 3,
as fungBes e, te™" e t2e®! sdo solugdes linearmente independentes.

Exemplos
1) Resolver y'"' — 3y" + 3y’ —y = 0.

Neste caso a equagdo caracterfsticaéx® — 3x2 + 3x — 1 =(x — 1)* =0
cujas rafzes s3o todas iguais a 1. A solugdio geral é kyet + kyte! + kjt2et.

2) Resolver y™® + 6y + 5y" — 24y’ — 36y = 0.
A equagdo caracterfstica é
x* +6x3 +5x% — 24x — 36 = (x — 2)(x + 2)(x + 3)2.
As raizes caracteristicas sdo 2, —2, (simples) e —3(dupla). A solugdo geral é:

k1?4 kye 2t + ke 3t 4 k,te 3t

Caso 3: Alguns (ou possivelmente todos) dos ntimeros o, oy, . . . , 0y per-
tencem a C — R. Suponhamos a;, as, . .., 0y 4, Gy sejam esses niimeros e que

0 = 0, &3 = @4, ..., G5 = Q5. Logicamente as rafzes ai ndo alinhadas
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pertencem a R. A contribui¢do de cada raiz real para a solugdo ¢ uma funcdo
exponencial; se for dupla contribui também com uma fungdo do tipo te®t, Cada
par de rafzes complexas conjugada da forma a * bi contribui com e (k, cos bt +
+ k, sen bt); se essas rafzes conjugadas forem duplas aparecerd mais uma parcela
da forma te® (k, cos bt + k, sen bt). Para possiveis raizes de ordem maior (reais
ou nio) é s6 generalizar o que acabamos de fazer.

Exemplos
1) Resolver y"' — 2y’ + 10y = 0.

A equacdo caracterfstica é xX* — 2x + 10 = 0. Suas rafzes sdo 1 + 3i e
1 — 3i. A solugfio geral é entdo:

y = et (k; cos 3t + k; sen 3t).

2) Resolver y'"' + 4y’ = 0.

A equagdo caracterfstica é x> + 4x = 0, cujas raizes sdo 0, 2ie —2ie
portanto y = k; €% + %t (k, cos 2t + kj sen 2t) = ky + k, cos 2t + kj sen 2t.

3) Resolver y® + 5y — 36y = 0.

A equagdo caracteristica é:

M +5x2-36=x -HE*+9)=0
que tem duas rafzes simples, 2 e —2, e duas raizes complexas 3i e —3i. A solugdo
geral é:
y = kye*t + kye ! + k3 cos 3t + kg sen 3t.
4) Resolver (D*> — 2D + 5)*(y) = 0.

A equagdo caracterfstica é (x? —2x + 5)? =0 cujas raizes 30 1 + 2i (dupla)
e 1 — 2i (dupla). A solugdo geral é

y = et (k; cos 2t + k, sen 2t) + te! (ks cos 2t + kg sen 2t).

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Achar a solugdo geral de cada uma das seguintes equagdes:
a)y' 4y —6y=0;

b) (D + 2D — 15)(y) = 0;

¢) (D + D - 2D)(y) = 0;

a) 0% + 2D? - 5D — 6)(y) = 0;
e) (D* — 6D + 12D% — 8D)(y) = 0;
f) (D2 + 6D + 9(y) = 0;
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g (D? — 10D + 25)(y) = 0;

h) (D* — 4D + 13)(y) = 0;

) 0 + W) = 0(w € R);
i) @ —D* + 9D — N = 0;

2. Sejam a, b, ¢, d € R e f uma fungdo. Provar que:
D —-2)D -B® - =D - b)D - a)(D - o)(f).
3. Provar que a funcgdo kleat + ko ePt + k3eCt é uma solucdo da equagio

D -2a)D -bD -c)(y) =0,
substituindo diretamente e efetuando os cdlculos.

6. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES
COM COFEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos um sistema de n equagdes lineares em n incégnitas

o x(t) + opxpt) + oo+ oppXg(t) = x((t)
ayXp(t) + amxa(t) + ...+ apXp(t) = x3(t)

anlxl(t) + unZXZ(t) + ...+ annxn(t) = Xﬁ(t)

onde X,(t), ..., Xp(t) sdo funcdes reais (incognitas) definidas num intervalo I no qual

sdo diferencidveis e os a;; sdo numeros reais dados. Essa é a forma normal dos cha-

mados sistemas de equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes, n xn.
Se A = () e X(t) é a matriz coluna

x1(0)
X(t)
X(t) =

Xn(t)
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definindo

x;(t)
X(t)
X(t) =
Xn(t)
podemos representar o sistema por
X)) = A - X(t)

Estamos interessados em encontrar solugdes do sistema que satisfacam a uma
dada condic¢do inicial. Ou seja, encontrar uma matriz

f1(t)
F@t) =
£,(t)
onde f;(1), ..., f(t) sdo funcdes diferencidveis em I, de maneira que se verifique

F’(t) = A - F(t) e, para um certo ponto a € I, F(a) seja uma dada matriz coluna.

Consideraremos dois casos:

(a) A matriz A é diagonalizdvel.

Quando isto ocorre, é possivel encontrar uma matriz inversivel P, n X n, tal
queP~! - A - P = D ¢ diagonal, com termos da diagonal iguais aos valores pro-
prios de A.

Seja Q = P! e consideremos a matriz coluna Y(t) = Q + X(t). E claro en-
tdo que Y’(t) = Q - X’(t) (verifique). Dai Y’(t) = Q - A « X(t). Como porém
X(t) = Q! - Y(t), entdo Y’'(t) = (Q - A - Q-D * YQouY(H) = (P! - A
+ P) - Y(t) = D - Y(t). Chamando de A, ..., A, os valores préprios de A, a equa-

¢d0 matricial anterior equivale ao sistema

yit) = Agyi(t)
Vit) = Aaya(t)

i

Ya(t) = Agyn(t)

328

cujas solucdes sdo dadas por (cieM, ..., cperat), ¢, ¢y, ..., ¢, € R. Logo

cyeht
Xt =P - Y(t)=P . : =
c et
= cieM'P; + ... + cpehtP,

onde Py, ..., P, s80 as colunas de P e portanto vetores proprios, linearmente inde-
pendentes, da matriz A. Fazendo t = a e impondo que

c1eMP) + ... + cpettaP,
seja a matriz coluna dada, obteremos Ci, ..., Cy Univocamente.

Exemplo

Resolver o sistema

3x,(t) + X3t = x(t)
2x5(1) = xy(t)
x4(t) + 3x5(0) = x5(t)

satisfazendo a condi¢fio inicial x,(0) = 1, x,(0) = 0 e x3(0) = 1.
O polindmio caracteristico da matriz A dos coeficientes do sistema é

3 -t 0 1
palt) = 0 2 -t 0 =3-10C-)-Q2 -1

=Q-G - - 1D =Q -t -2t -4 =(- 2% -1
Os valores préprios sdo, pois, A; = 2 (multiplicidade 2) e Ay = 4 (simples). Os su-
bespagos préprios sdo V(2) = {(x, y, —x)|x, z € R} de dimensdo 2, do qual {a,

0, —1); (0, 1, 0)} é base e V(4) = {(x, 0, x)|x € R}, de dimensao 1, cuja base mais
natural € (1, 0, 1). Assim, a matriz A é diagonalizavel e, se

0 1
P = 0 1 o
0 1
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Ora, de X(t) = c;e?P; + c,e®P, + c3e*P; segue que

x(t) = et + cyett
Xz(t) = Cze2t
x3(t) = —ce*t + cett

A fim de que X(0) = (1, 0, 1)t, deveremos ter

1 Cy
0 =P Cy
1 C3

cuja solugdo é ¢; = 0,c; = 0, ¢3 = 1. Logo, a solugdo que satisfaz a condicio
inicial dada é

Xl(t) = et
X(t) = 0
X3(t) = e*

(b) A matriz A néo ¢é diagonalizavel mas tem todos os seus valores proprios
em [R, caso em que admite uma forma candnica de Jordan sobre R.

O procedimento inicial ¢ o0 mesmo do caso (a) e leva ao sistema Y’(t) = J
- Y(t), onde J = P-! - A - P é uma matriz de Jordan semelhante a A. Dai

yi) = Ayit) + Sy G = 1,2, ..,n)

onde os A; sdo os valores proprios de A e §; é zero ou um. A tltima equacgio é sem-
pre yu(t) = Ay¥q, cuja solugdo € yu(t) = cyett, onde.c, é uma constante. A penil-
tima equagfo € yp _ 1(t) = Xy _ 1y _ 1(t) + 8, _ 1yn(t). Se 8, _ ; = 1, substitui-se
¥a(t) por c,elt e resolve-se a equacdo resultante, conforme procedimento do exem-
plo seguinte. Dessa forma, prosseguindo no raciocinio anterior, obteremos Y(t).
Depois, a partir de X(t) = P - Y(t), impondo a condigdo inicial, chegaremos aos
valores das constantes de integracdo c;, ¢y, ..., C,.
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Exemplo
Resolver o sistema

Xj() = 2x(t) +  x(t)

X3 = 2x,(1)
x3() = x3(0) + x4()
x(t) = ax3(t) — 2x4(1)

Ja vimos (exemplo 3, item 2, cap. 1 da segunda parte) que a matriz A dos
coeficientes do sistema ndo é diagonalizavel. E a forma candnica de Jordan dessa
matriz de autovalores 2 e —3 é

2 1 0
0 2 0
J ==
0O 0 2 0
o 0 0 -3
A matriz P que transforma A em J é
1 0 0 O
01 0 O
P =
0 0 1 1
0 0 1 -4

(ver exemplo, cap. 1, item 7). Pela transformacio Y(t) = P-! . X(t), obtemos
Y’(t) = J - Y(t), que no caso fornece: yj(t) = 2y;(t) + ya(t); y3(t) = 2ys(t);
y3(t) = 2y3(t); ya(t) = —3yu(t). Dai obtemos:

yat) = cse™ 3, y3(t) = c3e?, yy(t) = cpe?t

Assim a primeira equacdo fica: yj(t) = 2y;(t) + cye’t.
Observemos que

a4

at yie™2) = Qyi®) + cxe®™e” + (=2)yi()e~* = c,. Dai

yie™2 = et + ¢
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¢ portanto y;(t) = ce2 + cyte?. Dai

1 0 0 cie?t + cote cre?t + cotet
0 1 0 Cze2t

X(t) = -
0 0 1 1 czet c;e?t + cue
0 0 1 -4 cqe 3t ciet — 43t

Suponhamos que a condi¢do inicial seja dada por

1

X(0) = :

I U

1

Entao

Cq =1
Cy =1
c3 + ¢ = 1
Cy — 4C4 =1

cuja solucdo é (1, 1, 1, 0). Neste caso a solucdo do sistema é

X@t) = (eZt + teZt’ eZt’ eZt’ eZt)‘

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Resolva o sistema X’(t) = A - X(t), onde

e X©O = (0, .

2. Resolva os sistemas X’(t) = A - X(t), nos casos

1 0 1 1 2 1
A = o 1 0 e A= 2
1 0 0 1 2

com a condigdo inicial X(0) = (0, 1, —1).
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5. a) Considere os sistemas X’(t)

3. a) Mostre que a equagdo da segunda ordem y*’ + ay’ + b = 0 pode ser convertida no sistema

Y
¥i(t)
através das substituicbes y(t) = yi(t) e y’(t) = ya(t).

b) Aplique a parte anterior para resolver as seguintes equacdes: (i) y’ + 2y’ — 3 = 0; (ii)
y? — 4y + 2 =0;(ii)y’ -5y +6=0

y2(t)
(—by1(t) + (—a)ya(t)

4. Resolva os sistemas dados matricialmente por X’(t) = A - X(t) nos seguintes casos:

(@

b
1l
[
|

e X0 = (1,1, =1

®)
2 1 0 1
1 3 -1 3
A =
0 1 2 1
1 -1 -1 -1

e X(0) =(1,0,0,0)

J « X(t), onde J é uma matriz de Jordan 3x 3, com A na
diagonal. Mostre que

2
t
1 L
t Py C1
= At
X(t) = 0 1 t %) €
0 0 1 c3

€ solugdo do sistema considerado.
b) Generalize esse resultado para uma matriz de Jordan qualquer n xn.
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cAPITULO ©

Método dos Minimos Quadrados

1. 0 ESPACO EUCLIDIANO R"; REVISAO

Neste capitulo daremos uma aplicagdo importante do conceito de produto
interno. Para isso lembramos que no espago vetorial R® o produto interno usual
é a aplicagdo que a cada par de vetores (u = (X1, ..., Xp), v =(¥1, .- ., ¥n))
de R™ X R" associa o ntimero real <u, v> = X;y; + ...+ X,Y,. Esse ntmero
real <u, v> chama-se produto escalar dos vetores u ¢ v. Conforme vimos anterior-

mente-o nimero real positivo lull = \/x£ + ...+ x? (estritamente positivo se
u#(0,...,0))é anorma do vetor u. Lembremos ainda que se u é um vetor do
R" e se {g, ..., g} é uma base ortonormal de um sub-espago W de IR", entdo
a proje¢do de u sobre W (indicaremos por projw u) é o vetor dado por:

projy u = <u, g, >gy + ...+ <u, g> g,.

Essa projegdo se caracteriza pelo fato de que u — projy u é um vetor de W e
portanto é ortogonal simultaneamente a g;, ..., g. No caso em que W = [g],
fala-se em projecdo de u sobre g (em vez de projegdo de u sobre W) e escreve-se

projg u. Sendo {ﬁ}uma base ortonormal de W temos:

1

Cu= <y B B o _ <u,g>
Projg v = <U, i~ figl (ugu2 <“’g>>g"

<g, g> &

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Sejamu = (1,2, -1),v=(3,1,0)ew= (0,0, 2) em R3, Calcular:

a) <u, u>; d) <u, u>;
b) <u, w>; e) lu+ vllz;
) <Uu, v+ w>; f) hu —vi2.

2. Provar que <u, Av> = <AU, v> = A<y, v>, ¥A€ R e Mu,veR"

3. Provar que <u, u> = 0 se, e somente se, u = (0, ..., 0).
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4. Calcular projg u nos seguintes casos:
) u=(1,2,1,4) e g=4,0,0,1);
byu=(,1,1,1) e g=2,2,2,2);
) u=4,3,5,2,5 e g=(1,1,1,1, 1).

5. Seja W o sub-espago do R?* gerado pelos vetores u; = (1,2,0, ), u, =2, —1,0,0) e
uz = (0,0, 1, 0). Calcular a projecdo do vetor u sobre W nos seguintes casos:
a)u=(3,1,2,2)

Hu=(@1,2,1,1);
c) u=(0,0,0,1).

6. Calcular a proje¢do do vetor (x,y, z) € IR3 sobre o sub-espago gerado por (1, 0,0)e(0,1,0).
Fazer uma figura.

7. Provar que projg(ul +uy) = projgul + projguz. Fazer a figura.
8. Provar que projg(ku) = Aprojgu ¢ que projhgu= projgit M\ # 0).

9. Pelos exercicios 7 ¢ 8 a fungfo u > projg u ¢ uma transformagdo linear de R™ em R™.
Quais sdo seu nicleo o e sua imagem?

10. Provar que liprojgull < lull, para todo vetor u. Quanto vale a igualdade?

2. APROXIMACAO POR PROJECOES

Suponhamos que um fisico disponha de um aparelho para medir experimen-
talmente o valor de uma constante, Esta constante pode ser uma resisténcia
elétrica, o peso especifico de uma substancia, a poténcia de um motor, etc. Ao
efetuar a medida ele encontrard um valor préximo do valor real, pois toda expe-
riéncia comporta uma imprecisio de medida. Feitas vdrias experiéncias, que ddo
em geral vdrios resultados distintos, ¢ comum a prética de “tirar a média” e chamar
o resultado assim obtido de valor da constante. Veremos a seguir como a nogao
de produto interno justifica este procedimento. Faremos depois outros métodos
de aproximagdo, sempre baseados no produto interno do R".

Suponhamos que se deseja determinar o valor de uma constante k, efetuando
experiéncias. Comecemos com O caso em que sdo feitas apenas duas experiéncias
que ddo os valores k; e k,. Se ndo houvesse imprecisdo nas medidas deverfamos
ter k; = k, = k, mas isto ndo ocorre. Qual seria entdo a methor aproximagio para k,
obtida a partir de k; e k,? Para isso tomemos o “vetor-experiéncia” E = (ky,ky)e
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seja u = (1, 1). Entdo ku = (k, k). E razodvel dizer que a melhor aproximagdo de k
¢ o ntimero real k’ tal que k'u seja a projecdo do vetor-experiéncia sobre o vetor u;
portanto:

" <(k1,k2), (la 1)> _ k1 +k2

I, piz - 2
# p
s/
7/
7/
s/
AU K)
/ \\
// \\
e {ky, ka)

Portanto a média aritmética dos valores k; e k, é a melhor aproximacdo de k.
No caso de efetuarmos n experiéncias em vez de duas, teremos:

Ez(kl,...’,kn)E]Rn,u=(1-, 1,...,1)6
_ <(kl,'--,kn)’(1,---,l)>_ k1+---+kn

K= I, ..., DI = n
Exemplos
1) Vetor-experiéncia E = (1,2, 1, 2), k' = 1—+—2:—1+—~2- =%—
2) Vetorexperiéncia E = (5, 6, 5,7, 6, 4),
K = S5+6+5+7+6+4 - 11 =55,

6 T2

Imaginemos agora uma experiéncia mais complexa, em que serdo medidas
simultaneamente duas constantes k e 2. As medidas obtidas pela experiéncia sdo
vetores do IR?:

(kl; Q1)9 (k2s Q2)s L) (kp, Qp)9
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resultantes de p medigGes. Queremos achar a partir destes valores a melhor aproxi-
magao para k e para £. Para isso formamos o vetor-experiéncia:

E= (kls k2s sy kp’ Ql, Q25 crey Qp)e ]:Rzp'
Consideramos agora os vetores:
uy=(1,1,...,1,0,0,...,0) ¢
u, =(0,0,...,0,1,1,...,1)
também pertencentes ao IR?P. Observe que <u,, u;> = 0.

Inspirados no primeiro caso que estudamos, poderemos dizer que as melhores
aproximagGes de k e £ sdo ntmeros k' e &' obtidos da seguinte maneira: projetamos
o vetor E sobre o sub-espago gerado por u, ¢ u, e tomamos as coordenadas da
projegdo em relagdo 4 base {u,, u,}. Conforme vimos no pardgrafo 1, teremos:

v <E,u> y o <Bu>
- <ug,u> C <ug, up>

pois u; e u, sdo ortogonais entre si. Segue dai que:

<(k1>"'7kp>21’-"’Qp)’(]-"-'s1309--'a0)>__kl+“'+kp

’= —_—
K IL1,...,1,0,... 0 P

= ¢, analogamente, que:

Novamente aparecem as médias aritméticas.
Exemplo — Sdo feitas 5 medidas das constantes k e £, com os seguintes
resultados:
k:7,8,6,6,8 e £ 11,10, 12, 10, 10
Entao E = (7, 8, 6, 6, 8, 11, 10, 12, 10, 10) e as melhores aproximacSes s3o:
_<Euwu> 7+8+6+6+8 _

K=ur = 5 7
x <E,wu> 114+10+12+10+10
U= = 5 =106

Observagdo: O vetor (k', £) € R* chama=e centréide dos vetores (ky, &),
.+, (kp, £p). A definigdo de centréide pode ser dada em geral: se uy, .. . , up 530

* p vetores de um espago vetorial V sobre IR, o centréide desses vetores é o vetor

1
?(ul + ...+up).



EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcular o centrdide dos vetores e representar geometricamente:
a) u;p = (1,2) e uy = (2, 1);
b) yy =1, D,uy =1, 2),ug=&, -1)e ug = (2, 2);
c)up =(1,2, 1), uy =(-1, -2,0) e uzg = (0, 0, —1);
Qoup=(1,234,56 ¢ uy=20©6543,21.

2. Seja u o centrdide dos vetores uy, uz, ..., Uy do R™. Calcular nos exemplos do exer-
cicio 1, a soma Iu —ugl? + ... + lu — upl?.

3. Enunciar rigorosamente e provar: um operador linear do R" preserva os centroides.

4, Tomemos trés vetores no ]R2, cujas extremidades formem um tridngulo. Qual é o ponto
do tridngulo que coincide com a extremidade do centrbide dos trés vetores?

3. AJUSTE DE CURVAS

Um problema bastante freqliente nas ciéncias experimentais € o seguinte:
sabe-se que um fendmeno é descrito por uma fungdo linear y = kx, mas o valor de
k é desconhecido. Para determinar k, atribuimos um valor x, 4 varidvel x obtendo
experimentalmente um valor y; para y. Repetese a experiéncia com valores
X3, ..., Xp de x e valores y,, ..., ¥p correspondentes de y. A partir destes dados
como obter a melhor aproximagio de k?

Para isso tomamos os vetores X = (X4, ..., Xp) e Y = (¥, ..., ¥n) do
IR". Se Y fosse proporcional a X, jd teriamos o valor de k. Mas isso ndo ocorre
devido 4 imprecisdo experimental. Queremos achar k' tal que k'X seja o mais
proximo possivel de Y. Para isso devemos exigir que o vetor Y —k'X tenha norma
minima,o que ocorre quando Y — k'X é ortogonal a X. Segue daf que a melhor
aproximacdo de k' é aquela dada por

<k'X -Y,X>=0.

Dessa igualdade se conclui que k' <X, X> — <Y, X> = 0. Logo:

K = <Y, X>
<X, X>
isto €,
x1¥1 + ...+ Xpyp
ToxEP 4L+ x2 ).

!
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Como
IKX —YIP = <k'’X - Y, k'X —Y>=(k'x; —y1)* +... +(k'xp — yn)?

e esta expressio é minima quando k' é dado por (1) acima, o método de aproxi-
magdo acima descrito chama-se método dos minimos quadrados.

Exemplo — Uma experiéncia forneceu os seguintes valores:

(xl’ YI)=(3: 6)=P _gﬂ
- - I R Y m”"
(2, ¥2) =(1,3) = Q !
(x3, ¥a3) = (5,9 =R EAN
(X4, ya) =4, 7) =S Pl
/i
! Vol
A reta que melhor se adapta a estes A
resultados no sentido dos minimos qua- Lol
drados é a reta y = k'x, onde

k’ = <(3’ 1, 59 4)> (6’ 3a 9: 7)> — ﬁ
13, 1, 5, 4P 51

Aretay = %% x é aquela que “passé mais perto” dos pontos P, Q, R e S, no
sentido de que a soma dos quadrados das distdncias medidas na vertical destes

pontos a esta reta é o menor possivel.

Suponhamos agora que z seja func¢do linear de duas varidveis x e y com
coeficientes desconhecidos £ e m, z = £ + my, e que foram feitas experiéncias
(no minimo duas) dando-se valores a x e a y ¢ medindo o valor correspondente
de z. Para fixar as idéias suponhamos feitas trés medi¢Ges dadas por:

zy = 0x; +my;, 2, =%, +my, e z3={x; +my,.

Este sistema de equagdes lineares nas incégnitas £ e m é em geral incompativel.
Devemos ent3o encontrar valores aproximados 2" e m' que fagam a expressdo da
direita aproximar-se o mais possivel do valor observado para z. Para isso consi-
deremos os vetores u = (X, X3, X3), V= (y1, Y2, ¥3) € W = (21, 25,23). Seja W o
sub-espago gerado por u e por v. Devemos escolher &' e m’ de modo que £'u +m'v
seja a projegdo ortogonal de z sobre W. Para isso devemos impor que

<fu+mv-w,u>=<u+mv-w,v>=0
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o que nos conduz ao sistema linear
<u, > + <v,u>m' = <w, u>
<u, v>2 + <y, v>m' = <w, v>
Este sistema poderd ser resolvido univocamente se u e v forem linearmente
independentes pois o seu determinamente vale
<u, u><v, v> — <u, v>? = llul2lvl? — <u, v>?

que é um ndimero real estritamente positivo, devido 4 desigualdade de Cauchy-
-Schwarz.

Exemplo — Seja a fungdo z = £x + my das varidveis x e y com coeficientes
desconhecidos £ ¢ m. Foram obtidos os seguintes resultados experimentais:

a) x=1 y= 1 z= 3
b)x =2 y = 1 z= 1
c)x =4 y= 0 z=-2.
Neste caso u = (1, 2,4) e v= (1, —1, 0) s3o linearmente independentes em R>.
Os valores aproximados £ ¢ m' sdo as solugBes do sistema
202 — m' =-3

£ +2m'= 2
N SR _ 43
dondefl—41 em—41.Portanto z——ﬁx+—4—1y.

Um caso particular desse problema é o seguinte: encontrar a equagio de
uma pardbola no plano xy, cujo eixo é paralelo ao eixo y e que melhor se ajuste
aos pontos P = (1, 2), Q = (4, 1), R = (-1, 0) e S = (2, 3). Neste caso a
equagdo da pardbola deve ser da forma y = 2x + mx?. Como ela deve passar

. préxima dos pontos P, Q, R e S, e m devem ser aproximados por valores £’ e

m' obtidos através do processo descrito acima. Teremos u = (1, 4, —1, 2), v=
=(,16,1,4)ew=(2,1,0, 3). O sistema linear é:

220+ 2m' =12
728" 4+ 274m’' = 30

donde:
12 7” 2 12
o= ‘30 274’ . l72 30'
2 72 22 72
)72 '274‘ |72 274]
340

Sugerimos ao leitor que represente em um sistema de coordenadas cartesianas os
pontos P, Q, R e S e a pardbola que foi calculada acima.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Determinar a reta em IR? de equacdo y = kx que melhor se adapte aos pontos P, Q, . . . nos
seguintes casos:
a) P=(6,9,Q=(,2);
D) P=1(,9,Q=(,2) ¢ R=(5, 8);
A P=@3,0,0=02,1) ¢ R=(1,2).

Representar as retas em um sistema de coordenadas cartesianas.

2. Suponhamos z = 2x + my e que foram obtidos experimentalmente os seguintes resultados:

Sex=1 e y =0, entdo z = 2;

Sex=0 e y=1, entio z = 3;
Sex=1 e y=1, entdo z = 2;
Sex=—-1 e y=1,entloz = 0.
Encontrar a fé6rmula aproximada para z.
3. Supde-se que z = 2X + my + nt ¢ uma fungdo linear de trés varidveis x, y e t. Os seguintes
resultados sdo obtidos experimentalmente:

x=0, y=0, t= 0->z= 1;

X“_':la y=0’ t= l—>Z=—1;
x=2, y=1, t= 0-»>z= 3
x=4, y=0, t=-3->z= 4,

Encontrar a férmula aproximada para z.

4. Encontrar um polindmio homogéneo do segundo grau cujo grafico se ajuste bem aos pontos
P=(,2,Q=0G,D,R=042eS =(2,0.

5. Repetir o problema anterior com os pontos P = (5, -1),Q = (6,2),R = (4,3) e
S=(2,-1.

6. Determinar um polindmio homogéneo de quarto grau cujo gréfico se ajuste aos pontos
(-2,2),(-1,D,(1,2)e(2,1).
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RESPOSTAS DE ALGUNS S e
: 4 {2, 1, -2} 3 1
- o - D
EXERCICIOS PROPOSTOS 3 LG e e ok s
o 12 Sim. 4. -3,1,0el.
13. No IR? considere U = {(x, x) | x e R}, V = 5. B= {(1 —_1) . (0,_2_)}
={(0,y) [yeR}eW={x0) | xR} 3 3
4w {2 -2h . 17. Considere os sub-espagos do exercicio 14. 1 0.3
12 PARTE 1 1 : 18. Tomeno R: U= {(x,0) [xeR}e V= 7. 1) DeBparaCé | -1 2 0
9110, -, 0, = f - R
2 2 ={0,y) |ye R} -1 3 1
Obs.: Os niimeros 1.1. 1, ¢) indicam capitulo 1, § 1, exer- 5. m # 2. 2 2%k -t=0 -2-9 6
cicio n® 1, item c. ' é
s =0 DeCparaBé [-1 -4 3
9 x=0,y=ge z=—\/T— 1 3 -2
4 L b){(__;__z’%’z) zem}_ 22. a) (0, 1, O)].
. 10.  Ndo. b [0, 1, 0, 0% (0, 0, 1, O)]. 2) -2,0el.
3. Para a = —2 ou a = 1 incompativel; para ~ : e = .
a# 1 eas —2, compativel determinado. 22 2 Néo. 311 1) Nio. 0-1
5 4 3. Nio. Sugestdo: Calcule 1 . (x, y). j 2) Sim. 8. 2) De B para Cé 110
5. a) {(—t, —2t, —5-t, t) te IR). : . 3) Nao. 0 0 1
3 3 5. Nao. E i .
| 4) Sim. 1t 0
d 2z, 3z, 2) iz € R} _ — ,
) {« ) } s i :: (, 2. 1) Nio, | De C para B é -1 0 0
3. 1L 1) 2A+B-— = - . I
2 )24 +B-3C A 2) Nio. Ao o0t
3 0 0 1 4 3) Na 1
0.
4 ? i1 0o L+ 0 -
16. 3 X = 0 3 [} e 3 7 4) Sim. 3 ; . ? ; .
= -3A — = - —— e = 0
s 2) X 3A - 2B +6C 2 2 7. Dm+0 ) 0 0 € 73 3
0 0 5 _2 _8 o .
Hm#S ;42 1 1) Sim;
_% 0 o 3) Nao. Hn+0 ou m= L ’ : %) Sim;
4 3.0 2688 +3% 1~ 13. = 9. a) Nio, 3) Sim;
Y= 0 -2 0 : N
3 2) Nio. b) Sim. 4) Nio.
0 0 % 3) Nio. © Néo. 2 li(;c;)y, 2)=(2x +5y — 22,3+ 2y, x + Ty +
36. 1. {(2,1,0,1); (0,0, 1,00} e dimW = 2, :
2 42 4 2)x=<£,—l>;y=(~i,1) ez:(_i,l) - 3. Sobre C nio ¢ linear.
— AB 9 9 3 i 2. 4.
6. t 21 . z 4 4. a) Sim;
L2 1 2.7. 1. a) Sim. 3. dim (U + W) =4 (Logo U+ W=R". )
b) Nio, dim (U n W) = 0. Daf U + W = {(0,0,0,0)} b) Sim.
x v 2 ¢) Nio. eféabasede UnW. 5. Nio pois (2, 3, 4) deveria ser igual a (2, 6, 12).
9. 0 x vy d) Sim. 5. Base Dimensio
0 0 x ¢) Sim. u: {(0, 1, 0); (0, 0, )} 2 8. F2, 4) = (8, 18);
v: {1,0,0%(0,2, 1} 2 < 5 4)
10 00 2. a) Nio. anl =, = J.
12. Nio. Tome A = ( ) eB= ( ) . Z)) S‘aD W: {(1, 1,0 (0,0, 2)} 2 771
00 1 0 m. . X
¢ Nio unv: 3 {©,2,n} 1 4.5, 1. a) Base do Nacleo: {(1, 0, 1); (-1, 1, 0)}; di-
-1 1 " V+W=R mensio do Nicleo: 2. Base da Imagem: {L};
1.8. 3. Aéinversiva e Al = . d) Sim. U+ V+W=R>. dimensdo da Imagem: 1.
1 i 3. a) Ndo pois ndo se verifica neihum dos itens da 010 00 1 00 0 c} Base do Nicleo: §; dimensdo do Nicleo: 0.
definigio; c) e d) Ndo pois ndo se verifica o 6 100l ) Base da Imagem:A{(l, 1,2,0;(-1,1,~1 ~1)
B é inversivel. altimo item da definigio de sub-espago para - . i 000 k0o 1 (-1, 1, 1, 0)}; dimensdo da Imagem: 3.
nenhum dos dois. 000f4-1 0 O 0-1 o0 d) Base do Nicleo: {1, t}; dimensdo do Nicleo: 2.
C ¢ inversivel e Base da Imagem: {t2}; dimensdo da Imagem: 1.
4. Todos sio. 10.  {(1,1,1,0);(1,1,2,1);(0,0,1,0);(0,0,0, 1) }. ) ,
—2 7 2 -1 e) Base do Nucleo: §; dimensio do Nucleo: 0.
-3 o3 3 s 7. R=UeVeR=VeW 1. a%0,a#1ea#-1L Im(E) = Mz(R).
cl= & . ; . . .
9 7 -2 2 -1 9. 1) {(2, 1, 0); (0, 0, 1)}. . \ 14. {Q,0,; (1, 1 +i,1 -0} 2. Fx,y,) =(2x +y, X ~ ¥, X + 2y).
2 2-2 1 Y {21, -2} 38, 1. 1)4,-5e3. 3. Fyzth=(-xt00.
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1
|
|
|
|

4.  Fixy2=(0,1y,2).

6. a) Ker(F) = {(0 0, 0)}. Logo F ¢ bijetor (inver-
sivel). F~ (x, v, z)=(x+ 3y + 142,y + 4z,2).

7. F(X,Y,l)=(x+y—%z,x,x+y+%z)é
inversivel e F7l(x, y, 2) = (y, 1 - (3x — 4y +
+z), %(z - x)).

10. F(xy, ..., Xp) = (Xp, X1, X2, ..., Xp_1) é
inversivel e F'l(xl, ey Xp) = (X, X3, 000,
Xns X3).

51 1. F+HXy)=xx+2)
F oG, y) =y, 2x + 2y);-
(Go(F +H) (X y) = (x + 2y, 2x + 2y).
2 (FoGkxy 7=
X + 22);
Ker(FoG) = {y(-2, 1, ) lyeR};

Im(G o F) = {x(1,0, 1) + y(3, 1, 1) Ixye
R}.

x+3y—-2z,x+y+az,

4. Se n é impar, F(x, y) = (v, x) ¢ F(x, y) =
= (x, y) se n é par.

5. @ +F +F)(x, y) = (22x + 21y, 35x + 36y)
ndo é isomorfismo pois Ker(l + F + F?) =
= {(x, -x) | xeR}.

11. ) A -Fx y,z,t) =Xy ~x, 2~y -2,
t —z — 2y — 3x) é isomorfismo pois
Ker(I - F) = {(0, 0, 0, 0)}.
12. 1) F2@) = i;
3) Gi@) = -z;
13. 1) e 2) Nenhuma das duas coisas;
3) 1dempotente;
4) Nilpotente.
4. 1) Flio y) = &, 2 + y);
2) (F - D, y) = (0, x).
19.  Para todo f(t) € Po(R), D™ (£(1)) = 0.

2 1 9
11 11 11
S @@= 6 1
11 11 11
1 1
1 1 0
2. 1) ; 2) 1 01];
0 0
1 -1
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1

32 1 -1 3y 4| 2

3
1 0 1 0
01 0 1
BB, 010
0 2 0 1
Logo o trago de (Flg é 4

6 -1
+20 —4)

8. F(x,y) = —(l3x +y, 86x — 3y).

5
2
10. M (2 0 ?)

2
) (—1 -1 T)

12. F(x, y) = (x, ¥), F(x, y) = (x, bx),
F(x,y)=(0,bx + y) e F(x, y) = (0, 0).

1 -1 0
14, ) = 0 3 o e G, y,2) =
-1 0 -3

=(x -y, 3y, —x — 32).
S.Apend. 1. (Fy + F2)(x,y,2) = 3x — 4y + 3z;
(2Fy + 3F3)(x,y,z) = 8x — 9y + 7z.

3. @ {1, 92, va}, onde 10, y, 1) = 5

v2(X, ¥, 2) = —-2x +%y'+%z c

(x, z)—x—i —iz'
¥alx, ¥, 2) = Y~ 3%

(V) {p1, 2, v3}, onde ¢;(a + bt + o) =
=n+c,w2(a+bt+ct2)=b e
p3(a + bt + ) =—c

4. {2,2, ).
7. @ Sim; (D) Sim.

10. Sim.
63. 1 1) k>9,

3 <f(:),|;(t)>=~i o= /515

28 23
Bg(n = /15 e If(D) + g = /m~

4, Sim.
1 a> 0.

9. <A,B>=1, 1Al = filBIl—led(AB)—
=vZ

‘10, <wv>=7, lul= J_ Il = /30, d(u, v) =

/33, BtV _
= > fu+ vi 5\/_(4343)
7

ms(u,v)—6ﬁ.

1
12, =

1 ¢ 2 1
14. 3) 4) .

0 1 1 1
15 a=2d

18. (D hul = V/15;
i 1Al = /10,

2
20. (O d(w, ¥) = V/Z; cos(u, v) = 4

@ll) d(A, B) = /2 e cos(A, B) =%

22. Se ¢j # &, cos(ej, ej)
se € = &
66. 1.1) m=1 ou m=6;
2) (0, %), ¥x€R;
3, 0).

D) n =/§—_1-;

7 e cos(ej, ej) =1

S S S 1
)'Uﬁziﬁsz J?N

»
T

{*\/I: JJ: ;(0,0,1_)}.

1 1
ez

=

2) {——t’+bt b|belR‘.

) [1,2\/§_t—\/§,\/s_(6t2—6t+1) .

w (435
111) 1 -2 3
12. S i = — —
[(2 2 (18 18 1s>]
_1 3- 32 3
13. g(t)—%—st+zt t°,

1.2.

7.3.

14,

19. 1) v

23,

27.

[

2)

. a)

b)
<)
d)

a)
b)
)
d)
€)
f)

=

a)

. a)

b)

1 1
_T(2, 2,-4) e vy = 3 a1,

-1 : Logg
v= 7 (18, 15, 16) + 7 (3,6, ~9).

5 -1
1 1 0
NN
0 0 1
L1y
NEEENGY
1;
1;
1
-1
1
-2;
—3;
2;
-8;
24.
A+ 2 b) @ - N2 -3 -1,
A=0 ou A=-2;
A=2 ou A= 21—21—3

PN =2 -0 -30-1) e pA) =
Sdo iguais.

Zero.

An=-5Ap=4An"= -23Ay= 1
A= -1, A3 =1A31= 3,App=-2¢
Az = L.

-3.

1 0 4 0
3. det — det ‘ +
0 2 0 2
4 0
+ 2. det =2
10

2 1 0 1 3 0

2.det] 0 2 1 —det] 0 2 1 ]+
1 1 4 1 1 4
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1 3 0 V 9. a) (¢ ® P)((x1, X2); (Y1, ¥2)) =

2_5.2.9 2 2 —4 -4
+(=3det| 2 1 0| =35 =2X1¥1 — 2X1¥2 + X2¥1 ~ X2¥2; : 3 @) alz,z,23) =2 — 72y + 323 ,
0 2 1 b) (4@ DKy X2k (71, ¥2)) = L, M=11 0 3
=2x1¥1 — 2X2¥1 + X1¥2 — X2¥2; X1 =21~ 52 - 523 0 1 2
: 3 -1 -1 _ ; = ' ; ;
76, 1. a) A”'= e X= ( ) . c) (p® ¥ — ¥ ®)((xy, X2); (¥1, ¥2)) ) Substituigio linear: { xg = 25 + 113 5. a) E diagonalizivel pois o valor préprio ~ 1 (duplo)
-2 1 2 = ~-3x1y2 + 3Xz¥1. 4 5 tem muitiplicidade geométrica 2;
) 10. (v ® W((X5, X2); (71, Y2, ¥3)) = ) X3 = z3 b) E diagonalizivel para todos os valores de m e,
-t 1 2 5 = 2x1yy + 3}‘2)’1 + 2X1y2 + 3X2y7 — 2X1y3 —~ 3 a2 10' 2 19 4 ¢) E diagonalizdvel pois hi 2 valores préprios
wAal=1, 2 -2 o0lex={1 — 3X3y3; ; 9 (21,22, 23) =2y - 102 — 3523, (duplos) 3 ¢ —3 com multiplicidade geomé-
4 trica 2;
1 3 -2 1 (¥ ® ) ((x1, X2, X3); (¥1, ¥2)) = _ 3 7 T ) i
2 = 2x(y; + 2Xay1 — 2Xay1 + 3X1yg + 3Xaya - Xy =2y — 2 - 523 ‘dy E dwgona.hz.av.lel pois o va:lg proprie 2 (triplo)
~ 3xay; : Substituicio linear: _ _ Lz tem multiplicidade geométrica 3.
) i i ubstitui¢do linear: Xy = 2 10 %3 :
1 121 Nioexiste ¢ @ Y+ Yy ® o _ 1.3, 6. Resolucdo: A éamatrizde um operador auto-adjunto
2 3 24 X3 = Z3 T em relagdo a base candnica do R, Pelo teor. 2 existe
0 1 0 _ 84. 1. PP.A.P=8 Logo A =~ B. 2 ac—b2\ , uma base ortonormal C do R" formada de valores pré-
o Al = 2 8 . 4. a(z4,22) = az; + a Z2 prios de T. Se P é a matriz de mudanga de B para C:
11 t -1 11 . Pl (T)y - P = (T)¢.ComoP~! = P!, poisas
0 0 = 2. a) b) . _, _b h : P
3 6 1 1 _1 1 X) =12y T2 bases sdo ortonormais, a resolucdo esta concluida.
0 o o 1 10 11 Substituigdo linear: §. =
Y . = P P_
4 Se P = ( ),Pt- ( ) .P= E (X2 = z3 15 1 8 Ap=—1- 12 + 14 4.14% -4 '
2 0 -1 ~t 1 3 : B\3.14P-3 12.14P+1
11 = (1 -1 2w b 1 e 12 4™t e
= . a) et =
| ® 11 7 BB\ 3¢ -3e 126+
;_ 2 -1 0 Z 23 PARTE
1 4. Em relagdo a base candnica 2 -1 0
4 2-1 0 LL 1, @) VZe (L VE-1);— VTe (=1, VT+ 1) L 1T 000
17. 1 3 2 -1 b) -1 e qualquer vetor ndo nulo; -b_ ?:—l: 000
5. P= , iwh 9 9 9
2. SedimV=n, detH= . o 1/ 2 c) Ndo hé valores proprios reais. g g I(Z) ; (1);
. . . | !
3. detF =0 ou detF =1. 2. : 2.2) 2e(L,0,0;3e(51,1);-1e(l,3,-3); o 0 W_0_2
. 85. 1. No IR*: ax;y; + bxpy; + bxlyz + €X2¥2. b) 0 (duplo) e (1,0, 0) ¢ (0, 1, 0); 2 ¢ (0, 0, 1);
4. detF =6 e detF” =36. No R3:ax,y; + bX,yp + cXyy3 + bxay; + T 0 0 o
3. 3(triplo) e (1,0,0,0)¢e(0, 0,0, 1); " i
. + dx + ex + ex + ex + fX3ya. s g H
‘ 83. S Sdo formas bilineares: a), b), c), d) e h). 232 2¥3 31 1 3¥3 4e(0,0,1,0). 0. _ -l _0__(1_0_‘
“ 1o 2. R%:ax,y; — aXay;. g g :(2) ;. (1)=
6. a) Matriz de £(u, ¥) = Xy  ¥1: ( ) . R’: axyy; — axXzy; + bx1ys ~ bxay; + 4. prW =Q1 ~ 00 - ... g~ 0. o o |0 0 2n
: o 0 + CXay3 — CX3y2. Os valores proprios de T sd0 Ay, Az, ..., Ap. Bt
0 1
| b) Matriz de f(u, v) = X1 + y2: (0 0>~ 1 5. a) 12—3t+1;i(3:\/§); 1 0 000
86. 1. &) £((x1, X2, X3); (1, ¥2, ¥3) = 5 (Zxayy + 2 0 =N oo0o
! . 11 b) P —4; £ 0o o0 Zioo
" ¢) Matriz de f(u, v) = x5 » (y; + ¥2): 0 o/ + 2Xo¥2 + 2X3¥3 — 2Xyy2 — 2Xa¥) + 4Xyy3 + O -4 le 0 P— @ o
+4 - - . s
| (0 O) X3Y1 — X2¥3 — X3¥2) QP4 s, 0 0 00
; d) Matsiz de f(u, v) = 0: . ©) £((x1, X2, X3); (¥1, ¥2,¥3)) = X1¥2 + X2y1 + 3 :
0 0 6. W =¢-2°0~-3);2uploye3. L fEmTon
‘ + X1¥3 + X3y + Xay3 + X3y2. Pa v 2.0 fj2 1 070
‘ 7. 1 (duplo); no hi. 0 2 te
‘ 01 L1 2 0.0 20
‘ h) Matriz de f(u, v) = Xy; ~ X3y;: N - 0 1 1 8. pPA() = (ay — t)(agz — 1) ... (apy ~ ). 0 0 010
-1 0
2.8 |-1 1 —% g l1 o1 1 -4
12, 1.a) M= ; b) Nio existe. Y = _ o
3 -3 19 3 2 1 1 1 0 ) 3 3 3 a) plj(t) -ty
7. a) ) . -3 b) dim V(i) = 1
’ 3 +1 33 21 1 -1 -13 -7
2
| 8 a) b=c; 87. 1 a) q(y1, ¥v2) =v¥; . M= 2 1 -37 1 9. (‘; (‘) (f %
| Y -
f ba=d=0 ¢ b= ¢ © Ay, y2) =y, A o o o 3 ._§ o 0 0
| o) ad = be. ©) a(y1, ya) =4y7 - 4y}, 0 0 1 s 000 0
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3.2,

4.1.
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. a) Hipérbole

b) Hipérbole
¢) Duas retas

3 % .
. a) 5 -3 = 1 (hipérbole)

. a) Elipséide

d) x% + 22% = 1: superficie cilindrica de

diretriz eliptica

. b)A = —1: pardbola

A < —1: hipérbole

> -1 A= %:umponto
A >%: vazio
A <%z elipse
.2 Lo =%<t’ ~3t+2,Li=-2 42 L= 51
=12 _
= 2(! t).

. a) =L, +4t3;

b) 2 +t+1=Lo+ 3Ly % 7Ly,
© 1=Lg+L; +L,.

Lo= o (t - D(t = Dt - Dt - 4,
Ly =~ £t - D - D - 4,

Ly = %t(t -t -3¢t -4),

5.2.
Ly=— -Lt(t - D — 2t - 4
3 5 ; ,
1 .
Ly = oot - Dt - 2(t = 3);
B o t+l1=Lo+Ly+19L; +
+97L3 + 30114
3¢~ 208 42—t 4+ 5=5Lg + 6L, +
+39L; + 200L3 + 657L,.
10 19 5.3.

. 373"
3 1 31
‘a)( ); b)( ).
o1 1 3

. a) {2% DB

b) {1,(~2)"};
9 {0+ V3% a-VH;

s Y

w=arx<%(1+i\/ﬁ));

bhad

-

-

N

e) {(s/g)neosnw,(\/?)naennw}onde
y=aig(l + 2i);

f) {3, a3"};

9 {3, o 2}

W {1, 1"
{1, 2", 3"}
{1, -D", 2%, 37},
5=14141+14+1=141+1+2=
=1+142+41=1424+1+1=24+1+

+1+1=2+2+1=2+14+2=1+2+2.

m=r @+ V5 S50 = V5" onde

¢ e d sdo as solugSes do sistema linear
A+V8e+U -/BHd=2e( +/5% +

+1-VHU=8s

. a) —2sent;

c) l3en;

) 1362t _5;

) etz(8t3 +4t% 3 14t + 1);
i) -t + 22 + 7t + 10.

. a) w cos wt;

0 (-w?+ w}) sen wt;
e) (—u;2 + ma) sen wt.

. 2) —wsenwt;

d) 0.

-2 D’ _D? 45D -3p_1

@) 5D - 19D% + 13D - 3.

Fungdes constantes; polinémios de graun — 1.

Sim.
4e2t
t+ 3.

Polinémios da forma at + (5 ~ 2a).

.a) '=0;

[9] t(n)=0;

e) f -3 +f=0;

9 " +w=0;

i) f'=f

a) D?;

g p®, p@-D,  Lp.y,
e D+ 1

. a) f constante;

c) ket;
@) ke,

5.4.

5.5.

5.6.

il

5. ¢) acost +8sent, o, R;
d) t+acost+gsent.
6. ¢} et(a cost+fsent),a,fER;
d) e‘mt—2etsent.
L a) act+pge2t;
€] acos 2t + §sen 2t; .
e) ac?t +8 e‘lat;
2 acl+ptet.
2. a) 2(sen/2t + cos /2 1);
b) e’/2t + 2te3/n;
o) —e*t 4 get.
4. a) " +8f +16£=0;
b) £ - 9f=0;
©) " —4f +20f=0,
t 1
5. e (2 cos 5t + 5 sen 51).
1. a) ae"+ﬂe'3t;
o a+pety 7et;
€) a+ ﬂeZt + 'yte“ + Gtze";
B) aest+ ﬂte“;

i) asenwt + 8 cos wt.

2. a L i 2t
) 3 5 ¢
XM = o

R T TP
2 "2 ¢
6. b) (1 + t2)et
qty = | 1~ e¥ 4 3pe2t
X = o

~ 1+ e _ et

6.1.

6.2.

6.3.

>

© @

—

. a) §;

<) 3;
e) 26.

8
a) ﬁ(«t, 0,0, 1);
b) u;

o a1,

. a) %ul + uz + 2u3.

x, ¥, 0).
gl e lgl.

B G,

b) (2, 1)
) (0, 0, 0);

d) %(1, 1,1,1,1, 1)

. a) 1;

o 12.

a) k:%;.
=353

B k=37

c)k=%.
4 5
I'= 3> m =3
ro 3
“530m
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INDICE REMISSIVO

Adicdo de matrizes, 18
Angulo de vetores, 163
Aplicagdo, 102

Aplicagdo bijetora, 104
Aplicagdo injetora, 103
Aplicagdo inversa, 104, 115
Aplicagio sobrejetora, 103
Assinatura, 244
Automorfismo, 114
Autovalor, 246
Autovetor, 246

Base, 76

Base candnica, 77
Base dual, 150

Base ordenada, 89
Base ortonormal, 174

Centroéide, 337

Cofator, 210

Combinagdo linear, 57

Complemento ortogonal, 175
Conjunto linearmente dependente, 68
Conjunto linearmente independente, 67
Conjunto solugdo, 8

Conjunto. ortonormal, 172
Contra-dominio, 102

Coordenadas de um vetor, 90
Cramer (regra de), 214

Derivada, 105

Desigualdade de Bessel, 186
Desigualdade de Cauchy-Schwarz, 161
Desigualdade de Lagrange, 162
Desigualdade triangular, 162
Determinante (de matriz), 200
Determinante (de operador linear), 217
Determinante de Vandermonde, 216

Dimensido de um espago vetorial, 78
Disco no plano complexo, 270
Distincia, 163

Dominio, 102

Equacio caracteristica, 324
Equacdo diferencial linear, 319
Equagdo linear, 2

Espago dual, 149

Espago euclidiano, 159
Espago hermitiano, 196
Espago solugdo, 55

Espaco vetorial, 44

Espago vetorial finitamente gerado, 59

Espectro de uma matriz, 270

Fibonacci (seqiiéncia de), 308
Forma bilinear, 221

Forma bilinear anti-simétrica, 230
Forma bilinear simétrica, 228
Forma candnica de Jordan, 272
Forma linear, 149

Forma quadratica, 232

Funcional linear, 149

Gauss (processo de), 235

Homotetia, 109

Identidade de polarizagdo, 166 (ex. 11)
Igualdade de Parceval, 186

Imagem, 103

Isometria, 177

Isomorfismo, 114

Lagrange (polindmios de), 299
Lei de inércia, 243
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