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Prefacio

Foram muitas as criticas e sugestes recebidas de professores dos mais dife-
rentes pontos do pafs ao livro Cilculo Numérico, 1% edigdo.

Seu uso em sala de aula salientou suas qualidades didaticas excepcionais, es-
truturagdo dos capitulos adequada e suficiente niimero de atividades para os estu-
dantes. Fez-se sentir, no entanto, a necessidade de introduzir dois novos cap itulos:

® Ajuste de Curvase
e Equacdes Diferenciais Ordindrias.

Além da inclusdo destes novos topicos, foi feita uma revisdo minuciosa em to-
do o texto, tornando-o ainda mais claro ¢ detalhando algumas ilustragdes.

E um texto introdutério de Calculo Numérico, cujos pré-requisitos so um se-
mestre de Calculo, em que o aluno deve ter aprendido derivagdo e integragdo, e um
semestre de uma disciplina introdutoria de Algebra Linear. Nio ¢ essencial, porém €
desejavel, que os alunos possuam conhecimentos bésicos de uma linguagem de pro-
gramagdo de computador.

O material contido no livro foi testado em cursos semestrais, para alunos do
ciclo basico dos cursos de Engenharia, Estatfstica, Fisica, Quimica, Ciéncia da Com-
putagio, Geologia e Matematica. Certamente o professor que dispuser de uma carga
hordria reduzida fard uma sele¢do de topicos visando adequar o contelido ao tempo
disponivel.

Cada capftulo apresenta um nimero razodvel de exemplos, muitos exercicios,
alguns dos quais com respostas nas paginas finais do livro, implementagdo em micro-
computador de alguns métodos e um exemplo de aplicagio em que um problema
real ¢ resolvido passo a passo, utilizando-se o conteiido do capitulo. Os resultados
finais sdo analisados, propiciando ao aluno, além de uma aplicagdo pritica dos mé-
todos ensinados, um roteiro que deve ser seguido ao se resolver um problema real,

Os programas foram implementados e testados em microcomputador nacional
QUARTZIL QI-800, do Departamento de Ciéncia da Computagdo da UFMG. Alin-
guagem utilizada foi o FORTRAN ANS do software basico da maioria dos compu-

XI



tadores. Além disso, foi usado na programagdo apenas um subconjunto basico de
comandos para que um maior niimero de pessoas possa entendé-lo e utilizalo.

O texto presta-se também a um curso que utilize, como instrumento de calcu-
lo, uma minicalculadora, programavel ou néo.

Queremos registrar aqui os nossos agradecimentos aos colegas Carlos Alberto
Gongalves, Elias Antonio Jorge e Pedro Américo de Almeida Magalhdes, professores
do DCC/ICEx/UFMG, que utilizaram a versdo preliminar deste trabalho, apresen-
tando valiosas sugestdes; ao Departamento de Ciéncia da Computagdo da UFMG
que nos propiciou o clima adequado 4 execugdo deste projeto e, em particular, aos
professores Ivan Moura Campos ¢ Roberto da Silva Bigonha, nossos incentivadores;
#0§ monitores Ana Maria de Paula, Paulo Vicente da Silva Guimardes ¢ Pedro Fer-
fandes Tavares, excelentes auxiliares na parte de testes computacionais e resolugao
de exercicios; a Mariza Soares de Almeida e Ruth Maria Ledo Mendes que datilogra-
faram os originais; aos nossos alunos de Calculo Numérico do ICEx com os quais
testamos a versdo preliminar.

Esperamos que o livro possa ser 1itil a professores e alunos e quaisquer suges-
t0es que visem o aprimoramento deste trabalho em edigBes vindouras serdo bem
aceitas.

Os autores

Xl

Capitulo

Erros

1.1. INTRODUCAO

A obtengdo de uma solugdo numérica para um problema fisico por meio
da aplicagio de métodos numéricos nem sempre fornece valores que se encaixam
dentro de limites razodveis. Esta afirmagdo ¢ verdadeira mesmo quando se aplica
um método adequado e os cdlculos sdo efetuados de uma maneira correta.

Esta diferenga é chamada de erro e ¢ inerente ao processo, ndo podendo,
em muitos dos casos, ser evitada.

Este capitulo foi escrito com o objetivo de fornecer ao usudrio de métodos
numéricos nogdes sobre as fontes de erros, para que ele possa saber como contro-
ld-los ou, idealmente, evitd-los.

Para facilitar a apresentagdo das fontes de erros, o processo de solugdo de
um problema fisico, por meio da aplicagdo de métodos numéricos, ¢ represen-
tado abaixo de uma forma geral.

PROBLEMA | MODELAGEM [ moppro | RESOLUCAO |
FISICO MATEMATICO

SOLUCAQ




2 CALCULO NUMERICO

Duas fases podem ser identificadas no diagrama da p4gina anterior:

a) MODELAGEM - é a fase de obten¢do de um modelo matemdtico que
descreve o comportamento do sistema fisico em questio.

b) RESOLUCAO — ¢ a fase de obtengdo da solugdo do modelo matemdtico
ntravés da aplicagdo de métodos numéricos.

1.2. ERROS NA FASE DE MODELAGEM

Ao se tentar representar um fendmeno do mundo fisico por meio de um
modelo matemdtico, raramente se tem uma descrigio correta deste fen6meno.
Normalmente, sdo necessdrias vdrias simplificagdes do mundo fisico para que se
tenha um modelo matemético com o qual se possa trabalhar.

Pode-se observar estas simplificagBes nas Leis de Mecdnica que sio ensi-
nadas no 29 grau.

Exemplo 1.1

Para o estudo do movimento de um corpo sujeito a uma aceleragdo constante,
tem-se a seguinte equagdo:
1
d = dy + vet +~2— at? (1.1)
onde:

d — distincia percorrida
do — distancia inicial

Vo — velocidade inicial

t — tempo

a — aceleragdo

Supondo-se que um engenheiro queira determinar a altura de um edificio
¢ que para isso disponha apenas de uma bolinha de metal, um cronémetro ¢ a
férmula acima, ele sobe entdo ao topo do edificio ¢ mede o tempo que a bolinha
gasta para tocar o solo, ou seja, 3 segundos.

Levando este valor d equagdo (1.1), obtém-se:
; 1
a'=0+0'3-|~—2—'9,8'32
d =44, m

Este resultado é confidvel?

E bem provével que ndo, pois no modelo matemdtico ndo foram consideradas
outras forgas como, por exemplo, a resisténcia do ar, a velocidade do vento etc.

Emos 3

Além destas, existe um outro fator que tem muita influéncia: a precisdo da leitura
do crondmetro, pois para uma pequena variagdo no tempo medido existe uma gran-
de variagio na altura do edificio. Se o tempo medido fosse 3,5 segundos ao invés de
3 segundos, a altura do edificio seria de 60 metros. Em outras palavras, para uma
variagio de 16,7% no valor lido no crondmetro, a altura calculada apresenta uma va-
riagdo de 36%.

Com este exemplo pode-se notar a grande influéncia que 0 modelo matemati-
co e a precisdo dos dados obtidos exercem sobre a confiabilidade da resposta conse-

guida.

Ser4 visto, a seguir, um outro exemplo para melhor mostrar essa influéncia.

Exemplo 1.2

A variagdo no comprimento de uma barra de metal sujeita a uma certa varia-
¢do de temperatura é dada pela seguinte formula:

= & (at + fr*) (1.2)
onde:
AQ  — variagdo do comprimento
Lo — comprimento inicial
t — temperatura
aef — constantes especificas para cada metal

Supondo-se que um fisico queira determinar a variagdo no compnmento de
uma barra de metal quando sujeita a uma variagdo de temperatura de 10°C ¢ sa-
bendo-se que

9.0 =1m
g : 8’88{%323 } obtidos experimentalmente

basta que se substituam estes valores na equagdio (1.2), ou seja:

AR =1 + (0,001253 + 10 + 0,000068 + 10%)
Af = 0,019330

Entretanto, como os valores de ae 3 foram obtidos experimentalmente com a
precisgo da ordem de 107%, tem-se que:

0,001252 <o < 0001254 e
0,000067 < g < 0,000069
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entdo:

AR > 1 + (0,001252 * 10 + 0,000067 * 10?)
AR <1 + (0,001254 * 10 + 0,000069 - 10%)
logo:

0,019220 < AR < 0,019440

ou, ainda,

AR =0,0193+ 107

Como se pode notar, uma imprecisdo na sexta casa decimal de cce 8 implicou
uma imprecisfo na quarta casa decimal de AR.

Dependendo do instrumento que o fisico utilize para medir a variagdo do
comprimento, esta imprecisdo ndo serd notada e, para ele, o resultado serd exato.

Deve-se ter sempre em mente que a precisio do resultado obtido ndo é s6
fun¢do do modelo matemitico adotado, mas também da precisfo dos dados de en-
trada.

1.3. ERROS NA FASE DE RESOLUCAO

Para a resolug@o de modelos matemdticos, muitas vezes torna-se necessiria a
utilizagfio de instrumentos de cdlculo que necessitam, para seu funcionamento, que
sejam feitas certas aproximagdes. Tais aproximagdes podem gerar erros que serdo
apresentados a seguir, ap6s uma pequena revisdo sobre mudanga de base.

1.3.1. Conversdo de Bases

- Um niimero na base 2 pode ser escrito como:

am2™ ¥ .. 462 +a24a02% + 227V 42,270 4L 42"

ou ainda,

Erros 5

onde:

4 —§60oul
n”, m — numeros inteiros, comn < Qem = 0

Para mudar de base 2 para base 10, basta multiplicar o digito bindrio por uma
poténcia de 2 adequada.

Exemplo 1.3

1011, =122 4022 +1 21+ «20
=8+0+2+1
:1110

Exemplo 1.4

101, =1+2"40+:2041 .21
=24+0+05
:23510

Exemplo 1.5

1101, =1+2' +1 2+ 2t +1+272
=2+1+025
= 3,259

Para converter um nimero da base 10 para a base 2, tem-se que aplicar um
Pprocesso para a parte inteira € um outro para a parte fraciondria.

Para transformar um nimero inteiro na base 10 para base 2 utiliza-se 0 méto-
do das divises sucessivas, que consiste em dividir o nimero por 2, a seguir divide-se
por 2 o quociente encontrado ¢ assim o processo é repetido até que o 1iltimo quo-
ciente seja igual a 1. O nimero bindrio serd, entdo, formado pela concatenagdo do
ultimo quociente com os restos das divisGes lidos em sentido inverso ao que foram
obtidos, ou seja,

N o2
1 qy |2_,
ra qz ‘2_
T3 43. _ _
= Qn—1|2_
tn-1 |
Nll} i 1]"”_1...?31'2?"1
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Exemplo 1.6
18 |2
e 9 |2
12
0o 2 |2

Exemplo 1.7

2

1 5 |2
1 2 2

0o 1
115 = 1011,

Para transformar um nimero fraciondrio na base 10 para basc 2, utiliza-se o
método das multiplicagGes sucessivas, que consiste em:

a) multiplicar o nimero fraciondrio por 2;

b) deste resultado, a parte inteira serd o primeiro digito do nﬁmerfJ na bfise 2
e a parte fraciondria é novamente multiplicada por 2. O processo é repetido até que
a parte fraciondria do dltimo produto seja igual a zero.

Exemplo 1.8
0,1875 0,375 0,75 0,50
X2 x2 %2 x2
0,3750 0,750 1,50 1,00

0,1875,, = 0,0011,

Exemplo 1.9

0,6 0,2 04 0,8 0,6

x 2 X2 X2 X2 X2 ... os produtos estdo co-
7 04 0,38 1,6 1,2 mecando a se repetir

0,60 = 0,1001 ...,

Emos 7

Exemplo 1.10
13,2510 = 1310 + 0,2510
13 ] Zy 0,25 0,50
1 6 |2 x2 x2
0o 3 |2 0,50 1,00
1 1
1310 = 11012 0,2510 = 0,012

13,25, = 1101, + 0,01, = 1101,01,

1.3.2. Erros de Arredondamento

Um niimero é representado, internamente, na mdquina de calcular ou no com-
putador digital através de uma seqiiéncia de impulsos elétricos que indicam dois es-
tados: 0 ou 1, ou seja, os niimeros sdo representados na base 2 ou bin4ria.

De uma maneira geral, um niimero x é representado na base 3 por:

-+ & & % ], exp
x = t ot ot = 4
B BB B
onde:
d; — sdo nimeros inteiros contidos no intervalo
0<d;<B-1;i=12,..,¢t
exp — representa o expoente de ﬁ e assume valores entre

I<exp<S§

I, § — limite inferior e limite superior, respectivamente, para a varia¢do do expoente

d
[El +%25 %3{4' e +-§‘}—:l ¢ chamada de mantissa e ¢ a parte do nimero que re-

presenta seus digitos significativos e ¢ é o nimero de digitos significativos do siste-
ma de representag@o, comumente chamado de precisio da méquina.

Exemplo 1.11

No sistema de base § = 10, tem-se:
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3 4 5
0,345 = (E+E)-1—+l—03) » 10°

3,1 .4 .15
31,415, = 031415° 102 = —+ —+ —+ —+ — | + 10?
0 (10 102 10% 10 105)

Os ntimeros assim representados esto normalizados, isto ¢, a mantissa é um
valorentre O e 1.

Exemplo 1.12

No sistema bindrio, tem-se:

_ s (1,0 1Y,
S = 101, = 0,101 * 2% = (7+?+~2—-3-) vk

410 = 1002 =0,1 * 23 = . 23

o

Exemplo 1.13

Numa méquina de calcular cujo sistema de representagdo utilizado tenha
=2t =10I=—15e8 = 15, o nitmero 25 na base decimal €, assim repre-
sentado:

251 = 11001, = 0,11001 - 2% =0,11001 + 2!

1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
(?*?*?*?* ot gt Et '2_10)'2101

ou, de uma forma mais compacta:

1100100000 101

——— MANTISSA —} EXPOENTE A

Cada digito é chamado de bit, portanto, nesta maquina sdo utilizados 10 bits pa-
ra a mantissa, 4 bits para o expoente ¢ mais um bit para o sinal da mantissa (se
bit = O positivo, se bit= 1 negativo) e um bit para o sinal do expoente, resultando,
no total, 16 bits, que sdo assim representados:

Frros 9

25,0 = [0f1]1]o|o[1[o|o]o]oo]o]o]1]0]1
L LvALOR DA MaNTISSA] | [ VALOR DO

EXPOENTE

SINAL DA MANTISSA
SINAL DO EXPOENTE

Exemplo 1.14

Utilizando a mesma médquina do exemplo anterior, a representacdo de 3,59
seria dada por:

35,0 =0,111 « 21

lo[1]1]1To[oJolo[olo o]0l 0]o]1]0]

Exemplo 1.15

Ainda utilizando a mesma mdquina do exemplo 1.13, o n(mero — 7,125
seria assim representado:

- 7,125, = —0,111001 + 21

[t]1[1[1]ofo] 1 o]o]o]ofo]o]o[iT1]

O maior valor representado por esta mdquina descrita no exemplo 1.13 seria:

lla[sfafaf [ aafof af 1] a]4]

que, na base decimal, tem o seguinte valor:
01111111111 + 211 = 32736,
E o menor valor seria:

—0,1111111111 « 2" = _ 32736,

Logo, os nimeros que podem ser representados nesta mdquina estariam conti-
dos no intervalo [— 32736 ; 32736].
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Nesta maquina, ainda, o valor zero seria representado por:

foeJo]o[o]e[o[o[o]e[oJof o[ o[ 0[]

O préximo niimero positivo representado seria:
[o[To[o[oToo[o[efo[o] [ x]1]1]

0,1 *+ 27% = 0,000015259

O subseqiiente seria:
[o[:Tolo[oJo[o[o[ofo] ] f 1] 1] 1] ]

0,1000000001 + 27! = 0,000015289

Através desses exemplos pode-se concluir que o conjunto dos niimeros repre
gentdveis neste sistema é um subconjunto dos nimeros reais, deniro do interval
mostrade anteriormente.

O nimero de elementos deste conjunto é dado pela férmula:

2 -D(S—T+ 1)1 +1
ou seja:
2:@2-1) - (5-(=15) + 1) - 2071+ 1 = 31745
Estes nameros ndo estdo igualmente espagados dentro do intervalo.

Ao se tentar representar nimeros reais por meio deste sistema, certament
se incorre nos chamados erros de arredondamento, pois nem todos os nimeros rea
tém representagdo no sistema.

Exemplo 1.16
Qual seria a representagdo de 0,00001527 5 ?

Ti foi visto anteriormente que os nimeros 0,000015259¢ € 0,000015289,
sdo representdveis, mas que nao existe entre os dois nenhum outro nimero represe!
tivel, logo o niimero 0,00001527 serd representado como o mimero 0,00001525!
pois é o valor que tem representac@o bindria mais préxima do valor bindrio «
0,00001527.

Um outro problema que pode surgir ao se representar valores decimais !
forma bindria estd ligado ao fato de ndo haver tal representagdo finita.

Erros 11

Exemplo 1.17
0,1, = 0,000110011001100. . .,

O valor decimal 0,1 tem como representagdo bindria um ntimero com infini-
tos digitos, logo, ao se representar 0,11y nesta mdquina comete-se um erro, pois:

ﬂl 1]0|0| 1{ 1} 0]o| 1|1i1”0|0]1]1| = 0,0999764,

Pode ser mostrade que uma fragdo racional na base 10 pode ser escrita, exata-
mente, com um nimero finito de digitos bindrios somente se puder ser escrita como
0 quociente de dois inteiros r/s, onde s = 2V para um inteiro N. Infelizmente ape-
nas uma pequena parte das fra¢Ses racionais satisfaz esta condigdo. ,

Como ilustragdo, sdo apresentados abaixo os sistemas de representagio de
algumas maquinas.

Méquina g | ¢ I s
Burroughs 5500
Burroughs 6700 ; g ig : g; z;
Hewlett-Packard 45 10 10 98{ 100
i : =
pg:i 1SR 5X 10 12 | —-98| 100
g%
IBM/ 3':_"0 16 14 | —64] 63
Quartzil QI 800 2 24 |- 127] 127

. Um- pardmetro que € muito utilizado para se avaliar a precisio de um deter-
minado sistema de representagdo ¢ o nimero de casas decimais exatas da mantissa e
est::: val.or ¢é dado pelo valor decimal do ultimo bit da mantissa, ou seja, o bit de
maior significdncia. Logo:

PRECISAO < %—,
Exemplo 1.18

Numa médquina com § = 2 e ¢ = 10, a precisdo da mantissa é da ordem de

] .
210 = 107", Logo, o mimero de digitos significativos & 3.

k-, P:fradconclmr este i'tem sobre erros de arredondamento, deve-se ressaltar a im-
portancia de se saber o nlimero de digitos significativos do sistema de representagdo

da médquina t ili . A
i t(ildo, que estd sendo utilizada para que se tenha nogdo da precisio do resulta-
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Exemplo 1.19

Programa para determinag@o da precisio de uma mdquina.

C PROGRAMA EPSTLON

[

1 OBJETIVO =

(% DETERMINAR A PRECISA0 DA MAQUINA

C
REAL EPS,EPST .

C A VARTAVEL EFG IRAT CONTER A FRECISAO DA MAQUINA
EPS = 1.0

10 CONTIHNUE

EPG = EPS / 2.0
EPSY = EPS 4+ 1.0
IF (EFS1.6T.1.0) GO T0O 10
WRITE (6,200 EFS '

20 FORMATC? A MAQUINA ACHA GUE 7,E13.5,7 VALE ZERO™)
call EXIT
END

O programa foi testado no Quartzil (QI 800) e obteve a seguinte resposta:

f MAGUINA ACHA QUE LRPHB02E-07 VALE ZERO

Logo, o nimero de digitos significativos da Quartzil & sete.

1.3.3. Erros de Truncamento

Sdo erros provenientes da utilizagdo de processos que deveriam ser infinitos
ou muito grandes para a determinag@o de um valor e que, por razdes préticas, sGo

truncados.

Estes processos infinitos s@o muito utilizados na avaliagdo de fungOes mate-
mdticas, tais como, exponenciago, logaritmos, fungdes trigonométricas e varias
outras que uma mdquina pode ter.

Exemplo 1.20
Uma méquina poderia calcular a fungdo SENO (x) através do seguinte trecho

de programa:

Fmos 13
Este trecho de programa gera a seguinte série:
b
SENO=x—§— s s L ¥

Para que ao final do trecho do programa se tenha na varidvel SENO o valor de
sen (x), o valor ¥ no comando DO deve ser bem grande, o que tornaria o cdlculo
ineficiente.

A solugdo adotada é a de interromper os cdlculos quando uma determinada
precisdo ¢ atingida.

‘ ‘De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode ser di-
minuido até chegar a ficar da ordem do erro de arredondamento; a partir deste
ponto, nio faz sentido diminuir-se mais, pois o erro de arredondamento serd domi-
nante.

Seguindo este raciocinio, o programa anterior deve ser transformado para:

I = 3
FACT = -
SENDO = ¥
SINAL= -
CONT INUE
FACT = FACT®I®(I-1)
SINAL = -SINAL
TERMO = SINAL®(X®x%X)/FACT
SENQ = SENO+TERHMO
I = I+2 .
IF(TERMO.GT.PREMAN) GO TO &

(]

onde PREMAN ¢ o valor da precisao da mantissa,

Ao longo deste livro serdo vistas mais situa¢Ses onde aparecem erros de trun-
camento e como & possivel controld-los.

FACT = 1
SENO = X
SINAL=
DO 10 I = 3» N, &
FACT = FACT=I®*(I-1)
SINAL = -SINAL
TERMO = SINAL®(X%xI)/FACT

SENO = SENO+TERMO
10 CONTINUE

1.3.4. Propagacgido de Erros

. Serd mostrado abaixo, através de um exemplo, como o0s erros descritos an-
teriormente podem influenciar o desenvolvimento de um célculo.

Exemplo 1.21

Supondo-se que as operages abaixo sejam processadas em uma mdquina com
4 digitos significativos e fazendo-se

x; = 0,3491 + 10*
x; = 0,2345 - 10°
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tem-se: ' — 1,0000x, — 10.000,000 (0,1667) = — 1.667,0000
xy = 0,0000
(xy + x;) - x;= (0,2345 + 10° + 0,3491 - 10%) — 0,3491 - 10%

=03491 + 10% — 03491 + 10° Este valor encontrado para x; é fungio da diferenga de ordem de grandeza

dos coeficientes de x; e x, na 12 equagfo.

= 0,0000
Se a ordem das equagdes é invertida, tem-se:
Xy + ey —x;) = 02345 -10° + (03491 + 10% — 0,3491 - 10%) {1,0000x1 + 4,0000x, = 1,0000
= 0,2345 + 0,0000 0,0030x; + 30,0000x;, =5,0010

= 0,2345 ;
multiplicando-se a 13 equagdo por — 0,0030, vem:

{-0,00303:1 — 0,0120x, = — 0,0030

Os dois resultados sdo diferentes, quando nfio deveriam ser, pois a adigio € 0,0030x, + 30,0000x, = 5,0010

uma operagdo distributiva. A causa desta diferenga foi um arredondamento feito na

adigdo (x, + x;), cujo resultado tem 8 digitos. Como a mdquina s6 armazena 4 di- somando-se a 12com a 28 equagdo:
gitos, os menos significativos foram desprezados. 29,9880x, = 4,9980
> b
Ao se utilizar méquinas de calcular deve-se estar atento a essas particularida- x, = 0,1667
des causadas pelo erro de arredondamento, nfio s6 na adi¢do mas também nas outras 1
2 evando, 4 12 se:
operagdes. 0, & 12equagio, o valor de x,, encontra-se:
- 0,0030x, —0,0120 (0,1667) = — 0,0030
x; = 0,3333
Exemplo 1.22

A seguir, é apresentado um outro exemplo de como a ordem de execugio de
operacdes pode influir na solugdo obtida.

Para o seguinte sistema de equagdes:

{ 0,0030x, + 30,0000x;, = 5,0010
1,0000 x, + 4,0000 x, = 1,0000

asolugdo exataé: x; = 1/3exy = Lf6
Multiplicando a 18 equagdo por (— 1/0,003), tem-se:

—1,0000x, — 10.000,0000x, = —1.667,0000
1,0000x, + 4,0000x, = 1,0000
somando a segunda equagdo 4 primeira, elimina-se x

9.996,0000x, = —1.666,0000
— —1666,0000 g 1667
—9.996,0000

levando este valor 4 primeira equagdo, tem-se:
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Capitulo

2.1. INTRODUGAO

Um problema de grande interesse prdtico que aparece, por exemplo, em cil-

culo de estruturas e redes elétricas e solugdo de equagdes diferenciais, é o da reso-

lugdo numérica de um sistema linear Sy, de # equagdes com » incégnitas:

ou

13X tapx;, + ...+ @pxn
Ay Xy Y appxy + ...+ dapxpn
Snz

n

Sn=) @mixi=b , i=12,...

=i
Sob a forma matricial Sy pode ser escrito como

Ax = b

@.1)

(2.2)

(2.3)
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onde 4 ¢ uma matriz quadrada de ordem #, b e X s3o matrizes n x 1, isto €, com n
linhas e uma coluna, ajj é chamado coeficiente da incognita x; ¢ os bi sdo chamados
termos independentes, com i, j = 1,2,..., n. Tanto os coeficientes quanto os ter-
mos independentes sdo, em geral, dados do problema. A matriz A é chamada matriz
dos coeficientes e a matriz:

ap @ ... aip by
a1 d32 ... dapn bz _ i

B = = [4:8]
apy dny ann bn

¢ chamada matriz aumentada ou matriz completa do sistema.

Os nimeros X, ¥,, ..., X constituem uma solugdo de (2.1) ou (2.2) se para
x; = x4 1 = 1,2, ..., nasequagdes de S, se transformam em igualdades numéri-
cas. Com estes nimeros, pode-se formar a matriz coluna.

a qual é chamada matriz solug¢@o de (2.3). Observe que por definigdo

X =(%,Xs...%0).0

2.1.1. Classificagdo Quanto ao Nimero de Solugdes

Um sistema linear pode ser classificado quanto ao nimero de solu¢Ses em
compativel, quando apresenta solugio, e incompativel, caso contrdrio,

Exemplo 2.1

Se by = 0,i = 1,2, ..., n, isto é,se amatrizb = 0, o sistema € dito homo-
géneo. Todo sistema homogéneo é compativel, pois admite sempre a solugdo
x; = 0,i= 1,2,.., n, ou seja, a matrizX = 0 é sempre solugdo. Esta solugdo é
chamada de trivial.

Exemplo 2.2

O sistema:
x;1 txg =0

xy txe =1

Sistemas Lineares 19

d incompativel. Geometricamente, pode-se interpretar o sistema do seguinte mo-
do: tomando coordenadas num plano, a equagdo x; +x, = 0¢ a equagéo de uma
reta, o mesmo sucedendo para a equagdo x; +x, = 1;

X2
4
Logo, a solugdo do sistema, que
seria o ponto comum entre as
retas, ndo existe, pois elas sdo
paralelas,
©,1)
1.0
=_x1
k] +X2 =1
Xy +x2 =90
IFigura 2.1

Os sistemas compativeis podem ainda ser classificados em detersminado, quan-
do apresenta uma tnica solugo, e indeterminado, caso contrdrio.

Exemplo 2.3

O sistema homogéneo

x tx; =
S|={

Xy — X T

¢ determinado, enquanto que

{x1+ x3=0
27 2%, + 2x, =0

¢ indeterminado. Geometricamente, as retas de §, tém em comum a origem, en-
quanto que as retas de 5, , coincidem.
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2.1.2. Sistemas Triangulares

Seja um sistema Sp:

Ax =D
onde a matriz A = (ajj) é tal que g = O sej < iij = 1,2,...,mousea
apyxy t oapx; o SRR ZypXn — b]_
apx, * ... 1 dpXy = by (2.4)
CnnXn by

Um sistema deste tipo é chamado triangular superior enquanto que se ajj = 0

paraj >i, i, j = 1,2,..., ntem-se um sistema triangular inferior:
d11% = bl
anxy t apXy =by (2.5)
ayx; t amx, t a4aXj = by
apiXy t appx, toapsxa t + apnXp bp

Observe-se que os sistemas triangulares determinados, isto é, quando gjj # 0,
i=1,2,...n sdo facilmente resolvidos por substitui¢do retroativa ou progressi-
va. No caso do sistema (2.4), por exemplo, calculase xy = bpfann (ann #0)
na n-ésima equagdo; a seguir, leva-se o valor de xy na (n — 1)€sima equagio e
calcula-se o valor de xp—; (an-1, n-1 7 0) € assim sucessivamente até o célculo de
x;(ay; # 0). Neste caso, o sistema possui solugdo nica. Entretanto, poderia haver
algum elemento nulo na diagonal e, neste caso, surgiriam equagoes do seguinte tipo:

W =bi — 2, ajx (2.6)

Observando a equagdo acima pode-se distinguir dois casos:

n

19) b - Z gjxj =0 : osistema admite mais de uma solugéo
j=i+1

Sistemas Lineares 21

pois, qualquer que seja o valor de xj, a equa¢do (2.6) ser satisfeita; logo o sistema .
¢ indeterminado.

n
29 b — % ajxj 0
=i+l

o sistema nio admite solugdo pois

ndo existe valor de x;j que satisfaga a equagfo (2.6);logo, o sistema é incom-
pativel,

Exemplo 2.4
3xy + 4xy; — S5x3 + x4 =10
Xy t ox3 — 2x4 = -1
4xy — x4 = 3
x4 = 2

Substitui¢des retroativas:

2 g 1
X = — x —
4 5 4

B, — 5°1=3 = x3 =2
M, + 2-2:1=-1->x, = I

3k, + 4(=1) — 524+ 1==10-» x; = 1

Asolugioé x = [1 -1 2 117,

O sistema é determinado.

Exemplo 2.5
3x; + 4x; — Sx3 +t x4 =-10
X3 — 2x4 = 0
dxy - 5x4 = 3
2x4 = 2
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SubstituigBes retroativas:

Qualquer valor de X2 satisfaz a equagdo acima. Seja, entdo, X2 = A:
1 + 4X
3x1+4?\—5'2+1=—10—>x1=— .

T
Asolugioé X = [—1 + 4} A2 1]
3

O sistema é indeterminado.

Exemplo 2.6
3x; t+ 4xy; — Sx3 v Xa T —10
X3 — x4 T -1
4x; — Sx4 = 3

2%y = 2

Substituicdes retroativas:

Nenhum valor de x, satisfaz a equagdo acima. O sistema é incompativel
pois ndo admite solugao.

2.1.3. Implementagéao da Substitui¢do Retroativa

Seguem, na pégina seguinte, a implementa¢do do método pela sub-rotina
SRETRO e um exemplo de programa para usi-a,

Sistemas Lineares 23

2.1,3.1. SUB-ROTINA SRETRO

oooonon

SUBROTINA® SRETRO

0BJETIVO : s
RESOLUCAQ DE SISTEMA LINEAR TRIANGULAR SUPERIOR

METODO UTILIZADO @
SUBSTITUICOES RETROATIVAS

uso :
CALL SRETRO(A,N,NMAX, MMAX X)

PARAMETROS DE ENTRADA ¢
A ! MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS
INDEPENDENTES
N * ORDEM DA MATRIZ A
NMAX i NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO
MMaAX ! NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO

PARAMETRO DE SAIDA @
X 1 VETOR SOLUCAO

=Eisisisizislisiscisisisislsislislisisisisisisivicioliol o)

SUBROUTINE SRETRO(A,N, NMAX, MMAX, X)

oo

INTEGER I,.J,K,L,M,HMAX, N, NMAX, N
REAL ACNMAX, MMAX) , X (NMAX)

SUBSTITUICOES RETROATIVAS

000

Ni=N+1
K=N-1
XCNY=A (N, NLIZACN,N)
DO 20 I = 4, K
L = N-I
X(Ly=ACL, N1}
M = L+1 .
DO 10 J = M,N
XCLY = XC(LY=f(L,JI%X(D)
10 CONTINUE
X(L) = X(L)Y/ACL,L)
20  CONTINUE

FIM DAS SUBSTITUICOES
IMPRESSA0 DOS RESULTADOS

WRITE(2,24)
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21 FORMAT (1Hi,45H VETOR SOLUCA0,/)

Do 30 I=i,N
WRITE(2,223X(1),1I
2 FORMAT ({HD,6HX = ,4PEL2.5,/,2X,12)
30 CONTINUE
RETURN
END

2.1.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAMA PRINCIPAL PA

INTEGER ©,.J,MMAX, N, NMAX, N4
REAL A(20,21),X(20)
NMAX:=20
MMAX = NHAX 1
READ (4, 40N
1 FORMATCIR)
¢ N & ORDEM DA MATRIZ
NAmN+ 4
DO 10 L=, N
READ(1,2) CACT,J), J=1, N
FORMAT ( 10F8.0)
C A ¢ MATRIZ DE COEFICTENTES E
10 CONTINUE

RA UTILIZACAO DA SUBROTINA SRETRO

TERMOS INDEPENDENTES

[
CALL SRETROCA,N,NMAX, MMAX, X)
(W
caLl EXIT
END
Exemplo 2.7

Determinar o vetor solugdo do seguinte s

xl+3x2—ZX3+7X4+'DIS'—9)C6+6JC7“" Xg S

4x, + 3x3 — Xq T 8x5 6xg — Txq T 4xg
Txs + 4x4 + 2x5 — 4xg — 8x7 t 2xg

— 3x4 + Sxg * 9xg * 5x; + X

2xs — 6xg — 4xq + 8xg

— 5xg + Oxq + 3xg

_"9xr_r + 5x3

bxg

istema linear triangular superior:

6,25
= 55,08
=_ 2454
= 51,442
= 0

= 0,008
= 7,228

=24

Sistenas Lineares 25

Para resolver este exemplo usando o programa acima, devem ser fornecidos:

Dados de entrada

08

. 2. 7.0..-9.6.,-1.,625,
4, 3., —1.,8.,6.,—7.,4., 55.08,

00 4., 2., —4.,—8., 2., 2454,
~3.,5.,9.,5., 1., 51.442,

2., ~6.,—4.,8.0.,

~5.,0.3., — 0.008,

RO 5. 7.228,

6., 24.,

Os resultados obtidos foram:

VETOR SOLUCAQ

X = 1.39877E+02
1

X = 7.iB887E+00
2

X = 1.24441F+014
a

X = ~f JHATRBE+O1
4

X = -~5.95698E+00
5

X =  2.40160E+00
6

X = 1.41914iE+00
7

X = 4.,00000E+0D
8

Observagdo: A sub-rotina SRETRO ndo prevé zero na diagonal principal.
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2.1.4. Exercicios de Fixagdo

Determinar o vetor solugdo dos sistemas lineares abaixo:

2.1.4.1 x =1

2.1.4.2
Xy + Xa = -1
X1 + Xa + Xa =3

x1+x2+x3+-¥4'3

2.1.4.3 ¥+ xp tx3 txg =4
xy t 3x3 x4 =3

x3 t x4 =2

x4 — 1

2.1.4.4 ¥y —3x3 t x3 =6

x4=4

2.1.4.5 Xy - 2x + 3xy *Foxqg T4
3J€3 + Xq =3
X3 + X4 = 2

J(q,_].

2.1.4.6 { xy = 1
xl + xz =—1

2x1+x2+3X3=0

X — % + x3 — x¢ t x5 =3
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2.1.6. Transformagdes Elementares

Denominam-se transformagdes elementares as seguintes operagdes sobre as
Beuagdes de um sistema linear:

a) Trocar a ordem de duas equagBes do sistema.
b) Multiplicar uma equag@o do sistema por uma constante ndo nula.

c¢) Adicionar duas equagBes do sistema.

2.1.6. Definigdo

Dois sistemas S; e &§, serdo equivalentes se S puder ser obtido de §,
utravés de transformages elementares.

Observagio: Dois sistemas equivalentes §; e S, ou sfo incompativeis ou tém as
mesmas solugdes.

A resolugdo numérica de um sistema linear é feita, em geral, por dois cami-

nhos: os métodos diretos e os métodos iterativos. Convém notar que o método
de Cramer é invidvel em fun¢do do tempo de computagio.

2.2. METODOS DIRETOS

Sio métodos que determinam a solugdo de um sistema linear com um nimero
finito de operagses.
2.2.1. Método de Gauss

Com (n — 1) passos o sistema linear AX = b é transformado num sistema
triangular equivalente:

Ux =¢

0 qual se resolve facilmente por substitui¢fo.

Exemplo 2.8
Resolver
Wty + 3x, — X3 = 5

4, + dx; — 3x3 =
2x1-3x2+ x3:_1
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pelo método de Gauss.

1¢ etapa

Escreve-se a matriz aumentada do sistema acima, isto €,

®» 3 -1 . 5
B=|4 4 -3 | 3|=1[4]8]
2 -3 1 -1

Fazendo B, = B ¢ chamando de L [© 1,0 ¢ [,© a5 linhas 1,2 e 3, respec-
tivamente, de Bo, escolhe-se & {© como pivd e calculam-se os multiplicadores:

©)
R N
2 ©)
ay
{0)
S A
may
(0) 2
ayy

Fazem-se, agora, as seguintes transformagoes elementares sobre as linhas de By:

Ll(ﬂ} — Ll(l)
mZI(O) LI(O) + LZ(O) - Lz(l)

mBl(O) L](O} + LS(O) =5 L3(1)

LW, L, ¢ L,V 570 linhas da matriz transformada, B, .

Finaliza, assim, a 13 etapa, que consiste em eliminar todos os valores abaixo do piv0

011(0) = 2.

Efetuando-se as transformagdes acima indicadas tem-se:

5 53 o % 3
B= |0 ef e
l 0 g% 2 1 -6

24 etapa

Escolhe-se au(‘) = — 2 como pivd ¢ calcula-se 0 multiplicador
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olio feitas agora as seguintes transformacg®es elementares sobre as linhas B

Ll(l) — Ll(z_)
Lz(l} AR Lz(z)
m32(1) L2(l) + LB(I) moy L3(2)

L 1(2), Lz{z) e L3(2) sdo as linhas da matriz transformada, B,, que jd estd na forma
triangular, isto é:

2 3 -1 i 5
B, = |0 -2 -1 1 -7
o 0 & I 15

A matriz B, ¢ a matriz aumentada do sistema triangular superior

2.x1 o6 3X2 - X3 = 5
= ng - X3 = —7
5x3 = 15

que € equivalente ao sistema dado. Resolvendo o sistema triangular por substitui-
¢les retroativas tem-se X = [12 3]T que ¢, também, solugfo para o sistema dado.

O dispositivo prdtico dado a seguir torna mais compacta a triangulagdo da
matriz aumentada do sistema do exemplo 2.8. Nas linhas (1), (2) e (3) colocam-se
08 coeficientes das incognitas e os termos independentes do sistema em suas res-
pectivas colunas, calculando-se, na coluna MULTIPLICADOR, os multiplicadores
da linha (1) que serdo usados na eliminagdo dos primeiros elementos das linhas (2)
@ (3). Nas linhas (4) e (5) colocam-se as transformadas das linhas (2) e (3), indican-
do-se as respectivas transformagdes na coluna TRANSFORMACOES; calcula-se,
também, o multiplicador da linha (4) a ser usado na eliminagfo do primeiro ele-
mento ndo nulo da linha (5). Na linha (6) coloca-se a transformada da linha (5),
indicando a transformagdo na coluna TRANSFORMACOES:
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: : Coeficientes das Termos 5 i
Linka | Multiptcador Incgnitas dopieg; | Somoages Lpha | Mt Coeficientes das Incdgnitas Texmos I | Transformagdes
plicador dependentes
M . @ 3 -1 5 () 30 93 110 16,4
@ OB 4 4 -3 @) | -282 | 245  -88 11,5 -45,1 49,7
¢ | -601 | 523 -840 235 114 -80.8
- “(%:_1 5 oF 5 1 W) | -241 | 210 810 -132 21,5 -106,3
() 0,0 ~14,73 -76,12 9595 | _2.82(1)+2)
) | -5.91 00 -102,03 -7939  -54,71 17936 | -6,01(1)H3)
@ ] o (2 -1 =7 -1+ @ | 5.1 00 -823 -3561 -5,01 ~14582 | —241(1)H4)
= 0 -6 2 -6 -1+ 3
©) ey PG ®) 0,0 0,0 195,16 38770 | —591(5)H6)
©) | -5.18 0,0 00 3966 383,96 34448 | —511(50H7)
© o 0o ® 15 “afre) (10) 0,0 00 00 166381 | -5,18(8)+(9)
() sistema triangular obtido ap6s as transformagdes €:
O sistema triangular obtido ap6s as transformagdes elementares tem como
equag®es as linhas (1), (4) e (6), isto ¢: B7x, + 30x, + 9,3x; + 11,0x, = 16,4
_ 1726x, — 1473x3 — 76,12x4 = 9595
2y +3x; = X3 = 5 7,66x; + 39516x, = 387,70
—2352 - X3 = -7 — ]662,97X4 = —1663,81
Sxa = 15
X = [097 198 -097 1,0017

Resolvendo-o por substituigtes retroativas obtém-se a solugdo X = [12 317, que é

também solug@o do sistema dado, uma vez que ambos s3o equivalentes.

O exemplo 2.9, a seguir, mostra os efeitos de arredondamento na fase de eli-

minagdo ¢ na fase de substitui¢Oes retroativas.

Exemplo 2.9

Resolver pelo método de Gauss retendo, durante os cdlculos, duas casas decimais.

8,7x; + 30x; +
245x; — 88x; +
52,3x, — 840x, —
21,0x, — 81,0x; —

93x3 +

11,5x3 — 451x,
23,5x; +  114x,
13,2x3 +  215x4

11,0x4

il

16,4
= -49,7
= -808
= -106,3

r= b~ AX

isto &,

164 ]
-49,7
-80,8
| -106,3

0,042 ]
0,214
0,594
| -0.594

24,5
52,3
21,0

87 30
-8 8
-840

-810

9,3
11,5
-23,5
-13,2

11,0
-45,1
114
21,5

0,97
1,98
-0,97
1,00

Uma medida para avaliar a precisdo dos cdlculos € o residuo, que é dado por:
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2.2.2. Implementagio do Método de Gauss

Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina GAUSS e um

exemplo de programa para usd-la.

22.2.1 SUB-ROTINA GAUSS

W m M E R mE EE R W E R RS WM EAREEEEWENEEERTREEENNRRREEEEEEEEER RN

SUBROTINA GAUSS

OBJETIVO &
RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

METODO UTILIZADO =
ELIMINACAO DE GAUSS

uso =
CALL GAUSS(A,N,NMAX, MMAX, X DET)

PARAMETROS DE ENTRADA ¢

A * MATRIZ DE COEFICIENTES [ TERMOS
INDEPENDENTES
ORDEM DA MATRIZ A
NUMERO MAXIMO DE L.INHAS DECLARADOC
NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO

N
NMAX
MMAX

nooOooOoonOoOoooooOocoaooan

PARAMETROE DE SAIDA *
X : VETOR $OLUCAO
DET : VALOR DO DETERMINANTE DE A

SUBROUTINE GAUSH (A, N, NMAX, MHAX , X, DET)

00 00000000
:
)
2
5
.
:
:
i
.
i
2
"
Z
.
i
i
.
:
A
.
.
i
.
.
.
i
i
i
.
.

INTEGER I,1C,J,K,L,LF, LT, M, HM,MMAX, N, NC, NMAX, N1
REAL. A (NMAX, MMAX) , DET, MULT, X (NMAX)

: IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS
C INDEPENDENTES

WRITE(R, 1)
1 FORMAT(iHL,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES,/)
No=N+L
NC=N/5
LI=4
LF=0
IF(NC.EQ.0YGO TO 30
DO 20 IC=i,NC
LF=TC#S
WRITE(D,2) (1, 1=LI,LF)

AT

DoOo0no

o
10

]
a0

40
50

54

53
60

80
0
100

104
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FORMAT CAHD, BHI/J, 7X, 12,4 (48X, 123)
PO 10 I=1,N
WRITE(2.3)X, CACL,J), J=LT LF)
FORMAT(LHO, I2,5¢3X, iPEL2.5))
CONTINUE
L=LF+
CONTINUE
K=MOD(N, 5)
IF(K.EQ.-0)BO TO &0
LF=E+K
WRITECS,2) (1, I=L1,LF)
DO 40 I=i,N
WRITE(S, 29T, (ACL, ), J=LT LF)
CONTINUE
CONTINUE
WRITE(3,54)
FORMAT (4HO)
WRITE (2, 52)
FORMAT ({HD,24H TERMOS INDEPENDENTES, /)
DO &0 I=i,N
WRITE(Z,S3)1,ACT,NL)
FORMAT (4X,12,3X,1PELR.5, /)
CONTINUE

FIM DA IMPRESSAO
METODO DE GAUSS

DET=4.
MM = N-i
DO 100 K = i, MM
IF (ABS(AK,K)).6T.4.E~7) GO TO 70
WRITE(2, 540K K

FORMAT (4H§ ,36H O ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL Na,
&H LINHA,I3,29H ESTA" IGUAL A ZERO NO PASSO |

3
RETURN
CONTINUE
DET = DET*AK,K)
H o= K+i
DO ?0 I = M,N
MULT = —-ALT,
Do 80 J = K,
ACT,Jd) = A
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
IFCABSC(ACN,NY).GT.L.E-7) GO TO 4120
IF (ABS(ACN, N BT i.E~7) GO TO 140
WRITE(2,104>
FORMATC(4HL ,27H O wISTEMA E' INDETERMINADO)
RETURN
CONTINUE -
WRITE(Z,141)
FORMAT(iHL ,24H © SISTEMA E" IMPOSSIVEL)
RETURN
CONTINUE

K)/60K,K)
N
(1, J) +MULT=A (K, 1)



34

fr S o o Ry

CALCULO NUMERICO

DET = DET*A(N,N)
KON =A N, NL Y ZACN, N
KN4
DO 140 I=1,K
L=N-1
X(Ly=ACl, NL)
ML+ 4
DO 130 J=M,N
XCL) X (LY ~ACL, JIRX (D)
130 CONTINUE
X(Ly=XClo /A, L)
140 CONT INUE

FIM DO METODO DE GAUSH
IMPRESSAQ DOS REGULTADOS

WRITE(Z2,141)
41 FORMATCiHL , £5H
DO 150 I=1,N
WRITECR, 420X (1), I
142 FORMAT (IHO , &HX
1350 SONTINUE
NRT!k(d LS4 DET
151 FORMﬁ1(iHU 2HH 0 VALOR DO DETERMINANTE EX

RETURN

VETOR SO0LUCAQ, /)

JAPEL2LE, 72X, 12)

JAPELSLE)

END

2

2.2.2. PROGRAMA PRINCIPAL

ocOOa

C

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAC DA SUBROTINA BAUGS

INTFGER I,.J,MMAX, N, NMAX, N1
REAL A(20,24) ,DET,X(20)
NMAX=20
MMAX=NMAX-+ 1
READ (1, $)N
i FORMAT(I2)
N ¢ ORDEM DA MATRIZ
Nf s+
DO 10 I=f,N
READ (1,2) (ALI,J),J = 4 ,NL)
2 FORMAT (£0F8.0)
A ¢ MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES
10 CONTINUE

CALL GAUSS (A, N,NMAX, MMAX , X, DET)

caLL EXIT
END
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Iixemplo 2.10

Determinar o vetor solugio do seguinte sistema de equagdes lineares:

x; — Sxg4 3x3+4+9%4 — Txg + 2lxg — Txq; — 2xg = —10,79
3x; + 2x, — Sx3t8x4 +  3xs — 13x, + xg = =214
2xy +  xgt 9x3 —6x4 — O6xgt 8x¢ — 3x; + 3xg = —130,608
dxy — dx,t 2x3t 5x4 + 8xg — 6xgt+ 2x; — dxg = 763

~5x, + 6xg —4dxztdxy + 9x5 — 10xg+ x4+ Sxg = —11,1
6x; + x5t Sx3—2x4 + 15x5+ dxg— x5, + Txg = 0,135
— Ox, + Ixz+ x5 — 12x5+ 2xg+ 10x; + 8xg = —3,108

3x; + 10x5 + 3x3+7x4 + 3x5+ xgt+t xq7 — 3xg = 6325

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
Dados de entrada

M8

= 3.9.-7,21,-7,—2,—19.79,
BN _s.8.3,-13.0.,1., —2.14,
2.1.9.,—6.,-6.,8., 3,3, — 130.608,
4,-4.,2.,5,8,—6.,2, 4,763,
~5,6.,—4,4.9.,-19.,1,5.,—11.,
6.,1.,5,—2.,15.,4.,—9.,7.,9.135,

0, —9.,1.,1., —12,2.,10.,8. — 3.108,
ER6.3.,7.,3.,1., 1., —3.,6325,

Os resultados obt_idos foram:

MATRIZ DE COEFICIENTES
/. i P 3 4

i 1. 00000QE+00 ~5.00000E+00 3.00000E+00 @.00000E+08

(" 3. 00000E+00 . 00000E+D0 -5, DODOODE+DD 6.00000E+00

8 &« 00000 +00 1. 00000E+Q0 . 00000E-+00 =W QOCIOE+Q0)

4 4.00000E+00 =4, QQ000E+Q0 2. 00000E+00 G 00000E+00

) =3 . 00000E+00 G 00D00E+00 =4 Q0000E+DD 4. 00000E+00
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I/J
b

1
6 OO0D0E+OD
0. OCOOOE+0
3. 00000E+00

B

-, DOOOOE -+

3. 00000E+00

=d L QOO0ODE+OD

., 00000E-+-00
& . 00000E+D
S LSO000E+DE
— 4 L 2000ME+DY,

3. 00000E+00

1. QDOOOE+00
% . 00000E+00

4. 00000E+OL

&

2.40000E+01

=4 . B30000E+01

8. 00000E+D0

=& W OD0O0E+00

=4 DOO0DDE+OL

4, Q0O00E+G0
2..00000E+00

1. 00000E+00

TERMOS INDEPENDENTES

-

W

n

8

=4 W 07900 +01
-2, 14000E+00
-1, BVS0OBE+OR

7. 43000E+04%

-4 L 4000E+04

1 - 35000E-01
-3 .1 0800E+00

4. I2HO0EH+O2

VETOR SOLUCAO

1.84245E+0D14

4.32476E+01

MATRIZ DE COEFICIENTES

5
5, 0DDO0E+00
1. 00000E+00

3.00000E+00

7

=7 . 00000E+0D

0.00000E+00
-3, 00000E+00
2. 00000E+00
1. 0D000OE+DO
=9, 00000E+O0
1. 00000E+01

1 . 00000E+O0

4

=2 D0OODE+DO

1, OO0O0E+0C

7 »DOOD0E+DD

8

=2 00000E+DO

1. 00000E+OO
3.00000E+0D
-4 DDOOOE+OD
5. 00000E+00
7. 00000E+00
8., 00000E+00

=3, 00000E+00

X = —4 ,14706E+01
3

X = -1.30122E+00
4

X = 1.39106E+01
o

X = 1.47225E+01
6

X = B.72343E+00
7

X = ~4.11309E+01

&

0 VALOR DO DETERMINANTE E* &

-0 18BGE+08
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2.2.3. Exercicios de Fixagdo

Determinar o vetor soluc@o dos sistemas lineares abaixo através do método de elimi-

nugio de Gauss.

w231

2.2.3.2

2.2.3.3

2.2.3.4

211 +3x.2
-xy3 t oxp
Xt x
4X1 _5I2

4x) + 3xy

X1 — X2
x13 t x

X1 + 2XQ
2x1 + Xq
3X1 + ZXQ
4x1 + 3x2

xp tox
Xt ox
2x1 +5x2

+ X3
- dxg
+ x5
+ x4

+ 2X3
+ 3x3
- x3
+ x5

+ 3)63
+ 2X3
+ x3
+ 2x5

+ 2;\73
+: SX3
+ x3

- x4
t x4
+ x4
= 2x4

+ Xq
+ 4X4
- Xy
+ x4

+ 4.‘(4
+ 3J€4
+ 2).‘4
+ x4

+ 4x4
+ 6x4
+ 2){4

x| +6x; +2x3 + x4

I i

(I

i

6,90
—6,60
10,20
~12,30

10

-1

—
h O~ O

7,12
12,02
14,90
20,72
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2 2 4. Refinamento de Solugdes

Quando se opera com nimeros exatos, ndo se cometem €rros de arredonda-
mento no decorrer dos cdlculos e as transformag@es clementares, juntamente com as
substituicBes (retroativas ou progressivas), produzem resultados exatos. Entretanto,
na maijoria das vezes, tem-se que se contentar com cilculos aproximados e, af, co-
metem-se erros de arredondamento que podem se propagar, chegando mesmo a
comprometer os resultados. Daf o uso de técnicas especiais para minimizar a propa-
gagdo de tais erros de arredondamento. Uma das técnicas ¢ a seguinte:

Seja X©a solugdo aproximada para o sistema AX = b.
Entdo, a solugdo melhorada %W ¢ obtida como se segue:
E{l} o i{ﬂ) + 5(0}
onde 8@ ¢ uma parcela de corregao.
Logo:
AXD = b
Entdo, tem-se:
A (ﬁ(ﬁ) + 6(0)) b
AXO® + 48©@ = b

A 5(0) =l __Ai(ﬂ]
A 8(0) i J"(‘O}

1l

Assim, para se obter a parcela de corregdo 5 basta que se resolva o sistema
linear acima, onde A é a matriz de coeficientes das incéginitas dosistema AX = b e
#© & o residuo produzido pela solugdo aproximada x©,

A nova aproximagio serd, entdo,

Caso se queira uma melhor aproximagdo, resolve-se, agora, o sistema

A 6(1) = r(l)

onde 81 ¢ parcela de corregdo para x® ¢ £ ¢ o restduo produzido por xW,

O processo é repetido até que se obtenha a precisdo desejada.

!"lﬂl‘l‘lplo 2.11

Conforme foi visto no exemplo 2.9, a solugdo do sistema é:

i
"X = (097 1,98 —097 1,00/
gwm resfduo

|r w[0,042 0,214 0,594 —0,594]7

| Fazendo
‘(I) - i(") + 5(0) &
= 0

0 odleulo da parcela € feito pelo sistema
A 60 = ,©

tjue fornece como resultado

30 = [0,0295 0,0195 —0,0294 0,0000 |7
X gerd, entdo:

2 = 3@ 4 §©

1,000 |
g = 2,000
—-0,999
[ 1,000 |
gujo residuo é

0,009 ]
—0,011
l i E
o= 0,024
| 0,013 |

Fazendo

%@ = x50 4 s
= )

tem-se outra parcela de corregio fornecida pelo sistema

A 50 =,
8 = [ 0,0002 - 0,0002 —0,0007 0,0000]"
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O valor melhorado de X serd:

@ = % 4 0

X@® = [1,000 2,000 —1,000 1,000) |7

1l

com residuo

2 =[oo000]T

Conforme o leitor deve ter notado nos exemplos anteriores, foram tomados
pivos diferentes de zero para que fossem possiveis as eliminagdes. Caso ocorra
algum pivd nulo, deve-se efetuar uma troca de linhas conveniente para escolher um
novo pivd nio nulo, a fim de que se possa prosseguir com as eliminag®es. Outra ma-
neira de se evitar o pivd nulo é usar o método dapivotagdo completa, que serd descrito
na subsecgdo 2.2.5. A pivotagdo completa serve, também, para minimizar a ampliagdo
de erros de arredondamento durante as eliminagGes, sendo recomendado especial-
mente na resolug@o de sistemas lineares de maior porte por meio de computadores

digitais.

2.2.5. Método da Pivotagdo Completa

Dado o sistema AX = b, seja M sua matriz aumentada:

an  ap ayj a1q ayy by
ay dap daj d2q an b2
o T 4 DTS S SR S @7
py ap apj pq n  bp
2n1 n2 apj ang app b

Escolhe-se em (2.7) o elemento apg F 0 de maior modulo e ndo pertencente
a coluna dos termos independentes e calculam-se os fatores m;:

&
mp = — a—p%—=¥r#—‘p

apg €0 elemento pivo e a linha p € a linha pivotal.

Soma-se, a cada linha ndo pivotal, o produto da linha pivotal pelo fator cor-
respondente m; da linha ndo pivotal. Disso resulta uma nova matriz, cuja g-¢sima
coluna é composta de zeros, exceto o pivd. Rejeitando esta coluna e a p-6sima linha

~ do pivd, tem-se uma nova matriz MW cujo nimero de linhas e colunas é diminuido
de um.
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E* Ago(g, repetindo-se o mesmo raciocinio acima para a nova matriz M1, ob-
i »
: :lg-lu M™’, Continuando o processo, é gerada uma seqliéncia de matrizes M, M ®

o - g :
; M ), M 1), onde M™ =1 ¢ uma linha com dois termos, considerada
I{l 4o linha pivotal.

£ Para se obter a solugdo, constrdise o sistema formado por todas as linhas pi-
~ Volals ¢, a partir da iltima linha pertencente 4 matriz M* 1) resolve-se, através
i ﬂ‘ lubstituicSes retroativas, o sistema criado. Naturalmente, deve-se prestar atengdo
i ordem em que foram feitas as eliminag¢des para cada incognita.

 Iixemplo 2.12

Resolver pelo método da pivotagdo completa, retendo, durante as elimina-
008, cinco algarismos depois da virgula:

08754x; + 3,0081x, + 09358x; + 1,1083x, = 08472
24579x; — 08758x, + 1,1516x; — 45148x, = 11,1221
5,2350x; — 0,8473x, — 2,3582x; + 1,1419x, = 25078
2,1015x; + 8,1083x, — 1,3232x; + 2,1548x, = —6,4984
Multipli- u Termos
Linha b oc Coeficientes das Incbgnitas Indepen- | Transformagdes
dentes

(1) |-0,37099 | 0,8754 3,0081 0,9358 1,1083 | 08472
(2) | 0,10801 | 2,4579 —0,8758 1,1516 —4,5148 | 1,1221
(J) | 0,10450 | 52350 —0,8473 —2,3582 1,1419 | 2,5078

(4) 2.1015 113232 2.1548 |-6.4984
(5) [-0,01756 | 0,09576 0 142669  0,30889 | 3,25804|—0,37099(4) + (1)
(6) |-0,49222 | 2,68489 0 1,00868 -4,28205 | 0,42019( 0,10801(4) +(2)
(1) 0 -2,49647 136707 | 1,82873| 0,10450(4)+(3)
(8) | 0,0575 0 0 147052 0,28489| 3,22594|-0,01756
; ; -0, (N +6)
9) 0 0 22375 C4,95498)-0,47996 | —0,49222(7) + (6)
(10) 0 0 1,59917 0 3,19834| 0,05750(9) + (8)
O sistema, ap6s as eliminagdes, ¢:
2,1015x, + 8,1083x, — 1,3232x3; + 2,1548x, = -6,4984
5,4546x, 249647x; + 136707x, = 182873
2,2375x3 — 4,95496x, = -—047996
1,59917x, = 3,19834
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% = [1,0000 —1,0000 2,0000 1,0000 I

r=[0 0 0 0olf

2.2.6. Método de Jordan

Consiste em operar transformagBes elementares sobre as equagdes do sistema
linear dado até que se obtenha um sistema diagonal equivalente.

Exemplo 2.13

Resolver pelo método de Jordan:

Xy + X, + 213 = 4
le - X2 - X3 0
Xy — X2 — X3 = -1

r—— —
Termos
Linha Multiplicador Coeficientes das Incdgnitas I‘:liil'z::- Transformagdes
1) @ 1 2
@ | - (;1,\ = 2| 2 % 1 0
3 |- i = -1 1 -1 -1 -1
@
S |
@ | - @ = = 1 1 2 4 )]
5) 0 @ -5 -8 21+ Q)
T B P +
(6) e __,23_ —_..3_ -2 -3 5 1M +@)
@ | - ”@ = | 1 o 13 | 43_ LO+®
® | - i—;is = 15 0 ' -3 -5 -8 )
| : 2
© 0 0 @ 1/3 Lore
1 0 0 1 1@+ M
8[1‘; 0 -3 0 -3 15 (9) + 8)
(12) 0 0 143 ‘1/3

|
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O sistema diagonal é formado pelas linhas (10), (11) e (12):

X;j= 1] ou xy = 1
“3x, = =3 ou x, =
| 1
qX¥ = 3 ou x3 = 1
=(11 17

2.2.7. Célculo de Determinantes

De modo andlogo ao que foi feito com sistemas, pode-se definir transfor-
migoes elementares para matrizes e também definir matrizes equivalentes A ¢ B
gquando B puder ser obtida de A por transformagdes elementares nas linhas (ou
golunas). Pode-se provar que se A e B sdo equivalentes entdo det 4 = det B.

Como nas matrizes triangulares e diagonais o determinante ¢ o produto dos

plementos diagonais usa-se, para o cdlculo de determinantes, o método de Gauss ou
0 de Jordan.

lixemplo 2.14
Dada
2 3 -1
W=(4 4 -3
2 =3 1

usa-se o método de Gauss para obter
2 3 -

U=lo -2 -1
0 o0 5

A seguir calcula-se det U = det4 = 2(-2)5 = -20.

Exemplo 2.15
A matriz
1 1 2
d=12 -1 -1
1 -1 -1
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(¥ IMPRESSAQ DA MATRLZ DE COEFICIENTES E TERMOS
i ) INDEPENDENTES
¢ transformada pelo método de Jordan em g 8
WRITEC2, 1)
1 0 O 1 FORMAT (iH1i,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES, /)
= N N4 =N+
@=10 —= ¢ NC=N/%5
0 0 13 LI=g
= - LF =0
Logo,detd =det D =1 ° (-3)+1=-1 IF(NC.EQ.0IGO TO %0
’ 3 DO 20 ICw=4,NC
LF=T1CxG
WRITECES,2) (L, Twl.l,LF)
2 FORMATC1HO, 3HI/J, 7%, 12,4 (43X, 12))

DO 10 Isi,N

2.2.8. Implementagdo do Método de Jordan WRITECR, 201, CACT, )Y, Jsl T, LF)

mled 3 FORMAT (SHD, 12, 5¢aX, 1PEL2.5))
soti m 10 CONTINUE :
. : i ela subrotina JORDAN e u
Seguem, abaixo, a implementagdo do método p LI=LF+i
exemplo de programa para usé-la. '

20 DONTINUE
30 K=MOD(N,5)
TFCKLEQ.DIGO TO 0
LF=LF+K
WRITEACR, 20T, Iel.l, LI
228.1. SUB-ROTINA JORDAN DO A0 Isj N
WRITECR, 30T, CACT, ), Jol T, LIF)
40 CONTINUE
50  CONTINUE
WRITE (R, 54)

" e R
W mmEH EE MR W EEEEEEEnR
MR N
Y

]
1
+
.

51 FORMAT ¢4 M0
I . WRITE <. @,520 3 . o e
c 52 FORMAT C4HO, 25H TERMOS TNDEPENDENTES £ )
p SUBROTINA JORDAN 'oous?Tﬁfi,q? e
C = 4.,?‘.‘]\' ) ’ by ] )
G OBJETéZgoEucno DE SIGTEMAS DE EQUACOES LINEARES gg Coﬁgg:ag<1x,12,3x,1pa13.5,/1
C HELER P g
C wr T AL - ¢
c METOBO UTILIZADO * c FIM DA IMPRESSAOQ
= ELIMINAGAO DE JORDAN 8
¢ . c METODO DE JORDAN
g S0  aLL JORDANCA, N, NMAX, MMAX, X, DET) ¢ —
C ™ i s L T = .
C T T — ’ DO 120 K = 1,N
C pARAMETROS DE Eﬁ{g?gﬁnF COEFICLIENTES E TERMOS IF(ABS(ACK,K)).BT.1.E-7) GO TO 90
; A i AE e IF(K.EQ.N)GO TO 70
[ i s «

EPENDENTES

p . GRDEM DA MATRIZ A o S WRITE(2,61)K,K
L ) b ERD MAXIMO DE LINHAS DECLARAD 61 FORMAT (1Hi ,33H O ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL,
G NMAX Eﬂnénu MAXTMO DE COLUNAS DECLARADO 6 ;H NA LINHA,I3,22H ESTA’ IGUAL A ZERO,NO,
- MMAX B - AR twit H H PASS0 I3
G r
: URN
E PARAMETROS Dg $¢£32 goluumo 70 cg5$xnue
e X i UALOR DO DETERMINANTE DE A IF (ABS(ACN,N1)).6T.1.E-7)G0 TO 80
o DET & . WRITE(2,71)
6 e 74 FORMAT(iHS,27H 0 SISTEMA E’ INDETERMINADO)
Caannnnmnns e IR j RETURN
. 80 CONTINUE
¢ GUBROUTINE JORDANCA, N, NHAX, MMAX, X, DET)

WRITE(2,8B1)

7]

INTEGER 1,1E,J,K,LFﬂpI,ﬂﬁax,Tﬁ:gifnax,Ni
REAL A (NMAX , MMAX) , DET MULT,X
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oooOo

FORMAT (iHi,24H O BISTEMA E’ IMPOSSIVEL)

Bi
RETURN
90 CONTINUE
DET = DET®A(K,K)
Do 140 I=4,N
IF(I.EQ.KIBO TO 140
MULT = ~ACI, K)/ACK, K)
po 100 J = K,Ni
ACT,J) = ACL,D)+HULTRACK, )
100 CONT INUE
140 CONTINUE
120  CONTINUE
FIM DO METODO DE JORDAN
IMPRESSAO DOS RESULTADOS
WRITE(2,3424)
124  FORMAT(iHi,i5H VETOR SOLUCAO,/)
PO 130 I=i,N
X(I)=ACI,NLY/ACT,T)
WRITE(2,122)X(1),1
122 FORMAT (1HO, 6HX = ,4PEL2.5,/,2X,12)
130  CONTINUE
WRITE(2,131)DET
(31 FORMAT(iHO,28H 0 VALOR DO DETERMINANTE E’ LIPEL2.5)
RETURN .
END

228.2. PROGRAMA PRINCIPAL

o000

10

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA JORDAN

INTEGER T,.J,MMAX, N, NMAX, NI
REAL A(20,24),DET,X(20)
NMAX=20
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Iixemplo 2.16

/

N\

07

Determinar o vetor solugdo do seguinte sistema de equag®es lineares:

3x, — 9%3 + 6xqt+ O9x5+ 4xg — x; = —0,108
9x; + 3x, + 8x3 + 9x; — 12x5+ 6xg + 3x, = 2624
Ix;, — 9%, + x3 — 3x4+ x5 — 5x¢ Sx, = 92,808
4x, + 8x, — 10x3 + 8xa— x5t dxg — dx; = 5391
Sx, + Sx, + dx; +1lxg+ 3xg+ 8xg + Tx; = 143,55
6x, — 2x5 + 9x3 — Txq— Sx5s— 3x¢ *+ 8x; = -—6,048
8x, + Txy + 2x3 + Sxg+ 2x5+ x — 3xy; = 13794

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:

Dados de entrada

3.,0.,-9.,6.9.,4., 1., — 0.108,
G, 3. 8.9, -12,6.,3., 2624,
1, -9, 1., —3., 1., 5., 5., 92.808,

4,8,

-1p., 8., —1,,4., —4.,53.91,

~5,5,4.,11,3,8,,7.,143.55,
6, -2.,9.,-1.,-5,-3,8., 6048,

B 7.

2.,5,2,1.,-3,137.94,

Os resultados obtidos foram:

MATRIZ DE COEFICIENTES

MMAX=NMAX+1
READ (1, 1)N
FORMAT (12)

N © ORDEM DA MATRIZ
Ni=N+L
DO 10 I=i,N

READ (1.2) (AL, Jd = 1,Ni)

A
co

FORMAT (LOF8.0)
: MATRIZ DE

NT INUE

CalLl JORDﬁN(ﬁ,N,NHﬁX,HHAX,X,DHT)

calL EXIT

END

COEFICIENTES E TERMOS ENDEPENDENTES

174

3

~ o> o = =

i
3.00000E+00
-2 .00000E+00
1. 00000E+00
4. 0D00ODE~+DO
=5« 00000E+Q0
4 .D00DDE+DO

8.00000E+00

prd

0.00000E+GOD

3.00000E+00

-2 .. 00000E+0D

2.00000E+DO

5.00000E+00

-~z . 00000E+DO

7 .00000E+00Q

3
-9 .00000E+D0O
8.00000E+00
i .00000E+D00
=1 .00000E+04
4.00000E+0QQ
% .00000E+DD

2.00000E+00

4
6. DOODVE+00
9. 00DOOE+DD
~3.00D00E+00
8.00000E+00
1.410000E+01
-7 . O0DDOE+00

S 00000E+0D
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&

4, 00000E+00
4. DODODE+D0
5. 00000E+D0
4.00000E+00
6.00000E+00
-3, DOOOOE+00

1 . D0000E+DQ

/. 5

i 9, 0DOOOKE+00
9 -iLED000E+0]
3 i W COOOOE 00
4 =1L 00D00E+OR
6] 3. 00000E+00
& =5, 00000E+DD
7 2.00000E+00
TERMOS INDEPENDENTES
i -1.0BODDE-OL
@ 2. 62400801
3 P RE0B0EO
4 ., 39 L 00E 0
5 1L ABSEOE R
6 =6 O4B00E+OD
7 i 379A0E+0R

VETOR SOLUCAQ

Ler

1.32314E+01

2.10%986E+00

2.71105E+01

6.13817E+00

~4,43492E+014

-2, 83547E+00

7
-1 .00000E+00
3.00000E+00D
5. 00000E+00
-4 .00000E+00
7 . 00000E+00
8.00000E+00

-3 A00000E-+00

K =
’

1.32430E+01

0 VALOR DO DETERMINANTE E”

8.04193E+06
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2.2.9. Exercicios de Fixagdo

Determinar o vetor solugdo dos sistemas lineares abaixo, através do método de Jordan:

491,

44.9.2.

4.2.9.3.

62,94,

2x, 3xq +

X X2 +

4;‘.’1 = 5X2 +

4.\:1 + 3x2 +
X1 + 2.1‘2 +
Xy — X2 —
xp t o oxp t
X, 2X2
x2

3x, 2x4

]

¢
+ 4+ + +
+ o+ + +

4.\:; 3)(2

X3 X2

X X2
51‘2

R
+ + + +
+ + + +

4x 1 6):.12

+
—xy t x; — 4x;3
+

X3

X3

2x3
3X3
x3

X3

3x3
2x3
*3

2X3

2x4q
5xy

X3
2x4

+ +

+ + + +

+ 4+ o+ +

X4
*4
Xq
2x4

Xq
4xy
x4
x4

3x4
2x4
X4

4JC4
6X4
2x4

X 4'

2.3. METODOS ITERATIVOS
2.3.1. Introdugio

A solugdo X de um sistema linear 4X

1l

I

Il

6,90
—6,60
10,20
12,30

7,12
12,02
14,90
20,72

b pode ser obtida utilizando-se um

método iterativo, que consiste em calcular uma sequiéncia xm, x&), aip W
e aproxima¢do de X, sendo dada uma aproximacao inicial x©_ Para tanto, trans-
forma-se o sistema dado num equivalente da forma
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x=Fx+d 2.8)

onde F é uma matriz n X n e Xe d sio matrizes n x 1. Para facilitar a notagfo serdo
usados indistintamente:

X1
X = ouXx= (xl,xg,...,xn)T

xn

Partindo-se de uma aproximago inicial x0) = (e, (@ &, @ ,xn(o))Tobtc'm-se
(D = Fx©9 + 4
x@) = Fx(1 4+ 4
XETD = px® 4 og
seja [1x® — xll = max {0 xp)}
1I<i<n

Se lim Il x® _ xll = 0 entdo x*), x@) . x%) . converge quando k = oo,

Observagdo: Dado AX = & existem virias maneiras de se obter (2.8), por exemplo:
Ax+Ix - b = IX

ou

XxX=@A+Dx->b

2.3.2. Método de Jacobi

Seja o sistema

a; Xy tap X + ...tanxn = b
ay Xy tapx, t ...t anxn = by (2.9)
dpy X, + apz X2 +...+tanpnxn = bn
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Explicita-se em (2.9) x; na primeira equagio, X, na segunda, . . .

’ by — (@pxy +apxz * ...+ ajpxn)
X, =
a1
by — (@1 %) +apxy t ...+ aynxn)
Xy = (2.10)
. 222
- bp — (ﬂnlxl tap,x, v ..+ an’n_lxn_l)
(| T~
; ann

0 leitor deve observar que em (2.10) os elementos a;; # 0, ¥i. Caso isso
nilo ocorra, as equagdes de (2.9) devem ser reagrupadas para que se consiga essa
gondigdo.

O sistema (2.10) pode ser colocado na forma X = FX+d onde:
[ x [ ]
1 by

X2

£

0 —apfay  —agfay - —aynfayy
—ayfan 0 —apfay .- —@nfaxn

..................................................

—apn,japn —amy/ann —apsfapn - 0O

O método de Jacobi funciona do seguinte modo:
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a) Escolhe-se uma aproximagio inicial X\,

b) Geram-se aproximagdes sucessivas de x®) a partir da iteragdo
Xk + 1) = %) 4 d k=012
¢) Continua-se a gerar aproximagdes até que um dos critérios abaixo seja sa-
tisfeito

mdx 1% &+ _ x;'(k) | < €, € tolerancia
1<i<n

ou
k > M, M nimero miximo de iteragGes

Observagdo: A tolerincia € fixa o grau de precisdo das solug@es.

Exemplo 2.17

Resolver pelo método de Jacobi o sistema:

X, —xy =1
xl+ZX2

com € <1072 ou k > 10

Explicitando x; na primeira equagdo e X, na segunda, tem-se as equagdes de
iterac@o:

x k1)

1 (4 x®)

I

&t D =26 - x,®)

O vetor inicial é tomado arbitrariamente. Fazendo-o
X®) =10 077 temse:

D =5+ ) =La+0 =05

arak = 0 B
P w1 =43 - x©) =%—(3~0) =1,5
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x, @) 2_5_(1 + x,(1) :-17(1 +1,5) = 1,25

Mk =1
x? =43 -05) =125
Prosseguindo as iteragbes para k' = 2, 3 ... e colocando-as numa tabela
ubtém-se:
k x, &) x5 () €
0 0 0 -
1 0,5 1:5 1,5
2 1,25 1,25 0,75
3 1,125 0,875 0,375
4 0,938 0,938 0,187
5 0,969 1,031 0,093
6 1,016 1,016 0,047
7 1,008 10,992 0,024
8 0,996 0,996 0,012
9 0,998 1,002 0,006
0,006 < 10729 x; = 0,998
ou Sim. Entdo pare!
k > 107 x, = 1,002

X = [0998 1,002]7

2.3.3. Implementagdo do Método de Jacobi

Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina JACOBI e um
exemplo de programa para usd-la.

23.3.1 SUB-ROTINA JACOBI

Buauan R R R R O T T T
(M

G

G SUBROTINA JACOBI

G

c OBJETIVO =

M RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
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nnnnnnnnnncnnnﬁnnnnﬂnnnn

oo

ooaon

METODO UTILIZADO =
JACOBI

uso «
CALL JACOBY (A, N,NMAX,MMAX, ITERM, X0, EPS, KTER, X)

PARAMETROS DE ENTRADA *
A t MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS
INDEPENDENTES

N : ORDEM DA MATRIZ A

NMAX : NUMERO MAXIMO DE LLINHAS DECLARADO
MMAX 1 NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO
ITERM * NUMERO MAXIMO DE ITERACOES SLARABDO
X0 t VETOR DE APROXIMACAO INICIAL

EPS ¢ PRECISAO REQUERIDA

ITER r NUMERO DE ITERAUOES

PARAMETRO DE SALDA *
X ¢ MATRIZ DE APROXIMALOES

MR omom oW MR EEoE AR EEHNEEEAMEEEEn WM R M RN MWW EEEEWEERmEEE® R N X

SUBROUT INE JACOBI(ﬁ,N,HHﬁX,HHﬁX,ITERH,XU,EPS,ITKR,X)

INTEGER I,IC,ITER,ITERM,ITERL,J,K,L,LF, LT, L2, MMAX, N, NC,
J NMAX , Nt

REAL ACNMAX, MMAX) , AUX, EPS, MATOR , X (NMAX, ITERM) , X0 CNMAX)
s TOL(99)

IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS
INDEPENDENTES

Ni=N+i
WRITE(2,1?
1 FORMAT (1H4, 29X, 22HHATRIZ DE COEFICIENTES,/)
NC=N/5
LY
LF=0
IF(NC.EG.OY GO TO 30
DO 20 IC=i,NC
|.LF=IC#S
WRITEC2,2)(1,1=LY,LF)
2 FORMATCAHD, BHI/J, 7%, 12, 4043X, 12))
DO 40 I=i,N
WRITE(R,3)I, (AL, J), J=L.T,LF)
3 FORMAT(LHD, I2,5¢(3X,iPE12.5))
10 CONTINUE
LI=LF+i
20 CONTINUE
30 CONTINUE
K=MOD (N, 5)
IF(K.EQ.0)GO TO 50
LF=LF+K
WRITE(Z,2)(I,I=LI ,LF)

T T

ooooo

ooOoo0O0

40
50

51
52

53
60

70

80
?0

100

140

i20

i24
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DO 40 I=i,N
WRITE(2,3)1, (AT, ), =LI,LF)
CONTINUE
CONTINUE
WRITE(2,51)
FORMAT( 4HD)
WRITE(2,52)
FORMAT(4HD,24H TERMOS INDEPENDENTES,/)
DO &40 I=4,N
WRITE(2,53)I,A(I, NL)
FORMAT(1X,I2,3X,1PEL2.5,/)
CONTINUE

FIM DA IMPRESSA0O
METODO DE JACOBI

ITERL=ITER+1

Do 70 I=1,N
X(1,1)=X0(¢I)

CONT INUE

DO 1D L=2,ITERL

DO 90 I=1i,N
XCI,L)=ACE, NAY+XCT, L~4)%ACT, T)
DO 80 J=i,N

XC(I,L)=X{I,L)=X{J,L-4)%A(I,.0)
CONTINUE
X(I,LY=X{(I, L)/ACL,1)

CONTINUE

AUX=X (4, LY =X (4, L=1)

MAIOR=ABS(AUX)

DO 100 I=2,N
AUX=X (X, L)=X(X,L—1)
AUX=ABS (AUX)

IF (AUX.LE.MAIOR)GO TO 400
MATOR=AUX

CONTINUE

TOL (L) =MAIOR

IF(MAIOR.LE.EPS)IGO TO 120

CONT INUE
CONTINUE

FIM DO METODO

IMPRESSAO DAS APROXIMACOES E RESULTADO FINAL

IF{(MAIOR.GT.EPS)L=L—1
NC=L/S
LI=4
LF=0
WRITE(2,121)
FORMATC(1HL)
IF{NC.EQ.0)BO TO 170
DO 160 IC=i,NC
LF=IC#5
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iz22

123

124
130

i34
132
140
i44

150

160
i70

iBo

i%0

200

210

214

242
220

J=LI-1
L2=LF-1
WRITE(2,422)J,¢I,I=LI,L2)
FORMAT ( LHD, BHITERACAO, BX, 12, 412X, 12))
DO 130 I=4,N
WRITE(2,123) (X(I,d),J=L1,LF)
FORMAT ( £HO, BX, 1HX, 5X,5(2X, {PE12.5))
WRITE(2, 1241
FORMAT(SX,12)
CONTINUE
IFCIC.NE.1) GO TO 140
WRITE(Z,134)¢TOL(J), J=2,5)
FORMAT (1HO, {OHTOLERANCIA, 13X, 4(2X, 1PE12.5))
WRITE(Z,132)
FORMAT (2(/))
GO TO 150
CONT INUE
WRITE(2,144)(TOL(J),J=LI,LF)
FORMAT (1HO, { iHTOLERANCIA ,4PEL2.5,4(2X, 1PE12.5))
WRITE(2,132)
CONTINUE

LI=LF+4

CONTINUE

CONTINUE

K=MOD(L,5)
IF(K.E@.0)GO TO 200

LF=LF+K

J=LI-§

L2=LF~1

WRITE(2,122)J, (I,I=L1,L2)

DO 180 I=1i,N
WRITE(R,128) (X (I,J),J=LL,LF)
WRITE(2,124)1

CONTINUE

IF(LI.NE.1)GO TO 190
WRITE(2,431)(TOL(J),J=2,5)
GO TO 200
CONTINUE
WRITE(2,144) (TOLCS) , J=LI,LF)
WRITE(Z,132)

CONTINUE
IF (WATOR.LE.EPS)GO TO 240

WRITE(2,201) ITER

FORMAT ( 1HD, 2SHERRO i NAO CONVERGIU COM ,IZ,

10H ITERAGOES)

RETURN

CONTINUE

WRITE(2,241)

FORMAT(S (/) ,5X, L3HVETOR SOLUCAQ,/)

po 220 I=i,N
WRITE(2,242)X¢I, L), 1
FORMAT(1HD,6HX = ,iPE42.5,7,2X,12)

CONTINUE

RETURN

END
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122 PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAMA PRINGIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA JALORY

INTEGER 1, XTER,ITERM,J,MMAX, N, NMAX, NI
20,240, EPS, X200, 99) , X020

NMAX=z
HMAX=NMAX+ 1
ITERM=%%
READ L, LINLITER ,EPS
i FORMAT (2I2,F10.0)
N ORDEM DA MATRIZ
ITER NUMERO DE ITERACOES, MENOR QUE 99
EPS 2 PRECISA0 REQUERIDA
READCL,2) (XODC(X), X=4, N}
& FORMAT (L4F5.0)
X0 2 VETOR PE APROXIMACAC INCIAIL

READ(1,3) (ACT,J), J=1 N1i)
3 FORMATC10F8.0)

A * MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS PENDENTES
., L FICIENTES E TERMOS INDEFENDENTES

CALL JACOBI(A,N,NMAX, MMAX, ITERM, X0, EPS, ITER,X)

Cal.l. EXIT
END

mplo 2.18

Determinar o vetor solugdo do sistema de equag®es lineares abaixo, usando

0 vetor inicial x> = [111111]7, como precisdo € <10™* ¢ como nimero
mo de iteragGes k = 30:

10x; + x5 + x5+ 2x4 + 3x5 — 2x4 = 6,57
4x; —20xy + 3x3 + 2x4 — x5+ Txg = — 68448
Sxy — 3x9 * 15x3 — x4 —4x5 + xg = —112,05
—x;1 +t x3 + 2x3 +8x4 - x5+ 2xg = — 3968
Xyt 2%+ x3t3x4+ x5 — x = — 2,18
—4x; + 3x; +  x3 + 2x5 — x5 t+ 12xg = 10,882

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
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Dados de entrada:

06300.0001
L diilied il L,

19.,1., 1., 2.,3., —2.,6.57,

4.,-20.,3,2.,-1.,7.,—68.448,

5.-3.,15., 1., —4.,1,,—112.45,

-1,1,2.,8.,-1.,2.,-3968,

7

1,2,1,3.,9.,-1,-2.18,

4. 3., 1:25=1:12,, 10 882;

Os resultados obtidos foram:

174 i

i 1. DOOOOE+0L
2 4, 00000E+00
3 5..00000E+00
4 =4 L O0000E+0O
9 1. 00000E+00

& =4, QD000 +00

/. 5
# 4. 00000E+00
2 =1, 00000DE+O0
3 -4 . QDOOOE+OU
4 =4 . 0DOODE+DO
3 % . 00000E+00
& -4« DAOOOE+DO

2

1. 00000E+D0

-2, 0DDODE+DL

-3, 00000E+00

i O00DOE+DO
2. 00000E+00
3. 00000E+00

&

-2 . D00DOE+DO

7. 00D00E+0D
1.00000E+QD
2.000D0E+DD
-1 .00000E+Q0

1.20000E+04

TERMOS INDEPENDENTES

i & S7000E+00
& ~& . 84480E+01
3 =1L A2DEOE+0R

MATRIZ DE COEFICIENTES

3
1. 00000E+DO
3.00000E+00
1 .5000DE+O4
2.00000E+00
1. 0000DE+D0

1. 00000E+00

4
2.00000E+00
#.00000E+00

-1 .00000E+00
8.00000E+00
3.00000E+00

2.00000E+00D

4 -3 FABOOEHOD
] =2 18000E+00

é 1.068820E+04

ITERACAO 0
X 1.00000E+DO
i
X 1. 00000E+DO
2
X 1 . 000DOE+D0
3
X 1.00000E+00
4
X i.00000E+QD
5
X 1 . ODODOE+OD
&
TOLERANCIA
ITERACAO 3
X . 1.14434E+00
X 2.94300E+00
o
X 7« ABOPYE+00
3
X ?.89987E-0D1
4
X -3 1P43S6E D4
5
X 1. 28685E+00
&

kTOLERANCIA 6. 899468E~01

1

1.37000E-01

4. 17240E+00

=7 . 3364671 +00

=&, 74 000E-D4

-9.0888%E--01

B.23500E--04

8.33667E+00

4

1.26600E+00

3.08648E+00

=7 «39781E+00

7. 84024E-014

~3.75H20DE-014

9, 74320E~01

3.42530E04
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2

1.5G8499E+00

2. 09987E+00

-7 J0A319E+00

G5.46756E~01

1.04518E-02

H5.9688E-01

L. G7253E4+00

]

1.23474E+00

3.01i043E+00

-7 .38721E+00

8.25085E-04

-4.047 66E-014

1.0078BE+00D

7.83472E-02
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ITERACAO é

X 1.25270E+00
i

X 3.01677E+00
B

X ~7 . 39968E+00
3

X 8.26314E~01
4

X -3, 9057SE-08
5

X §.01024E+00
4

TOLERANCIA

ITERACAQ ¢

X §.2499LE+00
i

X 3. 04996E+00
2

X w7 BIPERE+DU
3

X 8.29859E-01
4

X w3, PALREE-D1
g

X L. 01381E+00
é

TOLERANGIA  8.43287E~04

VETOR $OLUCAO

1 . 2S000E+D0O

>
#

3.0199FE+00

>
H

3

7

1 .24925E+00

3.046873E+00

=7 «40063E+00

8.3202%E-01

3. P2B07E-D4

i . 04 &BEE+00

&.34877E-03

10

i .25004E+00

3.01993E+00

~7 A0001IE+QQ

8.29981E-01

~3.93975E-01

i .01398E+00

1.89304E--04

2]

L. 24994E+00

F3.02080E+00

=7 . 397 RE+00

H.29726-01

=3 P3PENHE-01

i . 0438800

2. 69902E-03

it

i .25000E+00

3.04999E+00

-7 «40004E+DO

8.30024E-014

~3.937982E~014

i.04403E+00

5.49820E~03

>
3

>
#

>
i

>
H]

s 7 40004 E+Q0

8.30024E-01

~3.73982E-04

1.05403E+00
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2.3.4.

Determinar o vetor solugfio dos sistemas lineares abaixo,

Exercicios de Fixagdo

gom no maximo 10 iteragGes:

2.3.4.1.

2.3.4.2.

2.3.4.3.

X9 = [0000e€<10?

X1 — 0,25).’2 b 0,25X3
—025x; +  xp
~0,25x, + x;

- 0,253.'2

X =[0000] e €<i0-?

-+

4x1 + X2 + X3 X4 =
2x1 - sz + X3 — X4 =
X1t 2%y — 5x3t x4 =

X1+ x2+ x3-4x4=

x© = [131 3]2 € <102

-+

5.).‘1 - X2

7
-6
-1
-1

2x3 — X4 = 3§

xy * 9x; — 3x3 %t 4xy = 26
3).‘2 = 7):3 + 2x4 pest
—2x3 t 2x9 — 3x3 +10x4 = 33

+

0,251’4
0,253(4

*q

através do método de Jacobi,

o
o ©

Il
="
T
o
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2344 X9 =[00000ce <10

10x; + 4xy — x5 1+ 3x4 w2

- Bxg — 2x3t+ x4 -3x5= 5

2xy — 4xy + Tx3 = 13
- x3 t 2x3 — 3x3 —10x4 + 2x5 =
2x; - X3 — x3 1t X, = Txs =

2.35. Método de Gauss-Seidel

Seja o sistema A X = & dado na forma (2.10). O método iterativo de Gauss-
-Seidel consiste em:

a) partindo-se de uma aproximagfo inicial x(0) = (xl(o}, xz("}, e xnm)),

b) calcula-se a sequiéncia de aproximagdes x“), x(”, — x(k), ... utilizando-
se as equacgdes:

k)

+ 1
xETY = . [y — ap %) —ap3 x5 - o = anxn™]
&+ 1
xz( D= T [bz — dn xl{k+l)—ﬂza xa(k) T e T amxn(k}]
22 '
: 1
xf ¥ = — (br — an1x;(k+l)—am xz{k'n]— T A xﬁf‘-T”]
In ’
ou entdo
i-1 n
+
=1 J=itt
i=1,2,..,n
k= 0,1,2..

Continua-se a gerar aproximagGes até que um dos critérios abaixo seja satis-
feito

mdx | ;%D _ ;%) | <€ tolerancia
I<i<n

ou

k >M, M nimero mdximo de iteragSes
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T

.
Flixemplo 2.19

;. Resolver pelo método de Gauss-Seidel:
i

r’ le =  Xa = 1

E X t ZXQ =3

Liom x© = [0 0]

+
G L)

As equagdes iterativas sdo
k+ +
xz( 1) _ é (3—x1(k 1))

k=1012,...

0 (12 iteragdo):

0 = 21 +x,®) =2 (1+0) = 05

N

1 =13 _x, 1)y = Lz (3-05) = 125

o
2

= 1 (22 iterago):

¥ @ =L+ @y =L+ 125 = 1,125
2 2
() =%(3 _ %, @) = %(3 — 1,125)= 09375

——— e = e —

Prosseguindo as iteragBes o leitor notard que o método de Gauss-Seidel con-
verge para a solugdo mais rapidamente que o método de Jacobi.

Exemplo 2.20

Resolver pelo método de Gauss-Seidel, retendo quatro casas decimais.

20x; + Xa * X3t 2x4= 33
xy + 10xy + 2x3 + 4x4 = 384
x; + 2% + 10x3 +  x4= 435
2xy + 4dx; + x3 + 20x4 = 45,6
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: 0 — -2
As equagdes iterativas sao: Bod x9 =131 3Fce<0

+ 1 5%1 — Xy +2x3 — x4 = 5§
xl(" 0 LR xztk} _ xa{k) _ 2x4(k}) 1 2 3 4
20 Xyt 9xy —3x3 + 4x5 = 26
Iz(k + D = L(38,4‘ = xl(k + 1) - 2JC3(k) — 4X4(k)) 3x2 B 7x3 + 2x4 = -7
10 — 2%y + 2%; — 3x3 t10x4 = 33
+ 1 .
x &0 = '13(43’5 Cox D g D )
k+n _ 1 _ *k+1) *+ 1) %k + 1)
Xq 20(45,6 2x, 4x, - X3 ) Mot X =0 0 0 o of o €<107?
lel + 4)62 - X3 + 3x4 = 2
Iter. ()] 1) ) 3) @) ) ©) = sz - 2.‘(3 + X4 — 3X5 =
X 0 1,6500 1,1730 1,1951 1,1996 1,2000 1,2000 i =53
—xy t2xy - 3xy —10x4 +2xs = 4
X, 0 | 36750 2,5497 24110 2,4006 2,4000 2,4000 RIS SRt TR
2.1'1 - X7 - X3 + Xgq — sz = 7
X3 0 3,4500 3,6020 3,6010 3,6001 3,6000 3,6000
x4 0 1,2075 14727 14982 1,4999 1,5000 1,5000
o il Liese 00104 00104 0,0006 0,0000 2.3.7. Convergéncia dos Métodos Iterativos
- Seja o sistema A X= b na sua forma
2.3.6. Exercicios de Fixagdo Xeml L @11)
Determinar o vetor solugio dos sistemas lineares abaixo, através do método de Gauss- 0 o iteragdo definida por
Seidel, com no mdximo 10 iteragdes:
x(k + 1) s Fx(k} + d] k= 0’ ]_’2’ o= (2-12)

2361 X9 =10 0 o off c e<10?
Subtraindo (2.11) de (2.12), tem-se:

x; — 025x9 — 0.25x3 =0
—-025x, + X3 -025x4 =0 :
—0,25x, + x3 —025x4 = 025 x(.i: +1) x = F(x(k) - x)
— 0,25x, + x4 = 025

Seja e(k), o erro na k-ésima iteragdo, dado por:

2362 X9 =10 0 0 of e e<10°? K

s Ol
dxy + xp + x3 + x4 = 7 [ —X()—X
2x) —8xg t x3 - x4 = -6 Substituindo-se em (2.12), tem-se:
xy + 2xy — 5x3 =
X1t ;b xs - dxg = -1 kD = e (2.13)

+
bl
B
I
|
—
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Teorema 2.1:F condigdo suficiente, para que a iteragdo (2.12) convirja, que
os elementos fij de F satisfagam a desigualdade:

A
S IfpI<L <Y j=12...,n (2.14)
1

fr=

qualquer que seja a condigdo inicial x©

Demonstragao

Escrevendo (2.13) na sua forma expandida, tem-se:

i k
81(k+]) = fi e]{k) + fi2 ezck} ... F fin e”( ‘
82(1'C+ ]_) o le e](k) + f22 e'z(k) + ... T f?.ﬂ &'n(k)
> k
en(’f+l) = fny e, ® + fny ® + L+ fan en®

Tomando o médulo em ambos os membros, aplicando a desigualdade trian-
gular e somando membro a membro as igualdades acima, tem-se:

H + o H UC) H
Sl &t VI < @IS fiy [+ 4 en ISY fin | (219)
i=1

i=1 i=1
Aplicando (2.14) em (2.15) obtém-se:

n mn
b5 ekt V< )t le; () | (2.16)

ie=1 i=1

Fazendok=0,1,2...em (2.16) tem-se:

n

n n ) n
lef*+1) | < g2 5 ;%=1 | <3 Zlef(k_ ). <kt lziel.(o)|
=1 i=1 i="1

i i=1

i e & B R i le;©@ |

i =1 i=1
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Como L < 1, segue que:

lim le;®* V1= g
koo i=1

como se queria demonstrar.

Pode-se fazer o erro tdo pequeno quanto se queira.

Coroldrio 2.1 (Critério das linhas): E condi¢do sucifiente para que a iteragdo
definida em (2.12) convirja, que

n
lag | > la |,

j=1

e

parai=1,2,...n

Observagdo: A matriz que satisfaz as hip6teses do coroldrio 2.1 é chamada diagonal
dominanie estrita.

Teorema 2.2: E condigio suficiente, para que a iteragao definida em (2.12)
convirja, que os elementos fj; de F satisfagam a desigualdade

n
Y I I<L <lpaai=1,2,...n
= 1

qualquer que seja a aproximagio inicial x©),
A demonstragdo fica como exercicio.

Corolirio 2.2 (Critério das colunas): E condig¢do suficiente para que a itera-
¢do definida em (2.12) convirja, que

1]
laji | > E laj; |

I=1

ey

paraj=1,2,...,n

Na prética, sdo usados os critérios de suficiéncia de convergéncia expressos
nos coroldrios 2.1 e 2.2 tanto para o método de Jacobi quanto para o método de
sauss-Seidel. Basta que o sistema satisfaga apenas um desses critérios para ter-se
convergéncia garantida, independentemente da escolha do vetor inicial. Os siste-
mas dos exemplos 2.17, 2,19 e 2.20 satisfazem a ambos os critérios. Verifique!
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2.3.8. Implementagdo do Critério das Linhas

Seguem, abaixo, a implementacdo do critério pela fun¢do ICONV e um exem-

plo de programa para usd-la.

2.3.8.1. FUNCAO ICONV

cOooOOoOOoCcoOOOOoOOONoOO00n0 oo o

INT

oo

INT
REA
1
D

io

FUNCAO ICONV

OBJETIVO =

VERIFICACAO DA CONVERGENCIA DE METODOS ITERATIVOS

PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EGUACOES LINEARES

METODO UTILIZADO =
CRITERIO DAS LINHAS

Uso =
TCONV (A, N, NMAX , MMAX)
PARAMETROS =
A : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS
INDEPENDENTES
N ORDEM DA MATRIZ A

=
=
g
2
2 mx

NUMERO MAXIMO DE LINHAE DECLARADO
NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO

= 4
=4
peg
>
s

EGER FUNCTION YICONV(A,N,NMAX,MMAX)

EGER T,J,MMAX,N, NMAX
L ACNMAX, MMAX) ,50MA
CONY=()
0 20 I=i,N
BOMA=0,
DO 410 J=1i,N
IF(I.EQ..IBO TO 10
BOMA=SOMA+ABS (ACI, J))
CONTINUE
IF(ABS(ACI,I)).GT.50MAGO TO 20
ICONV=1
RETURN

20 CONTINUE
RETURN

END
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2.3.8.2. PROGRAMA PRINCIPAL

sislriclv

0ODoDon

is

12

13

20

30

S0
40

61

62

63
70

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAOQ DA FUNCAQ ICONV

INTEGER I,IC,J,K,LF,LI,MMAX,N,NC,NMAX, NI
REAL A(20,21)
NMAX=20
MMAX=NMAX+1
READ (1, 1N
FORMAT (12)
Ni=N+§
DO 40 I=1i,N
READ (4,2) (ACT, J), =1 ,Ni)
FORMAT (10F8.0)
CONTINUE

IMPRESSA0 DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS
INDEPENDENTES

WRITE(2,11)
FORMAT (1Hi, 29X ,22HMATRIZ DE COEFICIENTES, /)
NC=N/5
LI=4
LF=0
IF(NC.EQ.0)GO TO 40
DO 30 IC=1i,NC
LE=IC#5
WRITE(2,42) (I, I=LI,LF)
FORMAT(4HO,3HI/J,7X, 12,4(43X,12))
DO 20 I=i,N
WRITE(2,43)1,CACT,J),d=LT,LF)
FORMAT(1HD ,I2,5(3X, {PE12.5))
CONTINUE
LI=LF+i
CONTINUE
K=MOD(N,5)
IF(K.EQ.0)GO TO 40
LF=LF+K
WRITEC2,12) (I, I=LI,LF)
DO S50 I=1,N
WRITE(2,13)I,¢ACI,.), =LI,LF)
CONTINUE
CONT INUE
WRITE(2,61)
FORMAT ( £HO)
WRITE(2,62)
FORMAT($HO,24H TERMOS INDEPENDENTES,/)
DO 70 I=1,N
WRITE(2,63)I,A(I,N1)
FORMAT(1X,12,3X,1PEL12.5,/)
CONTINUE
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c FIM DA IMPRESSA0
C
c IMPRESSA0 DOS RESULTADOS
C
IF (ICONV (A, N, NMAX , MMAX) .EQ.0)BC TO 80
WRITE(2,71) X
71 FORMAT(S5(/) ,iX,29H0 SISTEMA NAO CONVERGE COM AS,
G 23H EQUACOES NA ORDEM DADA)
CALL EXIT
80 CONTINUE
WRITE(2,81)
84 FORMAT(S5(/),iX,18H0 SISTEMA CONVERGE)
CALL EXIT '
END
Exemplo 2.21
Verificar se o sistema de equagdes lineares abaixo converge ou ndo:
10x; + x5 + x3+ 2x4 + 3x5 — 2xg = 6,57
4x1 —20357_ + 31‘3 + 2}?4 - X3 + 7.1:6 = —"68,448
5x; — 3X2 + 15x3 — x4 — 4X5 + Xe — —112,05
— X3 + X2 + 2x3 + 8X4 - X5 + 2x6 == —3,968
Xy + 2x2 + X3 + SX4 + 9x5 o X6 —2,18
4x1 + 3x2 + X3 + 2).‘4 - x5 *t lef, G 10,882
Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
Dados de entrada
1¢.,1., 1,2, 3., —2.,6.57,
4.,-20.,3.,2.,—1.,7.,— 68448,
5,~—3,;15,-1,—4,1,-112.05,
-1,1,2,8,-1,2,-3.968,
Liry 2Y 32 el o=@ BE
4,3,1.,2,-1,12,10.882,
Os resultados obtidos foram:
MATRIZ DE COEFLCIENTES
/4 i 2 3 4
i i .00000E+0 i . 0O0OO0OE+DO i, 0O000OE+00 2L O0000E+D

2

4.00000E+00

2. 00000E+D1 3. 00000DE+D0

. 0D000E+DD

1/

)

W
W

f

/.

i

G OA0O0E+0D)

=1 .00000E+00

1w DO0O0E 00

=4.00000E+00

i

3. 00000E+00
-1 00000E+00
-4 .00000E+00
-1 .00000E+Q0
2. 00000E+00

=1.00000E+00

MATRIZ DE COEFICIENTES

=G O0000E+00
L O0000E+DO
2. 00000E+00
G 00000E+00

&

-2 00000E+00
7. 00000E+00
1. 00000E+00
2. 00000E+00

=1..00000E+D0

1. 20000E+04

TERMOS INDEPENDENTES

i

k]

o

0 SISTEMA CONVERGE

6. 57000E+00
~6.84480E+014
=1.120350E+02
~3.96800E+00
~2.18000E+00

1.08820E+01

1.

3

SO000E+01

LOO000E+0DD

LO0000EA+Q0

LODOOOE+DO

Sistemas Lineares 71

4

=1 00000E+Q0

8. 00000E+00
3. 00000E+00

2. DO000ES-00

2.3.9. Qual Método é Melhor: o Direto ou o lterativa?

Ndo se pode garantir a priori que método é o mais eficiente. £ necessirio o

estabeleciménto de certos critérios. Dado o cardter introdutorio deste curso e usan-
do critérios bem gerais, pode-se afirmar que os métodos diretos se prestam aos
sistemas de pequeno porte com matrizes de coeficientes densas; também, resol-
vem satisfatoriamente vdrios sistemas lineares com a mesma matriz de coeficien-
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tes. Jd os métodos iterativos, quando hd convergéncia garantida, sdo bastante van-
tajosos na resolugdo de sistemas de grande porte com a matriz de coeficientes do
tipo “esparso” (grande proporg¢do de zeros entre seus elementos). Os sistemas oriun-
dos da discretizagdo de equages diferenciais parciais sd0 um caso tipico. Neles,
os zeros da matriz original sdo preservados e as iteragdes sio conduzidas com a
matriz original, tornando os cdlculos autocorrigiveis, o que tende a minimizar os
erros de arredondamento.

2.4. SISTEMAS LINEARES COMPLEXOS
Seja o sisterna
Ax= b 2.17)

onde 4, X e b s30 matrizes complexas.

Fazendo
A= M+ IN
b =c+id (2.18)
X = s +1ir

onde:

M, N — sfo matrizes reais de dimensdo n x n
¢, d, 5, { — sdo matrizes reais de dimensdo n x |

Substituindo (2.18) em (2.17), tem-se:

M+ iN)s +it)=c +id
Ms— Nt +i(Ns + M) =c+id

ou, ainda,
Mi— Nt=~¢ e
Ns + Mt = 4

Este lflltin_m sistema se reduz a

M - N s | c

= (2.19)

M t d _
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-; ustema (2.17) foi reduzido, portanto, ao sistema real (2.19). Basta, pois aplicar
i (2.19) um dos métodos vistos nas secgdes 2.2 ¢ 2.3.

plo 2.22

Resolver o sistema;

+ 2)x; + 3x; = -5 + 4i
- X1 2 5 Xy = -1
1+ 2 3+ 00 1 3 2 0
= +i
-1 + 0 1 + 0i -1 1 0 0
M N
—5 + 4i -5 4
= +i
-1+ O -1 0
St e
¢ d
i
|
X1 8 I8
X= = +i
X3 $2 I
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Resolvendo o sistema acima por um dos métodos vistos nas secgoes 22e23
obtém-se a solugao:

x =1 -1+

2.4.1. Exercicios de Fixacdo

Determinar o vetor solugio dos sistemas lineares complexos abajxo:

24.1.1 a+ iyx, + ixq T X3 = 1+ 4
Cxy —2ixg t(It2)xy = -1-2i
2xl + 2I2 — X3 = 4— i
2412 @B+4iyx, + xg = =2+3i
ixg Y {(-2-3)xp = 13

|
I

2.4.1.3 Xy Fxy =
X - xg = 24

2.5. NOGOES DE MAL CONDICIONAMENTO

Nas subscgdes 2.2.1, 2.2.4 ¢ 2.2.5 foi usado como critério para avaliar_a preci-
sd0 da solugio X do sistema Ax= b, 0 residuo r = b — Ak, onde % é a solugio com-

putada.

Se & for uma boa aproximagdo para x, ¢ esperado que as componentes de ¥ se-
jam valores pequenos. Entretanto, valores pequenos para as componentes do resi-
duo podem nio indicar que X seja uma boa aproximagao para x.

Exemplo 2.23

Seja o sistema

2,001
1,999 (2.20)

1l

x; t 1,001x,
0,999x, + X2

i
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A solucdo exata para (2.20)é X = [1 l]T.

fires = [2 000117, 0 residuo de (2.20)¢

; '2,001] _ [1 1,001] [2,000}
511,999 0,999 1 0,001

"2,001] B [2,001001}

511,99 1,999000
[ - 0,000001
| o }

: Examinando r, k= [2 0,001 ]T poderia ser considerada como uma boa apro-
Ximagdo para x, o que, de fato, ndo acontece.

Equagdes como as do sistema (2.20) sdo mal condicionadas.

Um modo de s¢ detetar o mal condicionamente ¢ através do determinante
flormalizado da matriz dos coeficientes do sistema dado; se o determinante norma-
lizado for sensivelmente menor que a unidade, o sistema serd mal condicionado.

Se A € uma matriz de ordem #, seu determinante normalizado, denotado por

-1' et (Norm A4) ¢ dado por:

det (4

et (Norm A_) _ .L()__

. C\‘.’l Oc'g BT an

ondec; = a} + aF 4. tddk, i=12. .n

O determinante normalizado da matriz dos coeficientes de (2.20)é 5 x 1077
to €,

E

det (Norm 4) < 1

O sistema (2.20) é mal condicionado, como j4 era esperado.

Observag@o: Ha outros critérios para a verificagdo de mal condicjonamento
(e sistemas lineares ¢ o leitor poderd encontrd-los em [3] e [7].
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2.6. EXEMPLO DE APLICACAO
2.6.1. Descrigdo do Problema
Vidrios candidatos prestaram concurso para preenchimento de duas vagas nu-

ma empresa. Somente quatro dentre eles conseguiram aprovagdo. A classifica¢do,
com as respectivas notas e médias, foi divulgada através da seguinte tabela:

Hotes Portuguds | Matemadtica | Datilografia | Legislagio | Mddia Classificagiio
Candidatos
A 8,0 9,2 8,5 93 8,58 19
B 8.1 7.7 82 8,2 8,28 20
c 8,9 7,3 78 8,6 8,22 3°
D 8,0 7.5 7.6 8,1 7,80 49

Evidentemente, a empresa convocou os candidatos A e B para preencher as
vagas. Inconformado com o resultado, o candidato C procurou o gerente da firma
para se informar de como as médias tinham sido calculadas, jd que pdde verificar
que ndo se tratava de média aritmética, pois, se assim o fosse, sua média seria 8,15
e ndo 8,22. Recebeu, entdo, como resposta, que o critério utilizado fora o da mé-
dia ponderada. Baseado nesta informagdo, o candidato C requereu 4 Justiga a anu-
lagdo do concurso, pois as médias ndo haviam sido calculadas corretamente.

Qual o veredicto do juiz designado para o caso?

2.6.2. Mo_delo Matemdatico

Sejam p;, p,, P3 € p4 Os respectivos pesos das disciplinas mencionadas acima.

Tendo em vista que se trata de média ponderada, para os candidatos A, B, C
¢ D tém-se as seguintes equagdes:

/ 8 58 — 8’0.01 + 9;2102 +8!5p3 "'9331’34
’ Py tpy tpytp,
8 28 = Sslpl + ?,792 +8,2p3 +812p4
’ P11pytp3tps
(8): )
822 = 8’9p1 +7s3p2 +7?8p3 +8:6p4
’ Di1tpatp3tp,

780 = 8,0p1 + 7;592 * ?36103 +8,1p4
\ Pitpatpytp,
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g il formam o sistema linear homogéneo (S”) abaixo:

. —0,58p, +0,62p, — 0,08p3 +0,72p4 =0
: u,)' —0,18p, —0,58p, —0,08p3 +0,38p, =0
0,68p; —0,92p, —0,42p; +0,38p, =0
02 p1—03py,-02 p3+03 py, =0

26,3, Solugdo Numérica

| Para resolver o sistema (S’) ¢ utilizada a eliminagdo de Gauss, cuja imple-
lentagdo € feita através da sub-rotina Gauss e do programa principal descritos na
Hbsecedo 2.2.2.

Dados de entrada

04

- (.58,0.62, - 0.08,0.72,9.,

- (.18, —0.58, — 0.08,0.38, 0.,
(.68, — 0.92, — 9.42,0.38, 0.,
°l20 & 0;39 g 02) 03: @'7

Os resultados obtidos sdo:

VETOR SOLUCAO

X = 0.00000E+00
i

X = 0.00000E+00
o

X = 0.00000E+00
]

X = 0.00000E+00
4

0 VALOR DO DETERMINANTE E7 ~{i.34800E-03

2,6.4. Aniélise doResultado

O vetor solugdo do sisterna (S)é [0 0 0 o) isto 8,0, =Dy =p3=pa= 0,
0 (ue ndo satisfaz ds equagOes do sistema S. Como o determinante é diferente de ze-
10, pode-se afirmar que a solugdo de (S”) € Unica.
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Certamente, o juiz dard ganho de causa ao candidato C, jd que os pesos sdo
todos nulos, demonstrando, assim, que o critério da média ponderada ndo foi apli-
cado.

2.7. EXERCICIOS PROPOSTOS

2.7.1, O método da pivotagdo parcial consiste na resolugdo de um sistema linear fazendo-se as
eliminagBes do seguinte modo: segue-se a seqiiéncia de eliminagdes como no método de Gauss
(subsecgio 2.2.1), cuidando de escolher em cada coluna o coeficiente de maior médulo.

Resolver, pelo método da pivotagdo parcial, o sistema abaixo, retendo durante as eliminagGes
€ as substitui¢des retroativas cinco casas decimais:

1,0234x; — 24567x, + 12345x3 = 66728
50831x, + 1,2500x, + 09878x3 = 65263
~34598x;, + 2,5122x, - 12121x3 = —11,2784

2.7.2.  Resolver pelo método de Gauss o seguinte sistema:

2x 1 h 3x2 + 4x3 + qu e 14
4x; +t bxy +  x3 +t x4 = 12
Wy v oxy bt ox3 + xy = 5
4xy - sz - 2x3 + X4 = 1

2.7.3. Seja Ay, a matriz que se deseja inverter.

Se A possui inversa Xy, entdo AX = I, onde

1 0 0 0
0 1 0 0
;=10 o 1 0
0 0 o 1

Sejam x(” x®) . X a5 colunas de X. Parase achar a matriz inversa é necessdrio resalver n
sistemas lineares, cuja matriz de coeficientes é a mesma, isto €, devem ser resolvidos os sistemas

AxXVY =@ 00 .. 07
A2 =@ 10 .. 07
Ax3r =001 . 07

AXM =@ o0 .. nT
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Aplicar o método acima para achar a inversa da matriz

B 3 -1
4 4 -3
B 1

i74.  Se o método da pivotagdo completa fosse usado para resolver um sistema linear, como
{n calculado o determinante da matriz de coeficientes do sistema dado?

87,5 Calcular o determinante da matriz de coeficientes do sistema do exemplo 2.9.

2.7.7. Resolver pelo método de Gauss, retendo cinco decimais durante as eliminagBes e as

' bstituigdes retroativas:
x; t 6x; + 2x 3 + 4x 4 = 8
3x1 + 19x, + dxg + 15x4 = 25
x; t 4x, t+ 8x3 + 12xy = 18
5x; + 33x, + O9x; + 3x, = 72

2.7.8.  Verificar se o sistema do exercicio 2.7.7 € mal condicionado.

'1 2.7.9. Qual o nimero de multiplicagGes e divisdes na fase de eliminagdo do método de
| Jordan? E na fase de resolugo do sistema diagonal?

|

2.7.10. Qual o niimero de multiplicagBes e divisSes da fase de elimina¢io do método de
Gauss? E da fase de substituigOes retroativas?

F2.7.11. Comparar o nimero de multiplicagdes e divisdes nos exercfcios 2,79 e 2.7.10 ¢
responda: qual o método de esfor¢o computacional menor paran = 5, 10, 20, 307

[27.12.  Seja o diagrama de um circuito

28

100 V & W\l

@
o

18

Wy

Q2

O

3
5=
O——©

wn
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A corrente que flui do né p para o né g de uma rede elétrica é fp g = L9 em
Pq

ampéres e R em ohms, onde V, e ¥, sdo voltagens nos nds p e g, respectivamente, cqu éa

resisténcia no arco pg (LEI DE OHM).

A soma das correntes que chegam a cada nd € nula (LE1 DE KIRCHOFF); assim, as
equagdes que relacionam as voltagens podem ser obtidas.

No nd 1, tem=se a equagiio Jp, + 194t 147 = 0, ou seja,

00—V 4 Vg —Vy L Vg - W, ZDOUI_— 4V 2V, t ¥y = 100
2 1 2

a) Obter as equagdes dosnds 2,3 e 4.

b) Resolver, por qualquer método, o sistema linear formado pelas equagGes dos nds 1,
2,3 e 4,a fim de obter as voltagens em cada né do circuito.

2.7.13. As transformagdes da 13 e da 22 etapas do exemplo 2.8 possuem a seguinte interpre-
tagdo matricial:

Na 14 etapa, as transformagdes sdo equivalentes d pré-multiplicagio da matriz B pela

matriz

1 0 0
0
MCI - mgl) 1
0
mgl) 0 1
Entdo, By = MyB,.

Na 2@ etapa, as transformagdes sio equivalentes a pré-multiplicagdo da matriz By pela

matriz
1 0 o
M, = 0o 1 0
0 mg) 1

Entdo, B, = MB|.

Logo, By = M MyBy, onde Bq ¢ a matriz aumentada do sistema dado e B, ¢ a matriz triangu-
lar aumentada transformada.

Interpretar, matricialmente, a transformagdo de By da ordem n(n +1)em By .

2.7.14.  Resolver pelo método de Gauss-Seidel ou Jacobi com
€ <102ex® =000
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4)51 - 2x2 + X3 = 3
i — 4x2 + Xq = _2
Xyt 2xp; + dxy = 7

1715, Resolver pelo método de Gauss-Seidel ou Jacobi com € < 1073 6 x@ = g g o]

|U'X1 + 2x2 + 6x3 = 28
x; + 10x, + 9x3 = 7
2-7‘1 - Txq - 101‘3 = 17

1,7.16.  Resolver, por qualquer método, o sistema:

—21'.7(11' 3x2 = 2 + 5
(1 +:')x1+ x, = -3

1,717,  Resolver, por qualquer método, o sislema:

X1 + 2x2 - ix3 = 1 - 25
ixp + oxy f 2ixy = -2i
2ixy - ixg + x3 = =1 + 2

41.18.  Resolver, por qualquer método, o sistema:

x t 2ixp= 1 + 5i
( -l+1')x1+(1+21')x2: 4i
1719, Resolver pelo método de Gauss retendo, durante as climinagdes ¢ substituicdes re-

ltoativas, quatro decimais; a seguir, usar refinamento para melhorar a solugdo:

8,7x; +  30x, +  93x; + 110x4 = 164
MSxy —  B8xy; t 115x3 — 451xg = -497
823x; - 840x, — 235x3 + 114xs = —808
0%y - 810x; — 132x3 + 215x; = 106,30

4720,  Resolver pelo método de Jordan:

025x; + 0,30x, + 0,12x3 = 0,795
0,12x; + 0,18x, + 0,24x3 = 0,600
[],24I1 & 0,1 3X2 + G,ZZX3 =0 ,? 10



82 CALCULO NUMERICO

2.7.21.  Verificar se o sistema abaixo é mal condicionado:

381x; + 025x; + 1,28x3 + 080x, = 421
2,25xy + 1,32x, + 508x3 + 049x4 = 6,97
531x; + 6,78x; + 098x3 + 104x, = 2,38
9,89x; + 245x + 335x3 + 228x,; = 1098

2.7.22.  Resolver pelo método de Gauss, retendo quatro decimais:

1427x; — 3948x; +10,383x3 = -32,793
—2,084x; + 6425x; — 0,083x3 = 36,672
15459x; — 2495x, — 1412x3 = -6,557
2,7.23. Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss-Seidel usando como aproximagdo

Rtk 0) —
inicial x(*) = [000]Te como critérios de parada k = 10 ou € << 1072,

=¥ t bxy - x3 = 32
6x; — X3 — x3 = 1133
—Xp - X — 6x3 = 42

2.7.24.  Seja o sistema linear:

4x; t+ x5 + 3x3

asxl + 2x2 + 2I3
Xy — Xy o

nnn
o’ ~ IR =1

Apos resolvédo, pelo método de Jordan, rete imaj
N s » retendo quatro decimais, obteve-se o seguin-

X =[1,0001 1,9999 1|7

Aplicar refinamentos sucessivos até que mdx -"f(k) <10%0uk =3.
i

Capitulo

quacoes Algébricas
Transcendentes

1. INTRODUGAO

Em muitos problemas de Ciéncia e Engenharia hd necessidade de se determi-
nar um numero & para o qual uma fungdo f (x) seja zero, ou seja, f(&) = 0. Este
Nlimero é chamado raiz da equagdo f (x) =0 ou zero da fungdo f (x).

As equagdes algébricas de 19 ¢ 29 graus, certas classes de 39 40 graus e algu-
mas equagOes transcendentes podem ter suas raizes computadas exatamente através

‘de métodos analfticos, mas para polindmios de grau superior a quatro e para a
prande maioria das equagBes transcendentes o problema sé pode ser resolvido por

todos que aproximam as solug@es.

Embora estes métodos ndo fornecam raizes exatas, elas podem ser calculadas
m a exatid@o que o problema requeira, desde que certas condigBes sobre f sejam

‘Satisfeitas.
' Para se calcular uma raiz duas etapas devem ser seguidas:

l a) Isolar a raiz, ou scja, achar um intervalo [ 4, b ], o menor possivel, que conte-
ftha uma e somente uma raiz da equagdo f(x) = 0.

: b) Melhorar o valor da raiz aproximada, isto é, refind-la até o grau de exatiddo re-
[querido.
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3.2, ISOLAMENTO DE RAIZES

Serd visto, agora, um importante teorema da Algebra para isolamento de
raizes.

Teorema 3.1: Se uma fungdo continua f(x) assume valores de sinais opostos
nos pontos extremos do intervalo [, b ],isto é f(a) * f (&) < 0, entdo o intervalo
conterd, no minimo, uma raiz da equagdo f(x) = 0, em outras palavras haverd, no
minimo, um nimero & € (g, b) tal que f (&) = 0 (Figura 3.1).

O leitor interessado na demonstragdo poderd encontrd-la em [ 20 ].

Yy =f&x)

Figura 3.1. f(@) * f@&) <0
A raiz & serd definida ¢ Gnica se a derivada f"(x) existir e preservar o sinal

dentro do intervalo (g, b), isto €, se f(x) >0 (Figura 3.2) ou f(x) <O para
a<x<b

y y =f0)

Figura 3.2, F (x) >0
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Devido s propriedades de cada tipo de equagdo (algébrica ou transcendente),
0 isolamento de raizes de cada uma delas serd visto separadamente,

3.2.1. Equacgdes Algébricas

3.2.1.1. PROPRIEDADES GERAIS

Seja uma equagdo algébrica de grau n (n = 1):
P(x) = ﬂnxn + an_lx“'l + ﬂn_zxn-z o e dy =0 (3.1)
onde os coeficientes a; sdo niimeros reais e @, 0.

Teorema 3.2 (Teorema fundamental da Algebra): Uma equagio algébrica de
grau n tem exatamente n raizes, reais ou complexas, desde que cada raiz seja
contada de acordo com sua multiplicidade. A demostragdo pode ser obtidaem [ 20 ]-

Uma raiz & da equagdo (3.1) tem multiplicidade m se:

PE)=PE&) =P(& =... =P" (&) =0eP™(&) #0

gy = &P
ondeP}(g):—J x=8&7j=1,2,...m

Exemplo 3.1

SejaP(x) = (x —2)° (x+1)

=x*— 5x% + 6x% + 4x — 8 ~LP2) =0
P'(x) =dx® — 15x2 + 12x + 4 SP()=0
P(x) = 12x% - 30x + 12 P2 =0
P’x) = 24x — 30 LPT()#£0

entfo & = 2 ¢ raiz de multiplicidade m = 3.

Teorema 3.3: Se os coeficientes da equagdo algébrica (3.1) sdo reais, entdio
a8 raizes complexas desta equagdo s@o complexos conjugados em pares, isto €, se
&= o + Bi é uma raiz de (3.1) de multiplicidade m, entdo o nimero&,= & — Bi
também é uma raiz desta equagdo e tem a mesma multiplicidade .



86 CALCULO NUMERICO

A demonstragiio pode ser vista em [20].
Exemplo 3.2

Seja:

P(x) = x* — 6x + 10

_6ty/B @ _sra_— =3
2 &, =3-1i

&

Coroldrio 3.1: Uma equagdo algébrica de grau {mpar com coeficientes reais
tem, no minimo, uma raiz real.

Exemplo 3.3
Aproveitando o exemplo 3.2, seja:

P(x) = (x? — 6x + 10)(x—1)
P(x) =x3 - 7_):2 + 16x — 10

As raizes sdo

81 =3 4 i
&3 =1

3.2.1.2. VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

Dado um polinémio P(x), um problema que se coloca é o de calcular o valor
de P(x) parax = X;,o0u seja, P (o). Este problema aparece, por exemplo, quando
se quer isolar uma raiz.

Exemplo 3.4

Dado P(x) = x? — 3x + 1, entdo
pP(3) =3% —3-3+1=1
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Para calcular P(xg), sendo P(x) dado pelo primeiro membro de (3.1), ¢
necessdrio fazer n(n+ 1)/2 multiplicagbes e n adigbes. Entdo, se o grau n
do polindmio for elevado (digamos n = 20), o cdlculo de P (xg), além de se tornar
muito laborioso, ¢, também, ineficiente em termos computacionais.

Exemplo 3.5

Avaliando

P(x) = 3x* + 2x® — 1007 + 2x® — 15x% — 3x* + 2 - 16x® + 3x -5
no ponto 2, tem-se:

i

P(2) = 3:2%+2-28 —10+27+42+26-15-25-3-2%42:23 1622 +3-2 -5
3+51242+256—10°128+2+64—15+32-316+2+8 —16°4+3+2 -5

= 321

Numero de operagdes requeridas:

multiplicagdes = 9—(221—1) = 45

adigBes = 9

Serfio vistos, agora, dois métodos que tornam esta tarefa mais ficil e que
necessitam somente de r2 multiplicagBes e n adigdes.

A. Método de Briot-Ruffini

Sejam os polindmios:
P(x) = anx" +an— 1 X" " .+ ax +oag
Q@)= bnxX "+ by X T4 L+ byx + by
Dividindo P (x) pelo bindmio (x — ¢), obtém-se a igualdade:
Px) =(x-c¢c) Qx) +r

onde @ (x) ¢ o polindmio quociente de grau 7 — 1 e r é uma constante (resto).

O resto da divisdo de P (x) por (x — ¢) € o valor numérico de P(c).
Ple) =(c-c) Q) +tr=r

Se r = 0, entdo, ¢ é uma raiz real de P(x) = 0.
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Dispositivo pritico de Briot-Ruffini para avaliar P(c):

by = an
bn_k=cbn+t1-k *an—k (1 Sk <n) (3.2)
ou
by -y =cbn t an-1
bn—2 = cbp-1 * an-2
bg = cby t ag
Esquematicamente:
an an-1 an — 2 a; o
c chpy +cbpy —1 chy + chy
bn bp—1 bp—2 by bo=r
Exemplo 3.6
P(x) =x* — 7% + 16x — 10
1 -7 16 - 10
2 +2 - 10 +12
1 -5 6 2 P@R)=12
1 . 16 ~10
-3 -3 +30 — 138
1 —10 46 — 148 P(-3)=-148
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1 -7 16 - 10
1 +1 —6 +10
1 -6 10 0 P(1)=0
(ver exemplo 3.3)
B. Método de Horner
P(x) = anx +ap %" 14 .t ax? tax ta
= (gpx? — 1+ an—1XT T 4 L tagx ta)) x tag
= ((@pe— 2 + an -1 X" T2+ ot a) x ta)x tag
P(x) = (‘(_-;;(an +tag—1)x + +ay) x + a;). x +.a-0‘
n—1
Exemplo 3.7
P(x) = 2t —5x3 — 2x% + 4x — 8
= (@ - 5x2 -2 +4)x — 8
= (2x* —5x —2)x + Hx — 8
Plx) = (2x — S)x —2)x + 4)x — 8
PB)= (2 +3-5)+3—-2)+3+4)+3-238
P(3) = 13
b
lixemplo 3.8
irﬂx)= 3x% + 2x% — 10x7 +2x® — 15x° — 3x* + 2x3 — 16x2 +3x - 5

(3x® +2x7 — 10x5 + 20 — 15x% — 3x% + 2x? — 16x+3)x -5
(Gx7 +2x® —10x% + 2x* — 15x3 - 3x2 +2x — 16)x + 3)x - §
(B8 +2x5 —10x* +2x3 — 15x% —3x +2)x — 16)x +3)x — 5
(x5 +2x* —10x3 +2x? — 15x — )x+2D)x — 16)x +3)x — 5
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((Bx* +2x3 — 10x% +2x — 15)x = 3)x +2)x - 16)x +3)x — >
(((((Gx® + 2x* — 10x +2)x — 15)x = 3)x +2)x — 16)x +3)x —5
((((((3x* + 2x — 10)x + 2)x — 15)x — 3)x +2)x — 16)x +3)x — 5
= (((((Bx+2)x — 10)x +2)x — 15)x — 3)x + 2)x - 16)x+3)x -5
PQ2) = 321

Niamero de operagGes requeridas:
multiplicagBes = 9
adigGes =9

Com um pouco de pratica o leitor conseguird passar, facilmente, um polind-
mio da forma de poténcia para a forma de Horner:

P(x) = 2% + 3x3 — x? +5
= (2 + Hx—Dx+0)x+5
Py = — x5+ 2x* — 5x® + 2 + dx -1

Il

((((—x + 2pc— S + 2)x + 4 — 1

3.2.1.3. OS LIMITES DAS RAIZES REAIS

Consideremos um polindmio P(x) tal que:

P(x) = anx® +an—1x" "1+ tax toao

comap #0 ¢ ai €R

Serd visto, a seguir, um teorema que permite delimitar as rafzes da equagdo
(3.1).
Teorema 3.4 (Teorema de Lagrange): Sejam an >0, a9 #0ek(0<k<n-—-1)

o maior {ndice dos coeficientes negativos do polindmio P(x). Entdo, para o limite
superior das raizes positivas da equagao (3.1) pode-se tomar o niimero

an

onde B é o maximo dos médulos dos coeficientes negativos do polindmio. O leitor
interessado na demonstragdo poderd encontré-la em [8].
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" Assim, se & ¢ a maior das raizes positivas, entdo &p < L. Se os coeficientes
de P(x) forem todos ndo negativos, entdo P(x) = 0 nfo terd rafzes positivas.

Exemplo 3.9

Seja o polinémio:

Ax) =x* -5x — 7x% + 209x + 30
k =3
B=1-17I

L=1+4;71_ L =8
1

0l seja, a partir de x = 8§ o polinémio ndo tem zeros.

Sendo &, &,;, &, ..., &, asraizes de P (x) = 0, pode-se escrever o polind-
mio na forma fatorada:

L) =ap(x — &) — &)(x — &)...(x - &)

A fim de se estabelecer os outros limites das raizes, positivas ¢ negativas, serdo
gonsideradas trés equagdes auxiliares, ou seja:

1)P,(x) = X" P(1/x) = 0
[l o) e 8]0
P(x) = a1 — x8)(1 — x8&) (1 — x&)...(1 — x&) =0

As rafzes de Py (x) sdo:

/8, 1/8,,1/&5, ..., 1/&,

Sendo lf&p a maior das raizes positivas e L, o limite superior das raizes positivas
P (x) = 0, entdo

KL & =21/L

seja, 1/L 4 € o limite inferior das raizes positivas de P(x) = 0.
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2) P,(x) =P(—x) =0

Suas rafzes sdo (ver exercicio 3.12.1):

—&,-8,-8,...,.-&,

Sendo — 8q (EEq < 0) a maior das raizes positivase Lj 0 limite superior das raf-
zes positivas de P, (x) = 0, entdo:

~&, <L, - 8; > -1

ou seja, — L, é o limite inferior das raizes negativas de P(x) = 0

3) Py (x) = x"P(—1/x) =0
Suas raizes sdo (ver exercicio 3.12.2):
~1/&;,-1/&,-1/&;, ..., - 1/&,

Sendo —1/8¢ (&g <0) a maior das raizes positivas e L3 o limite superior das raizes
positivas de P3{x) = 0, entao:

~L <, o ogy <L

&

ou seja, — 1/L3 é o limite superior das raizes negativas de P(x) =0

Em vista disto, todas as raizes positivas &% da equagdo (3.1), se existirem,
satisfarfio a desigualdade

1L, <& <L

Do mesmo modo, todas as raizes negativas &~ da equagdo (3.1), se houver
alguma, satisfardo a desigualdade (ver Figura 3.3)

L, <& <—1/L,

—1/L3 1/L, /’—\‘\ L

AR x

~ Figura 3.3. Limites das rafzes reais.
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Exemplo 3.10

Seja a equagdo algébrica do exemplo 3.9:

P(x) = x* — 5x% — 7x2 + 29x + 30 = 0
entdo

Pi(x) =300c* +29x3 —Tx2 —S5x+1=0
Por) =x%+5x% — X2 =29 + 30 =0

Py(x) =30x% — 20x3 — 7x? + 5x + 1 =0

1
G5
L, =1 + (7/30) =148 2> 1/L, = 0,68
1
e
L, =1+ (29/1) =639 > — L, = —6,39
e
Ly =1 + (29/30) =197 > —1/L; = —051

L = 8 (Ver exemplo 3.9)

068 < &f <8
=639< & < -0,51

Dispositivo Pritico

L - P(x) Pq(x) Py (x) Pq x)
ag 30 1 30 1
iy 29 -5 -29 5
ay = o = 7
a3 =5 29 5 —_29
a4 1 30 1 30
k 3 2 2

n-k 1 2 3 i
B 7 7 29 29
Li 8,00 148 6,39 197
te 290 0,68 6,39 0,31
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Sendo L; o limite superior das raizes positivas das equagdes auxiliares e Lg os limi-

tes superior e inferior das raizes positivas e negativas de P(x) = 0.

3.2.1.4. O NUMERO DE RAIZES REAIS

Na se¢do anterior foi visto como delimitar as rafzes reais de P (x) = 0. Agora
é necessdrio que se saiba quantas rafzes existem nos intervalos. Os métodos que
fornecem o niimero exato de rafzes reais estdo acima do nivel deste texto, mas po-
dem ser vistos em [ 8 ]; no entanto, serdo vistos métodos que dio uma boa indica-
¢do sobre este nimero.

Teorema 3.5 (Teorema de Bolzano): Seja P(x) = 0 uma equagdo algébrica
com coeficientes reais e x E(g, b).

Se P(a) * P(b) < 0, entdo existe um nimero impar de raizes reais (contan-
do suas multiplicidades) no intervalo (g, b) (ver figura 3.4).

Se P(a) * P(b) > 0, entdo existe um nimero par de raizes reais (contando
suas multiplicidades) ou ndo existem raizes reais no intervalo (g, b) (ver figura 3.5).

A demonstra¢do pode ser vistaem [ 14 ].

¥y = P(x)

[
V4

————— iy
o b ———
*®

Figura 3.4, P(a) ' P(b) <0
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Y

‘ b/\ v,
0 i i ; \'l\ x

|

I

y = Plx)

Figura 3.5. P{g) *P(b) >0
Regra de Sinais de Descartes

O mimero de rafzes reais positivas nt de uma equagdo algébrica ¢ igual ao nlime-
ro de variagGes de sinais na seqiiéncia dos coeficientes, ou menor que este niimero
por um inteiro par, sendo uma raiz de multiplicidade m contada como m raizes e
nio sendo contados os coeficientes iguais a zero.

Coroldrio 3.2: Se os coeficientes de uma equagio algébrica sdo diferentes de ze-
10, entdo, o nimero de raizes reais negativas n~ (contando multiplicidades) ¢ igual
ao namero de permanéncias de sinais na seqiiéncia dos seus coeficientes, ou ¢ menor
que este nimero por um inteiro par.

A prova desta afirmativa segue diretamente da aplicagdo da regra de Descartes para
o polindmio P (—x).

Exemplo 3.11

Seja a equagdo algébrica no exemplo 3.10:

P(x) =x% — 5x% — 7x% + 29x + 30 =0
nt =2 - 2k, »nt =20u0
n =2 -2k, >n =20u0

Sabendo-se que as rafzes da equag@o do exemplo 3.10 sdo

&1 =—2,8Q=—1, &.3':36&4:5
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pode-se observar que a previsio do mimero de rafzes reais positivas e negativas, dada
pela regra de Descartes (exemplo 3.11), e o intervalo onde elas se encontram, dado
pelo teorema de Lagrange (exemplo 3.10), estdo corretos. E muito importante no-
tar que nt e n— ndo sdo, necessariamente, o nimero de raizes positivas e negati-
vas, respectivamente (a menos que nt = loun = 1) Observe que a regra de
Descartes menciona “ou é menor que este niimero por um inteiro par”. O exemplo
abaixo esclarece melhor.

Exemplo 3.12
Seja a equagdo

P(x) = x5 — 9x* + Tx3 + 185x2 — 792x + 1040 = 0

nt =4 - 2k,
n =1
As raizes sdo:

&1=-—5,&.z383=4,&4=3—2fe&5=3+2f

Observem que nt = 2 e ndo 4, que € o nimero de variagBes de sinais dos coeficien-
tes. Deve-se ter muito cuidado ao se aplicar a regra de Descartes.

3.2.1.5. RELACOES ENTRE RAIZES E COEFICIENTES (RELA COES DE
GIRARD)

Escrevendo P(x) = 0 na forma fatorada tem-se:

Pix) =ap(x—8)(x—&)(x—&)...x—&y) =0

Multiplicando-se

P(x) = apx” — ay (& + & + & +...¢+ &y)x"1
+4n(&1&2 + &1&3 +"'+&1&P1 + 82 &3 i L &n_lﬁn)x"_z

—an(8, 8, 8 +... 48,8, 8, + & &8 +.. + 8 Bry E)x" 73 + .. .4

(1) a2y (81 & & ... &) =0
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Comparando o resultado com P (x) = 0 na forma de poténcias:
P(x) = anx" +an-1x" P tapax" P+ taxtag =0
e aplicando a condig@o de identidade das equag®es algébricas, tem-se:

8yt & + & + ...t & = —an-1fan
&182 + 811&3 L 81 &n + 828,3 +...+&n—18n =£In-2/a'n
8,8 8 +... + & & & +8& & &+ ... + &2 &1 &n = —an-3fan

........................................................

Estas sdo as relagGes entre as raizes e os coeficientes de uma equagao algébrica, ou
relagdes de Girard.

Exemplo 3.13

Seja a equagdo do exemplo 3.3:
P(x) =x% — 7x* + 16x — 10 =0

cujas raizes sio:

& =3 +i
& =3 -
&3:1
Entdo:

B+H+@B-D+1=7=—(-DN/
B+ " G-D+B+D)-1+B-D-1=16=16/1
@G+ -@B-0-1=10=—(-10)/1

3.2.2. Equagdes Transcendentes

Um estudo analitico do comportamento de equagBes transcendentes estd aci-

' ma do nivel deste texto devido 2 sua complexidade.
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A determinagdo do niimero de rafzes geralmente é quase impossivel, pois

" e y
algumas equagBes podem ter um nimero infinito de raizes. 0<a<1
|
O método mais simples de se achar um intervalo que contenha s6 uma raiz, ou | I
seja, isolar uma raiz, ¢ o método grifico. Antes de abordar este método serd util L P 0| 2 x

uma recordagfo do esbogo de algumas funges importantes.
a>1

3.2.2.1. ESBOCOS DE FUNCOES Figura 3.9. » = log ,x

Figura 3.6. ¥ = sen x

|

|

1

I

I

!

i .
0 i T x b =12,4,6,..

: 1

]

|

I

Mgura 3.11. y = xb
Figura 3.8, ¥ =1g x
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a >0

2

a <0

x

Figura 3.12. ¥ =%

3.2.2.2 METODO GRAFICO

Umna raiz real de uma equagdo f(x) = 0 ¢ um ponto ondea fungdo f(x)

toca o eixo dos x (figura 3.1).

Para s

Exemplo 3.14
Sejaf(x) = e* — sen x — 2

|
Y]

¢ achar a raiz, basta que se faga um esbogo da fungio f (x) e que se verifique
em que ponto do eixo dosx a fun¢do se anula.

y =fx)

+ + ' 0 y
—

Figura 3.13

A fungfo tem uma raiz & = 1,1.

Uma outra maneira de se resolver o problema é substituir f(x) = 0 por uma
equagio g(x) — h(x) = 0 equivalente, ou seja, uma equagdo que tem as mesmas

raizes de f(x) = 0.
f(x) =g - hx)
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Fazendo os grificos de y; = g(x) e y, = h(x), eles se interceptam em um
ponto de abscissax = x, (figura 3.14); neste ponto,

g(xo) = h(xo)
€, portanto,
f(xo) = glxo) — h(xp) =0

Por isto, pode-se concluir que & = x,.

|
Yy
Y2 = hx)
. — |
| y1=g®
0 X0 x

Figura 3.14, Método grifico.
|

Exemplo 3.15

Seja a fun¢do do exemplo 3.14:

f(x) =¥ — sen x — 2
4, Separando f (x) em duas fungBes, tem-se:
§(x) =&

h(x) =sen x + 2

Importante mencionar aqui que as raizes da equagdo f (x) = 0 ndo podem estar
uito préximas e que o valor obtido graficamente deve ser usado apenas, como
a aproximacao inicial da raiz exata &.

0Os métodos de aproximagdo da raiz exata serdo vistos adiante.
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i
y £l - I
1 b) Namero de raizes reais:

't =20u0

e =1

‘rtanto, existe uma raiz negativa no intervalo [ —6.48;-0,79 ] e, se existirem
tluas raizes positivas, elas estardo no intervalo [ 0,60; 21 ].

X0 £ ].,1
c) Esbogo da fungdo:

T ¥ 0 1

H“

A fungdo pode ser esbogada apenas no dominio destes dois intervalos, pois fo-
1 deles ndo hd raizes.

Figura 3.15 s
—196,5
-138,0
-45,0
Serdo vistos, agora, dois exemplos que sintetizam o que foi abordado, até aqui. 14,0
17,5
9,0
Exemplo 3.16 -10,0
-21,0
-18,0
Isolar todas as rafzes da equagdo 25
P(x) =x3 — 2x* — 20x +30 =0
y
a) Limite das rafzes reais:
n=3 P(x) Fi(x) Py (x) Py (x)
ag 30 1 -30 -1
ay -20 -2 -20 -2
as -2 -20 2 20 10
a3 1 30 1 30 ) & &
f- At : o
k 2 2 1 1 1
n—k 1 1 2 =2
B 20 20 30 2
L; 21 167 6,48 1,26
LS 21 0,60 —6,48 ~0,79
& =-43
& =14
% & =48
060 < & <21
648 < & <-0,79 Mgura 3.16
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Exemplo 3.17 [ f)Zm>0 para a<x<b
Isolar todas as raizes da equago: ‘--Ondc
f(x) =x% _senx — 1 *m = min | £(x) |
g(x) =x%; h(x) = sen x + 1 a Sx <b
FEntao
x £x) o | | £ Gen)|
15 2,3 0.0 bon — &1 <5
-10 10 02 *
-0,5 03 05
0,0 0,0 1.0 ‘
05 0,3 15 Prova:
1,0 1,0 18 g
1,5 2,3 20 Aplicando o teorema do valor médio, tem-se:
2,0 4,0 19
fixn) — A&) = (xp — &) ()
- Onde
y =g Xy <c<&>cE@ab)
P Como
&) =0e | F(0) | = m, tem-se:
= flf(xn)—f(&)|=lf(xn)|>mlxn—&l
'portanto
\f Gen) |
‘xn - & | <
m
Figura 3.17
Exemplo 3.18
3.3. GRAU DE EXATIDAO DA RAIZ ] Sendo f (x) = x% — 8, delimitar o erro cometido com xp = 2,827 no inter-
yalo [2, 3].
Depois de isolar a raiz no intervalo [ &, b ], passa-se a calculd-la através de mé- ; 5 min l2x | = 4
todos numéricos. Como serd visto adiante, estes métodos devem fornecer uma se- ) < x <3 =
qiiéncia {xl'-} de aproximag@es, cujo limite é a raiz exata &. 12,827 - & | < 0_’(]£§ = 0,002

Teorema 3.6: Seja & uma raiz isolada exata e x,, uma raiz aproximada da
equagdo fix) = 0, com & e x,, pertencentes ao intervalo [2,b ] e & = 2,827 £ 0,002 (V8 =2828..)
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O cdlculo de m é muitas vezes trabalhoso e dificil de ser feito. Por esta razdo, a to-
lerincia € ¢, muitas vezes, avaliada por um dos trés critérios abaixo:

lfGom)| < € Critério 3.1

lxp = Xp-y | <€ Critério 3.2
— X y

Ml *n || I” 1 <e Critério 3.3
Xn

Em cada aproximagdo xp da raiz exata & usa-se um destes critérios e compara-se 0
resultado com a tolerdncia € prefixada.

Observagdo: Se a raiz é da ordem da unidade (aproximadamente 1), devemos usar
o critério 3.2 (teste de erro absoluto), caso contrdrio, usa-se o critério 3.3 (teste
do erro relativo). Ha casos em que a condigdo do critério 3.2 & satisfeita sem que 0
mesmo ocorra com o critério 3.1.

Agora que jd foi visto como se isolar uma raiz, pode-se passar para a segunda
etapa deste capitulo. Os métodos que se seguem tém como objetivo o refinamento
da raiz isolada.

3.4. METODO DA BISSECAO

3.4.1. Descrigdo

Seja f (x) uma fungdo continua no intervalo [a, Blef(a) - f(B) <0.

Dividindo o intervalo [a, b] ao meio, obtém-se xo (figura 3.18), havendo,
pois, dois subintervalos, (g, xo ¢ [xq, b, a ser considerados.

Se f(xo) = 0, entdo, & = xo; caso contrdrio, a raiz estard no subintervalo
onde a fungdo tem sinais opostos nos pontos extremos, ou seja, se f(a) * fxo) <O,
entdo, & € (g, xo);sendo fla) * fixo) > Oe & € (xq, ).

O novo intervalo [a;, b;] que contém & ¢ dividido ao meio e obtém-se 0
ponto x;. O processo se repete até que sc obtenha uma aproximagdo para a raiz
exata &, com a tolerdncia € desejada.
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3.4.2. Interpretagdo Geométrica

Yy = flx)

N"

—————————— -

Ii- Iligura 3.18. Interpretagio geométrica do método da bissegio.

14.3. Convergéncia

Em alguma etapa do processo tem-se ou a raiz exata & ou uma seqiiéncia in-
flnita de intervalos encaixados a;, by, @5, bq,.. ., an, bn, . . ., tal que

flan) * f(bn) <0 n=1,23,... (3.3)

‘ a cada iteragdo o intervalo [ &, b ] é dividido ao meio, na n-ésima iteragdo o
bmprimento do intervalo serd:
{

b-a
2?1

bp — ap = (3.4)

(ver exercicio 3.12.3)

.Ii = Xn-1 i@e
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entdo : Araiz é & = xq = 1,72656

b—a :

ont1 w5 { Exemplo 3.20

ou Calcular a raiz da equagdo f(x) = x? +Inx come < 0,01.

f
m[@-a) €] a ! Fazendo o grdfico da equacdo verifica-se que & € (0,5; 1,0) e que
n = T T 1

?f,‘f(a) = £(0,5) = — 044315 <0
f(b) = F(1,0) = 1,00000 >0

ou seja, para um dado intervalo [a, b] sdo necessdrias, no minimo, n itera¢des para
se calcular a raiz & com tolerdncia €.

Logo
Visto que os pontos extremos inferiores ay, a3, . . ., ap formam uma seqiién-
cia monétona ndo-descrescente limitada e os pontos extremos superiores by, by, . . ., kN AN BN N FOND E
by fom_lar_n uma seqiiéncia mon6tona ndo-crescente limitada, entdo, por (3.4) exis- Fo SS50000  1.00000 L7 H000 V27 48R
ta um Limite comum. | ] .50000 L 75000 L GEE00 L07935 L 12500
? .62?00 A H0O00 L GBFH0 LO97%4 W O&H2N0
lim ap = limby = & H] .62@00 “68750 LEEAERN 00945 03125
i P ; .gibﬂﬁ .é?é?g ,64963 -.034?1 TS E3
—»o0 64063 EHERS G484 4 L0V e 00781

Passando ao limite na desigualdade (3.3) com n — oo tem-se, em virtude da

continuidade da fungdo f(x), que [ &) |* < 0, de onde A&) = 0, o que significa
que & é uma raiz da equagdo f(x) = 0.

x

Nos exemplos abaixo, a tolerdncia € § avaliada usando-se o critério 3.2. L

Hxemplo 3.21

Exemplo 3.19
3 Calcular a raiz da equagdo f(x) = x> — 10come < 0,1.

. .. 2 <
£1 =x? -3 come < 0,01.
Calcular a raiz positiva da equagdo ) M naoseiquib e, 3 e

Isolando-se a raiz, tem-se que & € (1, 2) e que

f@=f1)=-2<0

@) = f2) = -2 <0
() =f(3)= 17 >0

@) =f@= 1>0
m-se:
Logo:
N AN BN XN F(XN E AN BN XN FON) E
0 1. 00000 2., 00000 4. 850000 - 7000 2. 00000 EI.[_]E]E!DE) 2. 50000 Ya 2S00
1 1.50000 E.UUDUD 4.75%000 LD6250 L 2B0006 2. 00000 2. 90000 2. 25000 1.39062 25000
2 4.50000  4.75000  1.62500 -, 35938 RSO0 2.00000  2.25000  2.12500  -.40430 12500
3 4.62500 1.75%000 1.68B7%50 R B PLIC T L a5l 2.12500 2.25000 2. 18750 YY) 06250
4 1.68750 1.75000 1.7187% =~ 4590 L0312%
5 1.7°187%9 1.75000 1.73437 00806 015463
& 1.7187% 1.73437 1.7e2606 - 01898 . 007814

® x; = 2,18750
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Observagdo: O método da bissegdo deve ser usado apenas para diminuir o intervalo
que contém a raiz para posterior aplicagdo de outro método, pois o esforgo com-
putacional cresce demasiadamente quando se aumenta a exatiddo com que se quer
araiz.

3.4.4. Exercicios de Fixagdo

2

Calcular pelo menos uma raiz real das equagdes abaixo, com € < 1074, usando o méto-

do da bissegdo.

34401 f)=x> - x> - x +30 =0
3442 f(x)=x+logx =0

3443 f(x) =3x - cosx =0

3444 f(x)=x+2co5x =0

3.5. METODO DAS CORDAS
3.5.1. Descrigio

Seja f(x) uma fungdo continua que tenha derivada segunda com sinal cons-
tante no intervalo [¢, b], sendo que f(a) = f(b) < 0 e que existe somente um ni-
mero & Efa, b ]tal quef(&) = 0.

No método das cordas, ao invés de se dividir o intervalo [a, b] ac meio, ele
é dividido em partes proporcionais a razdo — f(a) / f(b) (figura 3.19), ou seja:

hy - fla)
b-a —-fla) + f(b)

I

Isto conduz a um valor aproximado da raiz,

x1=a+hl

f(a)

oo S _ 3.5)
e - Tw Y (

X1 =

Ao se aplicar este procedimento ao novo intervalo que contém & ([ 4, x, Jou
[x.,d 1), obtém-se uma nova aproximagdo x, da raiz.
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[85.2. Interpretagio Geométrica

O método das cordas equivale a substituir a curvay = f(x) por uma corda
que passa através dos pontos Ala, £(a)] e B [b, f(b)]. Quatro situagGes sdo pos-
Mfveis:

fl@ <0 e f(b) >0 : Casol
fl@) >0 e f() <0 : Casoll

(figura 3.19)

e - 3 (figura 3.20)

4]

fl@) <0 e f(b) >0 : Casolll

) < (figura 3.21)
[1(x) g fl@) >0 e f(b) <0 : CasolV

(figura 3.22)

A

()1

oy

Jigura 3.19. Caso L.

[@

f(b)+

i
{Migura 3.20, Caso II.
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!
y
f@)
- -
0 I| x
|
|
1
f@ + A

Figura 3.21. Caso III.

fla) +

i) l-

Figura 3.22. Caso IV.

Caso 1

Pela figura 3.19 vé-se que

f®) — f(xo) 0 — fxo)

b—xo Xy — Xo

Xy — Xo _ Io—b

—fxo)  flxo)-F(®)

~ o)
LT e e ST oD

*y

Por indugdo,

X+ 1= xn

n =012,...

Caso IT

Pela figura 3.20 vé-se que

/(@) — f(xo) _ 0 - rxo)
Xo — @ Xg — X1

Xy — Xp e Xog — &
/(xo) fxo) — f(a)

X = Xp f(xO)

TG — @ T2

P'or indugdo,
e f(xn)
n+1=xy — ———
f(xn) — f(@)
n=20,12,...
Cugo 111

I'sla figura 3.21 vé-se que
[(xo) —fl@) _ fxo) -0

Xo — a - Xo — X
X — X0 _ Xg — a

S (xo) T fxe) — fla)
- L&) -

fxo) — f(@)

S xn) :
fem-f Y ekl
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Gen — a)

(3.7)
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Por indugdo,
I
A T e TR s
n=20,12...
Caso IV
Pela figura 3.22 vé-se que
fg) — fB) — flx) =0
b — xy Xp — Xp
Xy — X0 _ _ Xo — b
fxo) fxo) — [®)
f(xo)
= - — - b
TR ey
Por indugdo,
o 3 f(en)
Xn+1 = Xp f—»—(xn) —70) (xp — B) 3.9)
n=2012,..

3.5.3. Equagédo Geral

Observando as figuras 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22 e as equagbes (3.6), (3.7),
(3.8) e (3.9) conclui-se que:

a) O ponto fixado (a ou b) é aquele no Qual o sinal da fungdo f (x) coincide
com o sinal da sua derivada f"'(x).

b) A aproximagio sucessiva ,, se faz do lado da raiz &, onde o sinal da fun-
¢do f (x) é oposto ao sinal de sua derivada segunda f”'(x).

Com base no que foi exposto; tem-se a equagdo geral para o cdlculo de raiz de
equagdo pelo método das cordas:
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f o)
= e O 610

n=2012,..
sendo ¢ o ponto extremo do intervalo [a, b | onde a fungdo apresenta 0 mesmo si-

nal de f7'(x), ou seja,
f(c) + fc) >0

3.5.4. Convergéncia

A aproximagdo x,+1 estd mais proxima da raiz & que a anterior x,,. Supondo

f=1lmx, @<&<b

n—roo
:llte limite existe, pois a seqiiéncia {x,, 71 é limitada e mondtona.
. Passando ao limite na equagdo (3.10)
I im xp4; = lim x; — lim ‘: fxp)

~rco — R B F (x" =g
F nree S fxy) — f(©)

M-z T®  @-0: f@®=0
®-ro

No§ exemplos abaixo, a tolerincia € ¢ avaliada usando o critério 3.2,

mplo 3.22

Calcular a raiz da equagdo f (x) = e¥ — sen x —2 com€ < 1075,

Esta equagdo tem uma raiz em [ 1,0; 1,2 ] (Ver exemplo 3.14):
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fx) =€ +senx>0¥x€[10,12]

F(1,0) = —0,12319 < 0] ¢ = 12poisf(1.2) * f7(1,2) >0
£(1,2) = 038808 >0 | xo =10

N XN FXND E

0 1 0000 L TR

1 1.0481% - D404 =~ Das19
2 1.0034Y = DO -~ Q030
3 105404 L0016 = DO0D7
4 1.DG412 -, Qo002 - DOo0é
o 1.0%413 -, 00000 =L 0000

Logo,
& = x5 = 1,05413
Exemplo 3.23
Caleular uma raiz da equagio f(x) = 2x* + senx — l0come < 1073,

Fazendo um esbogo da fungdo, vé-se que & € [m/2,7]:

) =4 — senx >0 ¥ x €[n/2,7]

f(m2) = -4,06520 <O ¢ =mopoisf(m * f(m >0
f@® =973921 >0 xo=T/2

N N FOXN) E

0 1.570B0 -4.06518

1 2.08337 ~.83587  -.46257

2 2.120%97 - 15054 -, 08760

3 2.13651  ~.02648  -.01554

4 2.13%23  ~.00464  -.00273

&  2.43971  ~.00081  -.00048
Logo,

& = x5 = 2,13971

Exemplo 3.24

Calcular um zero do polindmio f (x) = x3 — 4x® + x + 6 com
g 10"
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\plicando o teorema de Lagrange e fazendo um esbogo da fungdo. consta-
ta-se que existeuma & € [ 14:2,2 |:

f'x) =6x - 8>0 % ¢« € [14,22]

f(1.4) =230400 >0 c =14 poisf(l4): f(14) >0
[ f(22) = -0,51200 <0 Xo=122

N XN FOXN) E

0 2.20000 ~.51200

1 2.05455 - 17 ER L4545

g 2.01266 -, 03745 .04189
_ 3 2.00281 - 00841 . 00985
| ]'_ogo’

& = x; = 2,00281

|

1 8.6.5. Exercicios de Fixagdo

g' Calcular pelo menos uma raiz real das equagSes abaixo, com € < 107>, usando o méto-
tlo das cordas.

S5 o) =x - 10lx -5 =0

W52 fox) =x* —e?* +3 =0

E&..s.s.s fe =253 +x% _ 2 =9

NIS54 F(x) =senx — Inx =0

3.6. METODO PEGASO

,6.1. Introdugdo

: O método das cordas pode ser alterado de maneira a ter uma maior conver-
Ncla; o método da regula falsi é um exemplo disto. Este, também, sofreu altera-
B8 para acelerar a convergéncia, resultando métodos como o de Illinois [ 10 Je o

150,

A origem do nome Pégaso ¢ devida a utilizagdo deste método em um com-
tidor Pégaso, sendo seu autor desconhecido.

_ Serd vista nesta se¢@o uma breve descrigdo do método, porém, maiores de-
108, como convergéncia, podem ser encontradosem [ 11 |.
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3.6.2. Descricdo

Seja f (x) uma fungdo continua no intervalo [ xq, X ]ef(x_o) * flx 1’) <60é
Como existe uma raiz neste intervalo (teorema 3.1), as sucessivas aproximagoe

REFERENCIA ¢
Dowell,M. & Jarratt P. The “ PEGASUS * method
for computing the root of an equation,
BIT 42 t 503-508 (1972)

i idas pela formula de recorréncia abaixo: uso 1
X3, X3, X4, . . - desta raiz podem ser obtidas p CALL PEGASO(FUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER, X, XA, X8)
PARANETROS DE ENTRADA &
* VY0 — x - 3.11 FUNCAO : ESPECIFICACAO DA FUNCAO
o i :iE_Ezf_ﬁ_____E:lz_ n=123,... @.11) ITEMAX t NUMERO MAXIMO DE ITERACOES
ntl= Xn FGen) — Fxny) TOLER @ TOLERANCIA DA RAIZ

n n-1 XA 1 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO

X8 t LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO

PARAMETROS DE SAIDA @
ITER : NUMEROQ DE ITERACOES BASTAS
X ¢ RAIZ DA EQUACAO

onde as aproximagdes da iteragao seguinte sdo escolhidas do seguinte modo:

se f(xy41) * fx,) <0, entdo [x,_1, f(xp-1) ] é trocado por
[x,, flxp)]

FUNCAO EXTERNA REQUERIDA :
FUNCAO 2 ESPECIFICACAO DA FUNCAO

FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA @
ABS t VALOR ABSOLUTO

I R R I R

- _1) ] é trocado por
) ) > 0w ) £ eas )

SUBROUTINE PEGASO(FUNCAO, ITEMAX,ITER,TOLER,X, XA, XB)

INTEGER ITEMAX, ITER

REAL A,B,DIF,FA,FB,FUNCAO,FX, TOLER, TOLER2, X, XA, XB

g e esta escolha
Em ambos 08 casos, [ x,, f (x,) ] ¢ trocado por [ Xpt1.f Gpen) ] A

garante que os valores da fun¢do usados a cada iteragdo tenham sempre sinais

WRITE(3,13)
opostos. 18 FORMAT(1iHO, 14X, 3BHCALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO,
; G 7H PEGASO, /42X, {HN, 9X, 2HXN, 11X, SHF (XN) , 7X
5 . fﬁtol r » r r ] r r r
. ; ¢oaso ¢ reduzir o valor f(xp_;) por um H 10HTOLERANCIA)
A filosofia do método Pégaso ¢ Fo de um ponto, como o ponto ITER=0
fx W xn) + fxn + 1)) de modo a evitar a retengdao 5 p : Wi B TOLER# KD
[ ;(c)] no método das cordas, e com isto obter um método de convergeén 2,::
¢ =
) J . FA=FUNCAQ (A)
répida. FB=FUNCAO(B)
X=8

) WRITE(3,23) ITER,X,FB
29 FORMAT(10X,13,4X,F10.5,2(5X,4PE10.9))
- 80 CONTINUE
- DIF=FB*(B-A)/(FB-FA)
X=X~DIF
FX=FUNCAQ{X)
IF(FX%FB.GE.0.0) GO TO 40
A=B
FA=FB
GO TO 50
AN CONTINUE
FA=FARXFB/(FB+FX)
Ho CONT INUE
B=X
FB=FX
ITER=ITER+1
WRITE(3,23) ITER,X,FX,DIF
Li=ABS(DIF).GT.TOLER
L2=ITER.LT.ITEHAX
L3=ABS(FA).BT.TOLER2
LA=ABS(FB).GT. TOLERZ

3.6.3. Implementagdo do Método Pégaso

Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela ,sub-rotina PEGASO, a
fungdo requerida por ela e um exemplo de programa para usé-la.

3.6.3.1. SUB-ROTINA PEGASO

-
amsamEEmEEEE
TR
e R R "
R -
R L L

SUBROTINA PEGASO

BJETIVO =
§ CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO

METODO ¢
METODO PEBGASO

coooaononon
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c QUANDO PELO MENOS UMA DAS EXPRESSOES LOGICAS ACIMA Para resolver este exemplo usando o programa acim
g ey Bl e P prog a, devem ser fornecidos
c
IF(LL{.AND.L2.AND.L3.AND.L4) BO TO 30 a) Dados de entrada
IF(L2) GO TO &40
WRITE(3,53) [TEMAX 1.0, 2.0, 0.00001, 10
53 FORMAT (1HO,5X, 2SHERRO = NAC CONVERGIU COM I3,
6 10H ITERACOES) i
. —— b) Fungdo FUNCAO
RETURN e
END )
e FX)
e
REAL FUNCTION FUNCAQ(X)
REAL X
3.6.3.2 FUNCAO FUNCAO FUNCAO=S . 0-X*EXP (X)
RETURN
C . END
C F(X)
c
REAL FUNCTION FUNCAQ(X) .
REAL X Os resultados obtidos foram:
FUNCAO= “ escreva a forma analitica de f(x) ”
RETURN :
END UALCULO DE RAIZ DE EQUACAD PELO METODO PEGASO
X XN F{XN) TOLERANCIA
2.00000 ~9.778E+00
1.18920 1.094E+0D 8.10BE~01
1.2707% 4.743E~01 -B.159E-D2
1.31784 7 . 744E-D2 -4.704E-02
3.6.3.3 PROGRAMA PRINCIPAL {.32672 4.3B7E-05 ~-8.883E-03
1.32672 0.000E+00 -5.035E-06
c ﬁlz DA EQUACAO .= 1.32&72
c PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA PEGASO s
s ITERACOES BASTAS = 5
INTEGER ITEMAX,[TER _
REAL é,B,FUNCAO, RAIZ, TOLER
EXTERNAL FUNCAO
READ(i,11) A,B,TOLER, ITEMAX
14 FORMAT(3F{0.D,12)
c A : LIMITE INFERIOR DO INTERVALO
c B : LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO emplo 3.26
C TOLER @ TOLERANCIA DA RAIZ
g ITEMAX : NUMERO MAXIMO DE ITERACOES Achar a raiz negativa de f(x) = x3 — 2x* — 20x + 30 = 0, com
~6
CALL PEGASO(FUNCAO,ITEMAX,ITER, TOLER,RAIZ,A,B) & 107° (ver exemplo 3.16)
5 .
WRITE(3,13) RAIZ,ITER _ Mesmo usando o intervalo original [ —6,48; — éncia é rapi-
13 FORMAT(1HD, 11X, {7HRAIZ DA EQUACAO = ,F10.5,//12X, g [ 6,48, —0,79 ], a convergéncia é rapi
6 {FHITERACOES DGASTAS = ,I4)
CALL EXIT L
END UALCULO DE RAIZ DE EGUACAO PELO METODO PEGASO
XN F{XN) TOLERANCIA
~. 79000 4.406E+01
-1.83223 5.378E+04 1.042E+00
~3.58928 2.978E+01 1.757E+00
~4,58188 -{.454E+01 9.926E~-01
Exemplo 3.25 ~4.22744 3.257E+00 ~3.544E-01
_ 5 -4.28575 2.607E~01 5.831E-02
Calcular uma raiz de f(x) = 5 — xe* = O,com € <1077, -4.29070 1.373E-03 4.956E~-03
-4.29073 -5.722E-06 2.425E-05
-4.29073 ~5.722E-04 -1.088E-07

Fazendo um esbogo da equagdo, vé-se que & € [1,2].
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Logo,
& = xz = —4,29073

Exemplo 3.27
Calcular umaraiz de f(x) = (x — 3P —e™* — 55 = 0,come <10~.

Deve-se observar a convergéncia, ainda que usando um intervalo grande
como [0, 20 ].

CALCULO DE RAIZ DE EQUACAQ PELO METODO PEGASO

N XN FOXND TOLERANCIA
0 20.00000 2.340E+02

1 3.34520 5. 492E+01 1.665E+01
2 6.51088 -4.26BE+01 -3.144E+00
a 9.81257 ~8.509E+00 ~3.8302E+00
4 10.55282 2.045E+00 -7 .402E-04
s 10.41044 -8.551E-02 1.424E-01
é 10.41645 -7.782E-04 -5.488E-03
7 10.41620 0.000E+00 -5.244E-05
Logo,

& = x; = 10,41620

3.6.4, Exercicios de Fixagdo

Calcular pelo menos uma raiz real das equagdes abaixe, € < 10_3, usando o método
Pégaso.
3641 fx) =eCO8X +x3 _ 3 =9
3642 f)=01x> - ¥ +2 =0
3643 f(x) =2In(3 — cosx) — 3x¥ +5senx =0
3644 f)=x*_-5x*+x+3 =0

3.7. METODO DE NEWTON
3.7.1. Descrigdo

Seja f (x) uma fungdo continua no wntervalo [, b ] e & o seu Gnico zero
neste intervalo; as derivadas f'(x) (f'(x) 3= 0) e f'(x) devem também ser continuas,
Encontra-se uma aproximagio X, para a raiz & e ¢ feita uma expansio em série de
Taylor para f(x) = O:
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Fx) =fG,) + Fxn) (x — xp)
FOa1) =0 =f(x,) + f,(xn) (pt1 — Xp)

'_}'J,'Ex%g) = Xnt1 — Xp

i _ S Gn)
Xn+1 Xp —f’(xn) (3.12)
n=012,...

inde x,+, é uma aproximagdo de &.

17.2. Interpretagéo Geométrica

0 método de Newton é equivalente a substituir um pequeno arco da curva
Yy = f(x) por uma reta tangente, tragada a partir de um ponto da curva (figura

Como no método das cordas, quatro situagdes sdo possiveis:

(figura 3.19)

["(x) >0 ) f(x) >0 : Casol
. (figura 3.20)

fix) <0 : Casoll

(figura 3.21)

') <0 )} fx) >0 : Casolll
] (figura 3.22)

f(x) <0 : CasoIV

i A equagdo do método de Newton serd deduzida a partir do Caso I, em-
J01a todos os casos fornegam a mesma equagao.

——————n

A

3.23. Interpretagdo geométrica do método de Newton.
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A fim de se obter uma melhor aproximagdo x; da raiz &, traga-se, a partir do
ponto By [ xo, f(xo) ], uma reta tangente & curvay = f (x), que intercepta o eixo
dos x no ponto x,. Do ponto B; [ x;, f (x,) ] traga-se outra reta tangente a curva
que corta o eixo dos x no ponto x,, sendo este ponto uma melhor aproximagdo da
raiz. O processo se repete até que se encontre & = x,, com a tolerdncia requerida.

Geometricamente:

_ o) _
tgo *;‘;—_0?1— fxo)

— fxo)

P .
° & f'(xo)
£ (xo)
xl ° f(xo)

wp =S = fixy)

Xy — Xa

nns A
T
Por indugo,
Xpt1 = Xn SCn) =0L2,... (3.13)

- ['Gen)

3.7.3. Escolha de x4

Pela figura 3.23 vé-se que tragando a tangente a partir do ponto 4 [ xo,
£ (xo) ] pode-se encontrar um pontox; §[4, b ]e o método de Newton pode ndo
convergir. Por outro lado, escolhendo-se b = x4 0 processo convergird.
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E condigdo suficiente para a convergéncia do método de Newton que:
f(x) e f’(x) sejam ndo nulas e preservem o sinal em (g, b) e X, seja tal que
[(xo) * f"(x0) >0.

3.7.4. Convergéncia

Sendo

B = im x, (@ <& < b)

n—>r oo

pste limite existe, pois a seqiiéncia {x,,} ¢ limitada e mondtona. Passando ao limi-
le a equagdo, tem-se que

m x,,+; = lim x, — lim ( flxn) )

(] n—roe n—> oo fo")
2=z - 1 &)

b F1&)
/(&) =0

J4 que a fungdo f(x) tem somente um zero no intervalo [ a, b ], conclui-se
fque:

8,7.5. Implementagdo do Método de Newton

Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina NEWTON, as
flingdes requeridas por ela e um exemplo de programa para usé-la.

{4.75.1. SUB-ROTINA NE WION

SUBROTINA NEWTON

OBJETIVO =
CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO
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[}

oo n

nnnnnnnnnnn_nnnnnnnnnnnnnno

METODO UTILIZADO
METODO DE NEWTON

uso @
CALL NEWTON(DERFUN,FUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER, X, XD)

PARAMETROS DE ENTRADA :
DERFUN 3 ESPECIFICACAO DA DERIVADA DA FUNCAO
FUNCAO 3 ESPECIFICACAC DA FUNCAO
ITEMAX 3 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES
TOLER = TOLERANCIA DA RAIZ
X0 t APROXIMACAO INICIAL DA RAIZ

PARAMETROS DE SAIDA ¢
ITER t NUMERO DE ITERACQES GASTAB
X t RAIZ DA EQUACAQ

FUNCOES EXTERNAS REQUERIDAS 2
DERFUN = ESPECIFICACAQ DA DERIVADA DA FUNCAO
FUNCAO = ESPECIFICACAC DA FUNCAO

FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA 2
ABS : VALOR ABSOLUTO

MmmsEBREEEEREE BN EE e EE AN mE e assmmsREEmnEnn WEamEssEmEEREW e aE N

SUBROUTINE NEUTON(DERFUN,FUNCQO,ITEﬁﬂX,ITER,TOLER,X,XD)

INTEGER ITEMAX,ITER

REAL DERFUN,DFX,DIF FUNCAO FX,TOLER, X,X0
LOGICAL DIVZER,L1,L2,L3

DATA DIVZER/.FALSE./

WRITE(3,43)
43 FORMAT(1iHOD,10X,38HCALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO,
G 10H DE NEWTON, /12X, 1HN, 10X, 2HXN, 11X, 5HF (XN), 7X,
H {OHTOLERANCIA)
ITER=0
X=X0
FX=FUNCAO(X)
DFX=DERFUN(X)
WRITE(3,23) ITER,X,FX °
23 FORMAT(iDX,I3,8X,F10.5,2¢5X,iPEL0.3))
30 CONTINUE
IF (ABS(DFX) .LT.1.0E~5) GO TO 40
DIF=FX/DFX
X=X~DIF
FX=FUNCAO(X)
DF X=DERFUN(X)
ITER=ITER+1
WRITE(3,23) ITER,X,FX,0IF
60 TO 50
40 CONTINUE
DIVZER=.TRUE.
50 CONTINUE
Li=ABB(DIF).GT.TOLER
L2=1TER.LT.ITEMAX
L3=.NOT.DIVZER

QUANDO PELO MENOS UMA DAS EXPRESBOES LOGICAS ACIMA
FOR FALSA O CICLO TERMINARA’

IF(Li.AND.L2.AND.L3) GO TO 30
IF(L2) G0 TO &0
WRITE(3,53) ITEMAX
53 FORMAT ( iHO, 58X, 25HERRO & NAO CONVERGIU COM I3,
<} i0H ITERACOES)
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4D CONTINUE
IF(L3) GO TO 70
WRITE(3,43)
63 FORMAT (1HD,5X, 24HERRO = ABS(F’ (X)) ¢ 1.0E~5)
70 CONTINUE
RETURN
END

3.7.5.2. FUNCOES FUNCAO E DERFUN

F{X)

Doo0

REAL FUNCTION FUNCAQCX)

REAL X

FUNCAO= * escreva a forma analitica de fGa0 7
RETURN

! END

Frex)

i 2 =1 =

REAL FUNCTION DERFUNCX)

REAL X

DERFUN= “ escreva a forma analitica de Frim) -
RETURN

END

1.7.5.3. PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA NEWTON

INTEGER ITEMAX,ITER

REAL DERFUN,FUNCAO,RAIZ,TOLER, X0

EXTERNAL DERFUN, FUNCAO

READ(i,14) XO,TOLER,ITEMAX

1§ FORMAT(2FiD.0,12)

X0 1 AFROXIMACAC INICIAL DA RAIZ
TOLER t TOLERANCIA DA RAIZ
ITEMAX 1 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES

CALL NEWTON(DERFUN,FUNCAO,ITEMAX,ITER, TOLER RAIZ, X0}

WRITE(3,13) RAIZ, ITER

13 FORMAT(1HO,11X,i9HRAIZ DA EQUACAO = ,F10.5,//%2X,
a 1PHITERACOES GABTAS = ,14)

CALL EXIT

END

do-se o programa Newton, com tolerincia €, avaliada pelo critério 3.2.

Nos dois primeiros exemplos dados a seguir, os resultados foram obtidos
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Exemplo 3.28 '; Exemplo 3.29

Achararaizde f(x) = 2x3 + Inx — S = 0,com € < 10~7. Calcular a raiz negativa de f (x) = x3 — 5x% + x + 3,come <1075,

Fazendo um esbogo da equagdo vé-se que & € [ 1,2 J: Aplicando o teorema de Lagrange, nota-se que & € [ —2,44; - 0,38 [:

f’x) =6x*+ 1/x - f'x) =3x* — 10x + 1

7)) =12x — 1x* > 0¥ x €[1,2] s g
1) = -3,00000 < D}x 2 pois f2) * £12) >0 [y =6x — 10 <0 ¥ x <5/3
fR)y =11,69315>0f""° | (-2,44) = —43,73478 <0

f(-038) = 1,84313 >0 Xo= —2,44 poisf(-2,44) * f"(-244) >0

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devern ser fornecidos:

(ALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON
N XN F (XN TOLERANCIA

a) Dados de entrada 0 -2.44000 ~4,373E+04
000 1 -1.42904 -1 . 4546E+01 -1 .044E+DD
2.0,0.0000001, 10 2 -.88937 -2.54BE+00 -5 397E-01
. 1 -. 68167 -3.21BE-D1 -2.077€E-04
b) Fungdées FUNCAO e DERFUN E A ~.64673 ~8.558E-03 -3.494E-D2
] - GASTS -6 .67 6E-D6 -9.8412E-04
b - 64575 0.000E+00  ~7.646E-07
c it
C F{X) :
0:
C LDS
REAL FUNCTION FUNCAOQCX)
REAL X i = x; = —0,64575
FUNCAOQ=2,0%X*¥*3+AL0G(X)~%5.0 :
RETURN
. ENE Kxemplo 3.30
ié Frox) Calculary/@ (¢ = 0)paraa = 5, a = 16,81 ea = 805,55, com € < 1075,
REAL FUNCTION DERFUNC(X) _ o
REAL X Fazendox =/a temse que:
DERFUN=6 . D¥X#%#2+1.0/X g
RETURN (¥) = x a
END . . _ B
§ 0 problema reca1 no cdlculo da raiz desta equagdo.
Os resultados obtidos foram: Hintao,
: b/ L)
CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON nt1 n 'Gen)
N F OXN) TOLERANCIA n
o 2.00000 1.169E+04 2
i 1.52273 2.482E+00 4.773E-04 Xp — @
2 1.35237 2.485E-04 {.704E-04 =Xn — 5
3 1.33145 3.540E-03 2.1226-02 Xn
4 £.33084 4,74BE-07 3.084E-04
5 i.33084 4.748E~07 4 .194E-08

RAIZ DA EQUACAD = 1.33084

ITERACOES GASTAS = 5
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Este método de cilculo da raiz quadrada é chamado processo de Hero. Pode-
-s¢ mostrar que se xg > 0 0 processo converge, mas deve-se tomar cuidado na es-
colha de xq. Existem vdrias maneiras de se escolher x; ¢ uma delas é a seguinte.
Escreve-se @ na forma
a=m:- 102P+ff

onde m é a mantissa na forma normalizada (0 < m < 1) e 2p+q é o expoente,
sendo ¢ igual a O ou 1.

Entido,
VAR RN AN

Usando um ajuste hiperbélico para \/r? , tem-se a primeira aproximagio para\/c;

% =(1,68 —1—’29;)-10!’ . 3,169
0,84 +

E, a seguir, calculam-se as raizes:

Para a =35

a=105¢°10! . m=035p=0eq =1

n Xp €

0 2,26671

1 2,23628 0,03043

2 2,23607 0,00021

3 2,23607 0,00000 = /5 = 223607

Para a = 16,81

a =0,1681 = 102 .. m =0,1681,p =leq =0

n Xp €

0 4,00365

1 4,10116 0,09751

2 4,10000 0,00116.

3 4,10000 0,00000 =,/716,81 = 4,10000
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Para a = 805,55
a = 080555 « 10> . m =080555,p=1¢eq=1
n xn 13
0 28,31574
1 28,38229 0,06655
2 28,38221 0,00008
3 28,38221 0,00000 = /805,55 = 28,38221

Observagdo: Nio se deve usar o método de Newton para resolver equagdes cuja cur-
vay = f(x), proxima do ponto de intersegio com o eixo dosx, € quase horizon-
tal, pois neste caso f'(x) = 0ef(x)/ f’(x) dard um nimero tdo grande que pode
ndo ser possivel representd-lo em um instrumento de célculo.

3.7.6. Exercicios de Fixagdo
Calcular pelo menos uma rajz real das equag3es abaixo, com € < 10_3, usando o méto-

do de Newton.

3761 f(x) =2x —senx+4 =0
2762 fx) =& —tgx =0
3763 fx) =10 +x>+2 =0
2764 fo)=x>-x*_12x =0

3.8. METODO DA ITERAGCAO LINEAR

3.8.1. Descrigédo

Sejam f (x) uma fun¢do continua no intervalo [ 4, b ] e & um nimero perten-
cente a este intervalo tal que £ (&) = 0.

Por um artificio algébrico pode-sc transformar f (x) = 0 em
x = F(x)
onde F (x) é chamada a fungdo de iteragdo.

Sendo x, uma primeira aproximagdo da raiz &, calcula-se F' (xg). Faz-se, en-
tho,x; = F(xo);X; = F(x1);x3 = F (x;) e assim sucessivamente, ou seja:

Xp41 =F(x,) , n=0,1,2,.. (3.14)
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Se a seqiiéncia -]xo,xl,xz, } é convergente, isto é, se existe o limite x, = &e
n—>oo

F(x) ¢ continua, entdo, passando ao limite a equagdo (3.14), tem-se:

im xp4y = Flim x,)
n —>oco n —>oo

& =F(&
onde & é uma raiz de f (x) = 0.

3.8.2. Interpretagio Geométrica

Tragam-se no plano xy os grdficos da fungdo y = x e y = F(x). Cada raiz
real & da equagdo x = F(x) ¢ uma abscissa do ponto de intersegdo R da curva
¥ = F(x)com a bissetriz y = x (figura 3.24).

1\ 0C;= B\C; = A¢Cy > x1 = Flxp)
y
YEX 00, = By = A0y 7 xp = Flxy)
¥ = Fix)
A A3R 0C3= B3C3 = A202 - x3= F(xz)
2 - BS .
1
|
|
|
|
I
I ]
.IF x) >0 X, = Flm)
|
|
|
|
’.
Co! €l GjCi 1 Col 0¢ = CeR —~ &=F@®
0 *o X1 X3 X3 & X

Figura 3.24. Interpretagdo geométrica do método da iteracdo linear.

Do ponto Ag [xg f(xg)] constréi-se a linha poligonal AyB14B;A44B5 ...
(em forma de escada), cujos segmentos sdo, alternadamente, paralelos aos eixos dos
x ¢ dos y, sendo os pontos 4; pertencentes d curvay = F(x) e os pontos B; perten-
centesd retay = x.

Os pontos A;, B; possuem abscissas comuns X;, que s3o0 as sucessivas aproxi-
magdes da raiz &.
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Esta representacdo geométrica pode ser vista sob outro aspecto.

Seja o tridngulo is6sceles OC,B;. Os lados OC, e BC| sio iguaise B,C; =
- Aoco. Como 0C1 =X ercO o F(xo),entﬁoxl = F(xg).

No triangulo OC, B, os lados OC; e B, C, sdo iguais e B,C, = A4 ,Cy; consi-
derando que OC; = x5 eA4,Cy; = F(xy),entdo,xy, = F(x,).

Por indugdo temos que xn + 1 = F(xp). Repetindo o método infinitas vezes
chega-se ao tridngulo OC R, onde OC o, = Co R, OC = & e C R = CooF(8) =
= F(&) ouseja, & = F(&).

A linha poligonal tem a forma de escada quando a derivada F ’(x) ¢ positiva.
Se ela for negativa ter-se-d uma poligonal de forma espiral (figura 3.25).

y=x
|

A, By

|

v Ir <

______ P

! ! 7 : 1 (x) 0

o | |

ol I Ag |

i p | 4

1 B3 ﬂ_l__+__ F"12

Bll | 1 1 | Ao
- Ty =P ()
[ |' | ]
L 1 1 -

0 Xy X3 (ca Xq Xq Xo X

Ifigura 3.25, Iteragdo linear com F'(x) <0 (forma espiral).

| 88.3. Convergéncia

_ Nas figuras anteriores nota-se que a curva y = F(x) inclina-se numa regido
' proxima de &, isto &, | F(x) | <1 e o processo de iteragdo converge.

Por outro lado, se | £°(x) | > 1 o processo nao converge (figura 3.26).

Portanto, antes de se aplicar o método da iteragdo linear deve-se verificar se a
.:hmt;io de iteragdo F'(x) escolhida conduzird a um processo convergente. As condi-
§0es suficientes para assegurar a convergéncia estao contidas no teorema 3.7.

Teorema 3.7: Seja & € I uma raiz da equagdo f(x) = Oe F (x) continuae
orencidvel em . Se | F'(x) | <k < 1 para todosospontosem I ex, € I, en-
0 08 valores dados pela equacdo (3.14) convergem para &.



134 CALCULO NUMERICO

X

Figura 3.26. Iteragdo linear ndo convergente | F'Gy | > 1)

D

1)

Demonstragdo

X €1 >x, EI'Vn

Cémniz > & = F(&)

Subtraindo da equagdo (3.14) a equagdo acima, tem-se
Xpt1 — & = Fx,) - F(&)

Pelo teorema do valor médio, existe w, comx, < w, < &, tal que

Xpt1 = & = FYwn) n — &)

Paran = O

x; — & = F(wo) (xo— &)

como wy €I e| F(wo) | < 1segue que
|xy — & =|Fl(wo) | * ko - &l
% —&1<|x —&|=>x €I
Por indugdo, pode-se mostrar que

x, €I ¥n

lim x, =&
n—)-oo

(3.15)
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Sejae, o erro cometido na n-ésima iteragdo, isto é,

en =Xy — &.

Substituindo a equagdo acima na equagdo (3.15) tem-se:
ent1 = Flwy)en

Fazendon = 0,1, 2, . ..naequagio acima e considerando que
[ F) | <k <1:

| eptr | <K el (3.16)

sendo e 0 erro na aproximagdo inicial.

Passando ao limite na equagdo (3.16) tem-se:

lim | ep4y | < lim K**1 | g |

n—roo n—+oco
lim | e,y | =0,(k <1)
n—roo

lim | x, - & I=0
n— oo

lim x, =&
n—>oo

Quando a iteragdo converge

lim en+1 = lil’l'lF,(wR) = F’(&)

n—*oc ¢ 5 —roo

n

Esta equagdo garante que para grandes valores de n o erro em qualquer itera-
seja proporcional ao erro da iteragdo anterior, sendo o fator de proporcionali-

lide aproximadamente F'(&).

E por isso que o processo é denominado iteragdo linear e a convergéncia serd

to mais rdpida quanto menor o valor de | F/(&) | .

\8.4. Escolha da Fungéio de Iteragdo

A partir de uma fungfo f (x) podem-se obter vérias fung@es de iteragdo F (x),

Jém nem todas poderdo ser utilizadas para avaliar &,

S50 se deve usar uma F (x) que satisfaga ao teorema 3.7,
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Exemplo 3.31
Sejaf(x) = x? — senx =0 comxy, = 09.
Pode-se facilmente obter trés fungSes de iteragdo.

1) Somando x aos dois membros:

x =x* —senx +x = F(x) =x* —senx +x

2) Somando sen x e extraindo a raiz quadrada:

x? — se(x + sewx = senx

x = t+/senx > Fy(x) =+/senx

3) Subtraindo x? e calculando o arco seno:

A —senx — @ = -x?
senx = x*

x = sen—! (x?) > F3(x) = sen ' (x*)
As derivadas das fungBes de iteragdo sdo:
F'i(x) =2x — cosx + 1

an (x) _ COs X

2 y/senx

2x

BE =

Como o valor de& é desconhecido, substitui-se xo = 0,9 nas derivadas (por
isto deve-se tomar X 0 mais préximo possivel de &);

| F'1(09) | =2,178 > 1
| F,09) | =0351 <1
| F509) | =3069 > 1

Pelos resultados acima pode-se concluir que somente F; (x) deverd convergir,
De fato, calculando duas iteragBes com as trés fungdes, pode-se constatar isto, polf
é a Gnica em que €, > 0:
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Fix) Fa(x) F3(x)
Xn €n Xn € Xy €n
0,900 0,900 0,900
0,927 0,027 0,885 0,015 0,944 0,044
0,987 0,060 0,880 0,005 1,100 0,156

Nos exemplos abaixo, a tolerdncia € é avaliada usando o critério 3.2.

lixemplo 3.32

Calcular a raiz positivade f(x) =x% — x — 1 =0, come < 1073,
Aplicando o teorema de Lagrange, vé-se que & € [0,50;2,00 ].

Sejaxq = 1,5

: -2/
P = 5T P = (1;_11 'SP | =018 <1

XN E
1. 50000
1436724 - 14279
1.33086 = 02635
1.32588 =~ 00455
1.32494 ~. 00094

B & x, = 132494

iemplo 3.33
Avaliar a raiz de f(x) = e* + cosx — 3 =0, come < 1074

Fazend o, vé
s endo um esbogo da fungdo, vé-se que a escolha de X9 pode recair em

sen x
3 —cosx

F(x)=1n(3 —cosx) .. F’'(x)= = |F)l =034 <1
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N XN E

0 1. 30000

1 L0004 - 09996
2 Bbbhh4 - 033460
3 LBES46 =L 01098
4 85191 ~-.D035%5
] 85077 =001 4
b « 85041 - Q0037
7 85029 -~ 00012
B .B85025 - 00004
Logo,

& = x5 = 085025

Exemplo 3.34

-2
Achar a raiz de f(x) =cosx + Inx + x = 0 com € < 107“.
Fazendo um esbogo, vé-se que xo = 0,5.

F) =SBX sl = | FO5) i =013 <

s P x) =g R L

N XN E

] » 50000

1 CRE2TG - 24781
2 RYBO7 . 04288
3 28598 - . 00909
Logo,

& = x; = 0,28598

3.8.5. Exercicios de Fixagdo

; -3
Calcular pelo menos uma raiz real das equagdes abaixo, com € < 1077, usando 0
método de iteragdo linear.

3851  fx) =x3 —cosx =0
3852 f)=x*+e¥ _3=0
3853 f=3x*-x-3=0
3.8.5.4. Foy =e* +cosx — 5 =0
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37_' 9. COMPARACAO DOS METODOS

- Para concluir este capitulo dd-se, a seguir, 0 niimero de iteragdes gasto em ca-
il método para se avaliar a raiz de duas equagdes.

Exemplo 3.35

f(x) =eOl*+x2 _10=0, <105 ¢ &8€[2,535]
| ) = _0,1 e~0,lx +2x

[llx) =001e01x +2>0¥%x€[2535]

(X)) = £/ 10 — e~ 0:lx

Bisseg¢do Cordas Pégaso Newton | Iteragdo Linear
16 6 4 3 4
3,04342
wmplo 3.36

=xt x4t x —25=0, <107 e &E[09,;193]
E Sx* + 3x% + 2x + 1

=(25-x% - x* - x)02

Bisseg¢do Cordas Pégaso Newton | Iteragdo Linear

16 8 6 4 10

L 1,72313

0, OBSERVAGOES FINAIS SOBRE 0S METODOS
'f!- Bisse¢do

Niio exige o conhecimento das derivadas, mas tem uma convergéncia lenta.
Mor usado apenas para diminuir o intervalo que contém a raiz.
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3.10.2. Cordas

Exige que o sinal da derivada segunda permanega constante no intervalo (mas
isto pode ser verificado até graficamente).

Se o ponto fixado ¢ for razoavelmente proximo da raiz (grosseiramente,
| fie)| < 10), o método tem boa convergéncia; caso contrdrio, pode ser mais
lento que a bisse¢do.

3.10.3. Pégaso

Além de ndo exigir o conhecimento do sinal das derivadas, tem uma conver-
géncia s6 superada pelo método de Newton,

3.10.4. Newton

Requer o conhecimento da forma analitica de f’(x), mas sua convergéncia ¢
extraordindria.

3.10.5. Iteragdo Linear

Sua maior dificuldade é achar uma fungdo de iteragdo que satisfaga a condi:
¢do de convergéncia.

O teste | F'(xo) | < 1pode levar a um engano se xo ndo estiver suficiente:
mente proximo da raiz. A velocidade de convergéncia dependerd de | F(&) |
quanto menor este valor maior serd a convergéncia.

3.11. EXEMPLO DE APLICAGAO
3.11.1. Descrigdo do Problema

Uma loja de eletrodomésticos oferece dois planos de financiamento para ul
produto cujo prego & vista ¢ Cr$ 16.200,00.

Plano A = entradade Cr$ 2.200,00 + 9 prestag0es mensais de Cr$ 2.652,51
Plano B = entrada de Cr$ 2.200,00 + 12 prestagdes mensais deCr$ 2.152,2/

Qual dos dois planos é melhor para 0 consumidor?
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3.11.2. Modelo Matemético

Para escolher o melhor plano deve-se saber qual tem a menor taxa de juros

A equagdo abaixo relaciona os juros () e o
A : prazo (P) com o valor financi
(VF = prego a vista — entrada) e a prestacdo mensal (PM): cindo

= (1 + 5P VF
] PM

azendo

¥ =1+7;

k = VE/PM

fom-se:
o 4

-,

multiplicando ambos os membros por xP:

!
¥ -1
= =

X —

i
# [nzendo

J) =kt - k+ NP +1=0
ilioga-se a uma equagdo algébrica de grau P + 1.

Deve-se, agora, achar o valor de x no qual .
’ ’ qual £ (x) se anule, ou
jile de f(x) = 0. seja, calcular uma

1.11.3. Solugdo Numérica

A raiz da equagdo deve ser primeiramente isolada e depois refinada até a tole-

r' ineln desejada.

L1131 ISOLAMENTO DA RAIZ

bun(!o f(x)uma equagdo algébrica, fica mais fécil isolar suas raizes usando-se
M propricdades.
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Numero de raizes reais:

Sendo k > 0 entdio nt = 20u0

Limite das raizes reais:

Plano A

P=9

k = (16.200 — 2.200)/2.652,52 = 5278
fale) = 5278x10 — 6,278x° + 1

n =10 FA®) fAL(x)
2o 1 5278
a1 0 6,278
ay 0 0 g
. =
ag 0 0
ay —6,278 0
a0 5278 1
k 9 I
I nk 1 9
B 6,278 6,278
I 2,10 2,23
Plano B
P =12

k = (16.200 — 2.200)/2.152,27 = 6,50476
fax) = 6,50476x" — 7,50476x% + 1

n =13 fBx) 8100
ag 1 6,50476
a4 0 -7.,50476
ﬂz 0 0
a 0 0
ap —7,50476 0
a3 6,50476 1

k 12 1
n-k 1 12
B 7,50476 7,50476
L 2,15 2,18
I_L & 2,15 046
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Portanto

045 <&, <219 e 046 <& <215

Pode-se verificar que x = 1 € raiz destas equagdes, mas isto significaj = 0
‘,‘t = j + 1), o que ndo ocorre com os financiamentos! Como sio duas rafzes, a
‘Dutra estd entre um valor major que 1, por exemplo, x = 1,01 e o limite superior
| calculado pelo teorema de Lagrange:

101 <&, <2,19 e 101 < & <215

'_‘._A(l,ﬁl) = 0,04 f8(1,01) = —0,05
IA(2,19) = 6.120,25 fB(2,15) = 63.223,01

Como cada fun¢do muda de sinal no intervalo dado, pode-se afirmar que exis-
0 no minimo uma raiz no intervalo (teorema 3.1); mas como as equagdes tém, no
Miximo, duas raizes positivas ¢ uma delas é x = 1, entdo, nos respectivos interva-
08 existe, exatamente, uma raiz de cada equagdo. Com isto, a raiz de cada equagdo
JA estd isolada.

1 11.3.2. REFINAMENTO DA RAIZ

Tanto fa(x) como fg(x) apresentam valores muito grandes no extremo su-
perlor dos intervalos, por isto € interessante aplicar o método da bisse¢do para dimi-
iulr o intervalo até, por exemplo, £ (x) < 10.

Como se trata de uma equagdo algébrica com derivada de ficil obtengdo, usa-
y i seguir, 0 método de Newton para o refinamento, pois ele apresenta uma maior
Blvergéncia.

todo da bissegdo
ino A
n ap by *n fxn)
0 1,01 2,19 1,60 149,90
1 1,01 1,60 1,31 8,23
Rz, <131
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Plano B
n ay by Xn Fey)
0 1,01 2,15 1,58 672,12
1 1,01 1,58 1,30 23,17
2 1,01 1,30 1,16 1,24

101 < & < 1,16

Método de Newton

Antes de aplicar o método de Newton, deve-se escolher um xg que paranta
a convergéncia (f(xg) = f7(xo) ~0)

Fo) =kxPt — (k+ ) xF 41
ey =@+ 1) kx? — P(k + Dxf1
) =P@+ DikxPt —P@ - 1D(k + 1)x"?

Intervalo onde f(x) >0

Sendo k > 0, x > 0 ¢ P > 1,entdo
PE[(P+ Dhx— (P— 1) (k+ D] >0
P+ Dkx— P-1)(K+1) >0

Quando

P-1)k+1)

X2 ek

- fx) >0

Escolha de x
Plano A
fix) >0¥x >095

701y = 0040 = 131 pois £(1,31) * f(131) >0
fa(131) =823
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e > 0¥ x >098

[(101) = 0,05

e =124 |0 1,16 pois f(1,16) = f%(1,16) >0

A.11.3.3. USO DA SUB-ROTINA NEWTON

Pode-se usar a sub-rotina NEWTON e o programa prihc,ipal descritos no item
1,7.5 para calcular as raizes destas equagGes, sendo necessirio, apenas, fornecer os
dos de entrada e as fungdes FUNCAO e DERFUN.

Plano A
a) Dados de entrada

1.31,0.00001, 10
b) Fungoes FUNCAO e DERFUN

F(X)

REAL FUNCTION FUNCAOCX)

REAL X

FUNCAO=(5.27B%X~46.278) #X%#x?+1.0
RETURN

END

Frix?»

REAL FUNCTION DERFUN(X)

REAL X
DERFUN=(52.78%#X-56.502) #Xxx%8
RETURN

END

Os resultados sdo:

ILOULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON

- XN FOXN) TOLERANCIA
1.31000 8.22BE+00

1.234%4 2.604E+00 7 .506E-D2
1.17749 7.673E-0D4 D.546E-02
i.14387 1.932E-01 3.542E-02
1.12685 d.i84E-02 i.702E-02
1.42273 i.400E-03 4.116E~03
1.12250 3.8415E-06 2.300E-D4
1.12250 5.3464E-07 5.516E-07

ALZ DA EQUACAO =  1.i2250
[ERACOES BASTAS = 7
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Plano B

a) Dados de entrada

1.16, 0.00001,10

b) Fungdes FUNCAO e DERFUN

OO0

o000

F(X)

REAL FUNCTION FUNCAO(X)

REAL X
FUNCAO=(6.50476%X~7 . 50476) %Xn%12+4.0
RETURN

END

Fr(X)

REAL FUNCTION DERFUNCX)

REAL X
DERFUN=(E4.546188%X~-20.05742) %X%*i1
RETURN

END

Os resultados sdo:

CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON

N XN F (XN TOLERANCIA
o i.i4000 1.242E+00

i 1.1297%9 3.2465E-01 3.021E-02
2 1.14423 5.207E-02 t.554E-02
3 i.10992 3.758E-03 4.314E-03
4 1.10%960 1.931E-D5 3.144E-D4
5 1.10%40 ~8.345E-07 i.431E-0&
RAIZ DA EQUACAO = 1.40960

ITERACOES GABTAS

5

3.11.4 Analise do Resultado

Plano A

Plano B

A raiz de fp(x)

Anaiz de fa(x) = 06 & =1,12250=j = 0,12250 ouj = 12,25%

0é8&p = 1,10060 = j = 0,10960 ouj = 10,96%
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O total pago no plano A é Cr$ 26.072,68 (= Cr$2.200,00+9 - Cr$2.652,52)
tontra Cr$ 28.027,24 (= Cr$ 2.200,00 + 12 « Cr$ 2.152, 27) pagos no plano B.

O plano A, i primeira vista, parece melhor pois o consumidor paga uma quan-
M menor, mas isto € ilusério porque neste plano a taxa de juros cobrada é maior.

~ Concluindo, o financiamento do plano B ¢ mais interessante para o consu-
dor.

112, EXERCICIOS PROPOSTOS

Resolver as questdes abaixo:

Mostrar que as raizes de P(-x) sio — &1, - 82, - &3, D= &,,

sendo &, &, &, ..., &y as raizes de P(x) = apx +ap-12" "+ _+a,x +ag = 0.
Mostrar que as rafzes de P(— 1/x) sio — 1/8&, - 1/&, ..., — 1/ &,,

sendo &, &, &, ..., &y as raizes de P(x) = gpat tap -1V + .. +ayx +ag = 0.
Verificar que |xy — xp-1] = ;n_-l-al .

1
Demonstrar que a equagio xp + 1 = ; ((P - Dxy +

) pode ser usada para
Ya,a 20.

a

-1
*n
lxflio de uma linguagem qualquer.

N 2.6. Escrever um programa, na linguagem de sua preferéncia, para implementar o método
i cordas.

12,7, Fazer um programa, em uma linguagem disponivel, para utilizar o método da iteracio

.
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3.12.11. Sejaafungdo f(x) = &2+ x5 _ 1. Achar o valor de x no qual f{x) = 2. Al
220. O pH de solugdes diluidas de 4cido fraco € calculado pela fémula:

3.12.12. Achar o ponto de inflexio da fungdo f (x) = 2¢* + 2 -1 .
+12
[H30 ]3 + Kg [H30 ] — (KqCq + Ke) [H30+] — KuKg =0

3.12.13. Calcular % (ver exercicio 3.12.4). onde:
pH = —log [H30"]

Kz : constante de dis {ci
Usar agora o método de sua preferéncia com € < 1073, Cs : concentragdo d 8?$9§0 fpAekdn
: o dcido

K¢y : produto idnico da dgua

3.12.14. Calcular v/ 1955.

3.12.15. O prego i vista (PV) de uma mercadoria ¢ Cr$ 312.000,00 mas pode ser financiado

com uma entrada (£) de Cr $ 91.051,90 ¢ 12 (P) prestagdes mensais (PM) de Cr$ 26.000,00. Calcular 0 pH de uma solugdo de dcido bérico a 24°C, sabendo qu
Calcular 0s juros (f) sabendo que ' el
i Ke = 65109y
1-a+p~* _ PV-E G = 10-10° M
7 M Kw = 10 - 1074 m2

3.12.16. Quais serdo os juros se o plano de pagamento for uma entrada de Cr$ 112.000,00 ¢
18 prestagdes mensais de Cr§ 20.000,00?

3.12.17. Uma bola é arremessada para cima com velocidade vg = 30 m- s1a partir de uma
altura xo = 5 m, em um local onde a aceleragio da gravidade ég = —9,81 m+s . Sabendo que

1
h{t) = xg 1T vt +? gr2

qual serd o tempo gasto paraa bola tocar o solo, desconsiderando o atrito com o ar?
3.12.18. A capacidade calorifica Cp (cal'K_l' mol ™! da dgua em fungdo da temperatura
T (K) ¢ dada por:

Cp(T) = 7219 + 2374 + 107°T +267 + 1077
300 < T < 1.500

Para sabermos a que temperatura temos uma determinada capacidade calorifica ¢ fazemos:

Cp(T) - ¢ =0.
(4
Em vista disto, em que temperatura a dgua tem capacidade calorifica igual a

10 cal + K1+ mot™12

3.12.19. Determinar o comprimento (L) de um cabo suspenso em dois pontos do mesmo nfvel
e distantes (2x) 400 m, com flecha (f) de 100 m, sabendo que

X
I = 2g senh —
a

a(cosh g 1) - =90
a

sendo @ a raiz da equagio



Capitulo

Interpolacao

‘4.1. INTRODUGAO

f» Muitas fun¢es sfo conhecidas apenas em um conjunto finito e discreto de
{ pontos de um intervalo [, 8], como a fungdo y = f(x), dada pela tabela 4.1.

Tabela 4.1
i Xxi Yi
0 EN Yo
1 *1 Y1
2 X2 Y2
3 x3 Y3

Neste caso, tendo-se que trabalhar com esta fungéio e nfo se dispondo de sua
fma analitica, pode-se substitui-la por outra fun¢fo, que é uma aproximagdo da
¢fio dada e que é deduzida a partir de dados tabelados.

Além destas, podem-se também encontrar funges cuja forma analitica é mui-
¢omplicada, fazendo com que se procure uma outra fun¢do que seja uma apro-
a¢fo da fungdo dada e cujo manuseio seja bem mais simples.
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As fung@es que substituem as fungtes dadas podem ser de tipos variados, tais
como: exponencial, logaritmica, trigonométrica e polinomial.

Neste capitulo serdo estudadas apenas as funges polinomiais.

4,2, CONCEITO DE INTERPOLAGAO

Seja a fungdo y = f(x), dada pela tabela 4.1. Deseja-se determinar f(¥),
sendo:

AX E (xg,x3) € X Fxi,i =01,23

b) x $ (xos x3)

Para resolver (a) tem-se que fazer uma interpolagdo. E, sendo assim, determi-
na-se 0 polindmio interpolador, que é uma aproximagio da fungdo tabelada. Por
outro lado, para resolver (b), deve ser realizada uma extrapolagio, cujo estudo nao
- serd objeto deste capitulo.

Exemplo 4.1

Na tabela 4.2 estd assinalado o niimero de habitantes de Belo Horizonte nos
quatro iiltimos censos.

Tabela 4.2

ANO \ 1950 1960 1970 1980

N° DE HABITANTES 352.724 683.908 1.235.030 1.814.990

Determinar o nimero aproximado de habitantes de Belo Horizonte em 1975,

Para se resolver este problema, deve-se fazer uma interpolagio, jd que 1975 €
(1950, 1980).

Exemplo 4.2

2
Seja a fun¢do f(x) = Ex_s::-n]_x

Determinar:

a) f(m/16)
b) f(117/18)
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uitilizando apenas os valores disponiveis na tabela 4.3.

Tabela 4.3
i xj  |[sen (x{)
0 0 0,00
1 e 0,50
2 4 0,71
3 3 0,87
4 M2 1,00

Deve-se, em primeiro lugar, construir a tabela 4.4, substituindo os valores da
lnbela 4.3 na fungdo dada, para obter os valores da fungdo nos pontos disponiveis.

i Tabela 4.4
i xi fxi)
0 0 0,00
1 w6 | 0,33
2 /4 0,56
3 i3 0,74
4 T2 0,78

Para o cdlculo do item (a) deve-se fazer uma interpolagio, j4 que /16 €

'.(0. nf2).

Como 117/18 ndo pertence ao intervalo considerado, o item (b) é um pro-
‘blema de extrapolagdo.

Serdo vistos, a seguir, alguns métodos que permitem interpolar um ou mais
ntos numa fungdo tabelada.

4.3. INTERPOLAGAO LINEAR

3.1. Obtenc¢do da Férmula

Dados dois pontos distintos de uma fungio y = f(x) : (xq, ¥o) € (x1, ¥1),
seja-se calcular o valor de y para um determinado valor de X entre x, e x, usan-
Interpolagdo polinomial. :
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Pode-se provar que o grau do polindmio interpolador ¢ uma unidade menor
que o nimero de pontos conhecidos. Assim sendo, o polindmio interpolador nesse
caso terd grau 1, isto ¢,

Pi(x) =a1x * aq

Para determind-lo, os coeficientes ay e ¢, devem ser calculados de forma que
se tenha:

Pi(xg) = flx9) = ¥o

[

Py(xy) = f(x1) = ¥
ou seja, basta resolver o sistema linear abaixo

} 21 X9 T do = Yo
ayxy tap =0

onde a; e dg s30 as incognitas e

X 0 1
A= ¢ a matriz dos coeficientes.
X1 1

O determinante da matriz 4 é diferente de zero, sempre que xo ¥ x, logo
para pontos distintos o sistema tem solugdo inica.

Por outro lado, como a imagem geométrica de
Pi(x) = ayx + ap

é uma reta, ests-se, na realidade, aproximando a fungdo f(x) por uma reta que
passa por (xg, ¥o) € (x1, V1)

A figura 4.1 mostra os dois pontos, (xg, ¥o) € (x1, 1), € a reta que passa
por eles.
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Pi(x)

\j

- Figura 4.1

Exemplo 4.3

- Seja a furllgﬁoy = f(x) definida pelos pontos (0,00;1,35) e (1,00 ; 2,94). De-
terminar aproximadamente o valor de £(0,73).

Pl(x) = ajx ta éo linémio i
o ¢ o polindbmio interpolador de 19
_pontos dados. Logo, tem-se: N e s

)P0 =a; *0+a =135 - g5 =135
(D) =a) * 1 +a =294 > g, =159

£0,73) = 1,59 + 0,73 + 1,35
=251

U resultado obtido no exemplo 4.3 estd afetado por dois tipos de erros:

a) Erro de arredondamento (E4) — é cometido durante a execucio das ope-

_ b)' ]lirro de truncamento (E'r) — é cometido quando a férmula de interpolagio
A ser utilizada € escolhida, pois a aproximagfo de uma fung@o conhecida apenas

13,2, Erro de Truncamento

. Seja f(x) a fung@o dada representada pela curva, e P;(x)o polindmio inter-
blador, representado pela reta na figura 4.2.
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\

Pyx)
o e
Yob——o
Figura 4.2

Teoricamente, o erro de truncamento cometido no ponto X ¢ dado pela fér-
mula:

Er(x) = f&x) — P1 (%) (4.1)

Observando a figura 4.2, pode-se notar que o erro de truncamento no ponto

x depende de sua localizagdo e que se X coincidir com xq ou xy, o erro de trunca-
mento € nulo. Diante disto, conclui-se que o erro de truncamento é uma fungio que

se anula nos pontos xg e x;.

Com base nestas observagBes pode-se considerar a expressdo
Er() = (x —xo)(x—x1) * 4 @.2)

onde A é uma constante a determinar, como a fun¢fio erro de truncamento.

OBTENCAO DE A

Seja a fungdo auxiliar G(¢) definida por:

G(1) = f(@®) — Py(r) - ET(r) 4.3)

Substituindo

Pty =ayt +ag e
Er(@) = (t—x0)(1—x) 4
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(4.3), vem:

G(2) = f(1)—(ayr + ap) — (£ —x0) 1 - x1) " 4 (4.4)

A funggo G (1) se anula, pelo menos, em trés pontos:

para r = x,
fle
=X

Teorema 4.1 (Teorema de Rolle): Se a fungdo f(x) é continua no intervalo
[a, b] e diferencidvel no intervalo (g, b) e f(a) = f(b), entdo, existe um & (g, b),
tal que /(&) = 0.

Considerando f(r) continua em [x,, x; ] e diferencidvel em (x4, x;), pode-se
‘toncluir que G (r) também o é, tendo em vista que P;(f) e ET (7) sdo fungBes poli-
nomiais de 12 ¢ 29 graus, respectivamente.

Aplicando o teorema 4.1, vem:

= existe & E(x, %), tal que G'(&;) = 0 e
existe & E€(X, x;), talque G(&;) = 0

Aplicando novamente o teorema de Rolle na fungdo G'(1), vem:
existe & €(&,, &,) e, portanto, & E(x,, x;), tal que G'(&) = 0.
Derivando a fungdo G(¢) duas vezes, vem:

G"() = f7(@)-24

Fazendo r = &, vem:

G'(8) = 1"(8)~24 = 0

; 2
l, substituindo (4.5) em (4.2), tem-se:
Er() = & - xo) — x1) » L) 4.6)
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para algum & E(xq, x ;).

Exemplo 4.4

Seja a fungdo f (x) =sen x. Determinar:
a) o valor aproximado para f(71/2) a partir dos pontos (1,00;0,84) ¢ (2,00;0,91)

b) o erro de truncamento cometido no calculo do item anterior

a)  Py(x) = ayx + a4
Pi()=a;*1+a;=084 > a =007
P2 =a;*2+ay =091 - ag =077
Py(x) = 0,07x + 0,77 = P,(n/2) = 088

b) Er(e) = (% - xo) (@ — x,) » L&

, onde & E(xq, x)

Como ndo se sabe o valor exato de &, pode-se considerd-lo igual ao valor de x
que maximiza a fungdo |f”’(x)Ino intervalo (xq, x ), ou seja, (1,00;2,00).

f(x) = senx

F(x) = cosx

[’x) = —senx

| (x) | ¢ méximo parax = /2 no intervalo considerado, pois |f7(m/2) | = 1.

Logo, a cota mixima para o erro de truncamento é:

| Er@i2) | < | @2 — D(@/2—2) - (;21)

| Ep(@f2) | < 0,12 ou —0,12 < Ep(n/2) < 0,12

Exemplo 4.5

Seja a fungdo f(x) = x> — 3x + 1, usando os valores de x (x; = 1.0 ¢
x3 = 1,5) e os valores correspondentes f(x1) e f(x;), calcular:

a) o valor aproximado para f(1,2)

b) o erro de truncamento cometido no cilculo do item (a)
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a) Pix) =ayx +ag
P(1,0) =g, +ag = —1
Py(1,5) = 1,50, + ap = —125
a; = —05eay = -0,5
Py(x) = —05x 05 = Py(12) = —1,10

b) f(x) =x* - 3x + 1
fx)=2x -3
i(x) = 2, ¥x 5
Er(12) = (12 - L,O)(1,2 - 1,5) 5

ET(1,2) = —-0,06

4.3.3. Exercfcios de Fixagdo

4.3.3.1. Dada a fungio f(x) = 10x* + 2x + 1 com os valores de £{0,1) e f(0,2) determinar
P1(0,15).

4.3.3.2. Calcular a cota mdxima do erro de truncamento cometido no célculo do exercicio an-
terior.

4.3.3.3. Calcular o nfimero aproximado de habitantes de Belo Horizonte em 1975 usando os
valores dados pela tabela 4.2 (exemplo 4.1) para 1970 e 1980,

4,3.3.4. Usando os valores de f (0) e f (7/6) da tabela 4.4 (exemplo 4.2), calcular f (7/12).

4.4. INTERPOLAGAO QUADRATICA
4.4.1. Obtencgio da Formula

Se, de uma fungdo, sdo conhecidos trés pontos distintos, entao o polindmio

' interpolador serd:

[ Py(x) = apx? + ax + ag

O polindmio P,(x) é conhecido como fungdo quadritica, cuja imagem geo-
métrica é uma parbola.

Para determinar os valores de a4, a, e @y é necessdrio resolver o sistema:
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2 e
ayXg + d1Xg + g = Yo
agxf tax; tag =y,

2 ik
ayxy + ayx, tay = Y2

onde os pontos (xy, yq), (x5, ¥;) e (x,, ¥,) 880 conhecidos.
Observe-se que a matriz dos coeficientes é:

xé X 1

V= |xI x, 1
x% X3 1

O determinante desta matriz é conhecido como Determinante de Vandermon-

de. Pode-se provar que:

det (V) = (x; — xp) (xy — Xo) (xz — x,)

Logo, como os pontos sdo distintos, o sistema tera solugiio anica.
Exemplo 4.6

Utilizando os valores da fungfo seno, dados pela tabela abaixo, determinar a
fungdo quadritica que se aproxima de

2 sen? x
flx) = * + 1 ° trabalhando com trés decimais.
Tabela 4.5 .
x sen x fx)

0 0 0,000
6 1/2 0,328
w4 2/2 0,560

Py(x) = ax? + ax + a,

P0) =a, *0? ta 0 +g4=0 D
Py(nf6) = ay * (m/6)* + a; *(mf6) + ay = 0,328 (In
Pr(mj4) = a; » (W4 + a; ~(7/4) + @y = 0,560 (Im)
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De (I) vem que ¢y = 0. Logo, o sistema passa a ser:

0,274a, + 0,524¢, = 0,328
0,617a, + 0,785z, = 0,560

Usando o método da pivotagdo completa, encontra-se a solugao aproximada:

a; = 0,333
a = 0,452
A fungio quadratica é:

P,(x) = 0,333x% + 0,452x

4.4.2. Erro de Truncamento

Como foi visto na se¢do 4.3.2 e lembrando que, agora, sdo trés os pontos co-
nhecidos, o erro de truncamento ¢ dado pelas expresses:

A Er(x) = fx) — PX)

onde:

f(x) — ¢ afungdo dada
P, (x) — é o polindmio interpolador de 29 grau

bYEr(x) = (x - xp)(x - X)) —x) - A

Tem-se, agora, como objetivo, a determina¢do do valor do pardmetro 4 em

(b).

Fazendo-se
G(r) = f(®) — P() — ET(r)
¢ sabendo-se que

Py(t) =ayf* + ayr +ag e
Er() =@ — xp)(t — x) (@ — x3) - A4
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vem:
GE) = f) — @ +ayr + ag) — (t = x0)(t = ¥1) ¢ — x3) = 4 (47)

Como P,(r) e E7(r) sio fungBes polinomiais e supondo que f(#) seja conti-
nua em [xgq, X, ] e derivivel em (xg, x2), G(r) também o é e, além disso, se anula
pelomenosparat=xp , I =Xy , I =Xy ¢ =X.

Logo, pelo teorema 4.1, tem-se:
3 & € %) IG(&) =0

3 §, €, x1) |G'(&) =0
J & €E(xy,x,) IG(&3) =0

e ainda:

3 & €(&y, &) 1G"(E&) = 0
3 & €(&,, &) 167(&5) =0

e, finalmente:
3 8€(&,, &;)e,portanto, I & E(xo, x,) IG”’(&) =0

Derivando G (7) trés vezes, vem.

G”'(t) = () —64
Fazendo ¢+ = &, tem-se:
G™(8) = £(8) - 64
Logo,

_ e _ e

= B gy para & €(xq, x3)

A

Logo,

778

T , &€(xg, x3) (4.8)

ET(x) = (x—xp) (x —x1)(x —x2)

Exemplo 4.7

Determinar o valor aproximado de f(0,2) e o erro de truncamento ocasio-
nado pela aplicagdo da interpolagio quadritica, no cdlculo deste valor, usando 0s
valores tabelados da fungdo f(x) = x? — 2x + 1. Trabalhar com 2 decimais.
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Tabela 4.6
x fex)
0,5 0,25
03 049
0,1 0,81
a) Cdlculo do polindmio interpolador P, (x):
Py(x) = a;x* + a1x + ap
0254, + 05a, + ag = 025
0,09¢, + 0,3a; + ap = 0,49
0,0la, + 0,1a; + a9 = 081
Resolvendo o sistema pelo método da Gauss, vem:
dy = 1,00
a4 =-2,00
ag = 1,00
P,(0,2) = 0,64
b) Célculo do erro de truncamento:
fx) = x2 —2x + 1
) =2x -2
f”(x) - 2
[ f70)= 0, ¥x
Como f**(x) = 0, para todo x, o erro de truncamento cometido ao se apro-

ximar a fun¢do f(x) = x? — 2x +1 pelo polindmio interpolador de 29 grau é
- nulo.

-" Este resultado, entretanto, era esperado, uma vez que a fung¢do dada é polino-

5mlal de 29 grau e, a partir de trés pontos da fungdo, consegue-se determind-la sem
orro de truncamento. Contudo, poderd existir o erro de arredondamento.
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4.4.3. Exercicios de Fixa¢do

4.4.3.1. Usando trés pontos da tabela 4.2 (exemplo 4.1), determinar o mimero aproximado
de habitantes de Belo Horizonte em 1975.

4.4.3.2. Usando os trés primeiros pontos da tabela 4.4 (exemplo 4.2), determinar Py (M12).

4.4.3.3. Dada a fungdo f (x) = 10x% + 2x + 1, determinar P5 (0,15), usando os valores de
f0,1),£(0,2) e £(0,3).

44.3.4. Calcular a cota maxima do erro de truncamento cometido no cdlculo do exercicio
anterior.

4.5. INTERPOLAGAO DE LAGRANGE

As interpolagBes vistas anteriormente sdo casos particulares da interpolagdo
de Lagrange. Serd determinado, agora, o polindmio interpolador de grau menor ou
igual a m, sendo dados n + 1 pontos distintos.

Teorema 4.2: Sejam (x;, y;),i = 0,1, 2, ..., n, n + 1 pontos distintos, isto €,
Xi # xj para i ¥ j. Existe um Gnico polinomio P(x) de grau ndo maior que #, tal
que P (x;) = y;, para todo i

O polindmio P(x) pode ser escrito na forma:
N .
Pa(x) = ag + ayx + apx® +.. .4 anx" ou Pulx) = 5 aix’'
iI=0
P(x) é, no mdximo, de grau n, se a; ¥ O e, para determind-lo, deve-se co-

nhecer os valores de zq, @4, . . ., @;. Como Py(x) contém os pontos (xi, ¥i), i =
= 0, 1, ..., n, pode-se escrever que Pp(x;) = yi.

Logo,
2 ' -
ag t ayjxg tagxg t ...t ﬂnxg =JYo
n _
@g + ayx; + ayxi + ...+ anx =y,
S llllllllllllllllllll
Gy + ayxp + apxh + + anXp = Yn

Resolvendo o sistema S, determina-se o polindmio Py (x). Para provar que tal
polindmio ¢é Gnico, basta que se mostre que o determinante da matriz 4, dos coe-
ficientes das incognitas do sistema S, é diferente de zero. A matriz 4 €:
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1 Xo x%. Xg

1 x; x} x
A =

1 Xn x% xg

Mas, o determinante da matriz 4 é conhecido como determinante das potén-
cias ou de Vandermonde e, da Algebra Linear, sabe-se que seu valor é dado por:

det (4) = } (xi — x)
i>j

Como x; # x;j para i 3 j, vem que det (4) # 0.
Logo, P(x) é unico.

Exemplo 4.8

Sejam os valores: x5 = 1,x; = 0,x, = 3ex; = 2. Determinar

(i — x).
i >

Il

(i — x7) (e —x0) (x2 —x0) (¥ — x1) (x5 —x¢) (x3 — X1} (x3 —x3) =

' 4 = ENOEOEED) =12

1l

Este valor € igual ao determinante da matriz:

1
1
1
1

b WO
OO -
[ ]
-3

4,5.1. Obtencdo da Férmula

Serd vista, agora, a dedugdo da formula de interpolagdo de Lagrange.
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Sejam os 1 + 1 polindmios p;(x) de grau n:

po(¥) = (x—x;) (x —x3) ... (x = xn)
: p1(x) = (x — %) (x — x3) ... x — xn)

prn(x) = (x-—xo)(x—xl)...(x—xn-l)

ou, de forma sintética:
n

pi(x) = 1 ‘ x-x), E=01,...m (4.9)

i=0
J#E

Tais polindmios possuem as seguintes propriedades:

a) pi(x)) # 0 , paratodoi
b)pi(y) = 0 , paratodoj F i

¢ sdo conhecidos como polindmios de Lagrange.

Como o polindmio P (x) que se deseja encontrar é de grau n e contém 0s pon-
tos (x;, yi),i = 0,1,2,...1 pode-se escrevé-lo como uma combinagdo linear dos
polindémios pi(x),i = 0,1,2,...,n

Entdo, Pu (x). = bopo(x) + bypy(x) + ... % bupn(x)
ou P = 3 i) 4.10)
i=20

E, assim, para se determinar Py (x), devem-se calcular os valoreg de by, i =
= 0,1,2,...n jique os polindmios pi(x), para todo i, podem ser facilmente de-
terminados.

Seja Pnlxi) = i bipi(xk) =
i=0

= bopo (k) * bapy (k) + ... + bkpkGek) ...t bnpn (xk)
Mas, como pj(xj) = 0 paratodoi # jepi(x)) # Oparatodoi, vem:

Py (xk) = brpic (k)
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Logo,
g Pn(xk)
L 78
| Como Py (x;) = yj, vem:
|
I‘ b = L 4
l pi (xi) (4.11)

Substituindo o valor de b; de (4.11) em (4.10), vem:
.- - .
n (x) I-Z=:0 pf(xf) i (x)

f: ou

n
r Pl ., Dilx) ‘
® fz=:o 7 pi (x1) (4.12)

Levando (4.9) em (4.12), vem:

=0 i Gi—xp) (4.13)

A férmula (4.13) é a da interpolagdo lagrangeana.

mplo 4.9

Determinar:

. a) o polindmio de interpolagib de Lagrange para a fungdo conhecida pelos
tos tabelados abaixo

b) 2(0,3)
Tabela 4.7
i xj yi
0 0,0 0,000
1 0,2 2,008
2 04 4,064
3 0,5 5,125
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T 2z

i=o (i — -’9)
i+ i

3
a) Py(x) = E Yi
i=o

(x—x;) (x — x3) (x — x3)

P3x) = Yo G TR (o —x2) (g —73)
Gox)xr-x)x-x3)

P G 0 G m %) G - x9)
(o — x0) (x —x1) (x — x3) g

PP G w0 (v —x) (s — x3)

G — x0) (x — ¥0) & — %3)
(3 —x0) (x3 —x1) (3 — x2)

Ps(x) = 0 012 (.x -0 9x +0 2x)+ 0,008(): x
5, 125

50 (x —0,6x% +0,08x) = x> + 10x
Py(¥) = x* + 10x

b) £3(0,3) = 3,027

Exemplo 4.10

Seja a fungdo f(x), conhecida apenas nos pontos tabelados:

Tabela 4.8
i xi Yi
fi] 0,00 1,000
1 0,10 2,001
2 0,30 4,081
3 0,60 8,296
4 1,00 21,000

Determinar:

a) o valor aproximado para £(0,20), aplicando a férmula de Lagrange

b) o nlimero de operagdes (adigdes, nestas incluindo as subtr

cagdes e divisﬁes) efetuadas no cdlculo do item (a)
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agOes, multipli-

a) Constro6i-se, em primeiro lugar, um quadro que contenha todas as diferen-

¢as e alguns dos produtos realizados na férmula de Lagrange:

Logo,

P(02) = 3,016

b) Na construgdo da tabela foram executadas:

25 (H)e 19 (x)

Na aplicag@io da formula foram realizadas:

4(+),5 (x)e 10(:)

- X0 =000 | x; =010 | x=030 | x3 =060 x4 =100 T
020 | Dify =020 | Dify = 0,10 | Dify=-0,10 | Dif;= 040 | Difg= —0,80 | Prody = —0.00064
0,00 - 0,10 - 0,30 - 0,60 - 1,00 Prodg = 0,01800
X = 0,10 0,10 -0,20 - 0,50 - 0,90 Prod; = —0,00900
0,30 0,30 020 -0,30 - 0,70 Prody = 0,01260
0,60 0,60 0,50 0,30 / - 040 Prody = — 0,03600
¥y = 1,00 1,00 090 0,70 0,40 = Prodg =  0,25200
O polindmio interpolador pode ser escrito da seguinte forma:
Prod, Prod, Prod, Prod, Prod,
_ Dif,, Dif, "Dif, "Dify "Dify
L P() =y, - +y1° iy tys ty4
- Prod, Prod, Prod, Prod, Prod,
— 0,00064 — 0,00064
0,20 0,10
- P(0,2) = 1,000 + 2,001 - + 4,081 -
' 0,018 - 0,009
— 0,00064 — 0,00064 — 0,00064
. + 8,296 » + 21,0 -
0,0126 - 0,036 0,252
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O quadro abaixo fornece o niimero total de operagdes realizadas para o cdlcu-
lo do item (a):

FORMULA DE n?de n?de no a:e total
INTERPOLACAO adicdes multiplicagdes divisées
LAGRANGE 29 24 10 63

4.5.2. Erro de Truncamento

Para se deduzir a férmula do erro de truncamento, serd seguido 0 mesmo ra-
ciocinio usado nos casos anteriores.

Se sdo conhecidos # + 1 pontos da funcdo dada, vem:

Ep(x) =(x — xg)(x —x1)...(x —xp) * A (4.14)
e

ET(X) = fX) — Pn(X)

sendo,
Pn(‘f) =a, + al} L s +ﬂnin

Seja G(t) = f(r) — Pa(r) — E7(r) uma fungdo auxliar que serd usada pa-
1a a determinagdo do valor de A4.

Sabe-se que G(7) se anula em n + 2 pontos: xq, Xy, . . ., Xn €X e, portanto,
Gt 1(8) = 0 para & €(xg, xn), de acordo com o teorema de Rolle.

Derivando G(f), n + 1 vezes, vem:
G = AT — (1 + 1) A
Fazendor = &:
Gty =f"tD@) - (m+ 1)1 4 =0

Logo,

m+1)(8)
A= {n 1)
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Substituindo o valor de A em (4.14) resulta:

f(n+1) (&)

Erx) = (= xo)(x—x;)...(x - x,) BT

(4.15)

A formula (4.15) ser usada para calcular o erro de truncamento de todos os

'ﬁpos de interpolagdo deste capitulo, tendo em vista que esta ¢ uma formula gené-
1lca para interpolagdo polinomial,

14.5.3. Implementagio do Método de Lagrange

Seguem, abaixo, a implementacdo do método pela sub-rotina LAGRAN e
im exemplo de programa para usé-la.

4.5.3.1. SUB-ROTINA LAGRAN

e i

SUBROTINA LAGRAN

OBJETIVO :

INTERPOLACAC DE UM OU MAIS VALORES. NUMA FUNCAOQ
TABELADA

METODO UTILIZADO =
INTERPOLACAO DE LAGRANGE

uso = :
CALL LAGRAN(TABELA,NMAX,N,NPI,X,Y)

PARAMETROS DE ENTRADA
TABELA @ MATRIZ QUE CONTEM 08 PONTOS CONHECIDOS
DE UMA FUNCAO

NMAX : NUMERO MAXIMO DE PONTOS DECLARADO

N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA

NPI  NUMERO DE PONTOS A SER INTERPOLADO

X : VETOR GUE CONTEM A4S ABSCISHSAS DOS PONTOS

INTERPOLADOS
PARAMETRO DE SAIDA &

Y # VETOR QUE CONTEM AS ORDENADAS DOS FONTOS
INTERPOLADOS

S LI R -

SUBROUTINE LAGRAN(TABEL A SNMAX NLNPT, X, YD)

INTEGER 1,J,K,N,NMAX,NPI
REAL PARC, TABELACNNMAX,2), X (NMAX) , Y (NMAX)
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io CONTTNUE
READCE, 44) (X(I), ¥=4 NPI)

¢
c IMPRESSAD DA TABELA :
c ESSAD TABE . 11 FORMAT(8F10.0)
WRITE(2, 1) | g X : VETOR GUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS
i FORMAT(iHi,5X,24HINTERPOLACAO DE LAGRANGE,//) c INTERPOLADOS
WRITE (R, ) :
5 FORMAT(iHD,4X,1HI,BX, LHX, 14X, 1HY,/, 45X, 1HI, $4X, 1HI, /) & CALL LAGRANCTABELA,NMAX,N,NPI,X,Y)
DO 10 I=1i,N :
i CALL EXIT
WRITE(2,3)J, TABELA(I, £), TABELACI,2) END
3 FORMAT (1HD,3X,12,2(3X,1PEL2.5))
10 CONTINUE
WRITE(2,44) _ :
14 FORMAT(5(/).5X,20HTABELA DE RESULTADOS,/)
WRITE(2,2)
e : Exemplo 4.11
c FIM DA IMPRESSAO
: - METODO DE LABRANGE Seja f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo:
c
DO 40 K=4,NPI
Y(K)=0.
DO 30 I=i,N Tabela 4.9
PARC=1.
Do 20 J=i,N - — :
"IF¢(I.EQ.JYGO TO 20 . i Yi
PARC=PARCH ( (X (K)-TABELA(J, 1))/ (TABELACI, 1) 0 1 269315
J ~TABELACI, 1)) | 1 3 8,30259
20 CONTINUE ) 2 6 15,6109
YCK)=Y (K)+PARCXTABELACTL,2) 3 7 16150
30 CONTINUE M :
B 9 22,4067
c IMPRES®A0 DOS RESULTADOS 2 11 26,8040
c 6 15 35,4205
7 18 41,7838

TWRITEC2,3)K, %K), YK
40  CONTINUE
RETURN
END

4.5.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL doterminar £ (5), £ (10,2) e £ (17.,3).
Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:

€
c
c PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA LAGRAN Dados de entrada
c 83
INTEBER I,N,NMAX, NPI 1, 2.69315,
REAL rnggLnezo,aa,xczo>,v(zo> 3, 830259,
NMAX=20 .
READ(1, 1IN, NPX 0, 15.6199,
4 FORMAT(212) o 7, 17.9129,
c N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA 0, 22,4067
c NPI : NUMERO DE PONTOS A SER INTERPOLADO e~ ;
’ DO 10 I=1,N 1,,26.8040,
READ(4,2) (TABELACI,J),J=1,2) 18, 35.4205,
2 FORMAT (2F10.0) B 58
C TABELA & MATRIZ QUE CONTEM 05 PONTOS CONHECIDOS DA .imi e
W 102,173,

c FUNCAQ
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Os resultados obtidos foram:

INTERPOLACAD DE LAGRANGE

i .0DOODE+DO
3. 00000E+G0
4. 000D00E+DO
7 .00000E+00
9. 00DO0E+QD
1. L 0000E+0OL
1.80000E+01

1. BOODOE+O

2. 69845E+00
8. 30259E+00
§ . 5O0D0E+04
1.79120E+04
2., 24067 E+01
2., 68040E+01
3. 542056401

4. 1.0000E+01

TABELA DE RESULTADOS

% . 00000E+00
1.02000E+01

1 .73000E+041

1 .200346E+04
2.4B622E+01

3.48166E+01

45.4. Exercicios de Fixagao

4.5.4.1, A fungioy = f (x)passa pelos pontos registrados na tabela 4.10. Pede

a) determinar o valor aproximado de £(0,32) usando um polindmio interpolador de 29

grau, ou seja, calcular Py 0,32)

b) calcular P3(0,32)
¢) determinar o valor de f (0,32),
d) calcular £, = f(0,32) — P,(0,32) ef,

sabendo que a fungdo f @) éx3 - ax? —
=£(0,32) - P3032)
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e) comparar os valores de E'y e £ calculados no item anterior. Sua conclusio era espe-
rada? Por qué?

Observagdo : Trabalhar com quatro decimais.

Tabela 4.10

x 0,000 | 0,100 | 0,300 | 0,400
y 1,000 | 0,761 | 0,067 |-0,376

4.5.4.2. Sabese que a fungiio y = f(x) ¢ um polindmio de 49 grau e que passa pelos pontos:
(0,0; 1,011), (0,5; 1,636), (1,0; 11,011)e (1,5: 51,636).

a) determinar o polindmio interpolador de maior grau possivel
b) no cdlculo de P(x) foi cometido erro de truncamento? Justificar sua resposta

4.5.4.3. Usar os valores de e0,0} 80,2' 0 para determinar o valor aproximado de 0

ea co-
ta mdxima do erro de truncamento cometido.

4.5.4.4. Mostrar que a interpolagdo linear € um caso particular da interpolagdo de Lagrange.

4.5.4.5. Mostrar que a interpolagio quadrdtica é um caso particular da interpolagdo de Lagran-
ge.

4.5.4.6. Calcular o niimero de operag¢bes necessdrias para efetuar , uma interpolagio quadritica
tom 4 pontos, )

i) usando a férmula da interpolagio lagrangeana
b) usando o método de Gauss para resolver o sistema (secgdo 2.2.1)

#.5.4.7. Comparar os resultados dos itens (a) e (b) do exercicio anterior.

4.5.4.8. Caleular o nimero de operagSes necessirias para efetuar uma interpolagdo, aplican-

{ote a férmula de Lagrange tal qual a do exemplo 4.9, caso se disponha de uma tabela de cinco
pontos. Comparar o resultado com o obtido no exemplo 4.10.

4,6. DIFERENGAS DIVIDIDAS
4.6.1. Conceito

Sejay = f(x)a fun¢fo que contém os pontos distintos (x;, i), =
0,1,2,..,n

A derivada primeira da fung¢do f (x) no ponto x é definida por:

Py = M L6) = SGx)

X =>xy X — X

(4.16)
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A diferenga dividida de 12 ordem ¢ definida como uma aproximagdo da deri-
vada primeira, ou seja,

[ (&x) — fxo) (4.17)

x*xU

f[x’xﬂ] =

S3o usadas as seguintes notagOes para diferenca dividida:

7l I 1, Ay

Fazendo x = x, em(4.17), tem-se a diferenga dividida de 12ordem em rela-
¢d0 aos argumentos xg e X,

fle1) = fxo)

Xy — . Xp

byo =f [x1,x0] =

Pode-se verificar facilmente que:

Flxexi1=Flx1xo] (4.18)

Em geral, a diferenga dividida de 12 ordem pode ser definida por:

flxi+1) — f(xt') (4.19)

Xi+ 1~ X

Ay; =flx, xi+1] =

Lembrando que y; = f (x;), vem:

Yit1 — Vi
Ay = ——— (4.20)
X1 — X

A diferenca dividida de ordem zero é, assim, definida:
By =flx]1=fx) =y 4.21)

Pode-se escrever a diferenga dividida de 13 ordem em fungdo da diferenca divi-
dida de ordem zero:
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F i) — G
Ay; =f [xpxi4 ] = T

Xit1 — X
_ flxi 1 = FIx]

Xt — X
By, Ny @22)
B Xty — X;

Genericamente, a diferenca dividida de ordem » é dada por:

Ny =F (% Xit1,- - %4n | =

_ S Uxity Xigas oo X ) = DX Xy Xi+n—1]
Xitn = Xi
3 A" yien — A"y (4.23)
Xi+n — Xi
Exemplo 4.12
' Dada a fung¢do tabelada
Tabela 4.11
£ *i Yi
0 | 03] 3,09
1|15 (1725
2 | 2,1 |2541
ode-se calcular
B - _ 1Yo 1725 ~300 _
Ao [xo0 %1 ] o 1503 11,80
. _ meVi . g 25812 1705w aaen
yl [xl!x?. ] X3 — X 2’1 _ 1,5 ’
_Ixpx § — X0 x 13,60 — 11,80 _
Yo = [x0,x1,x2] = lx:l xo[ ol _ 2,1 — 03 = 1,00
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E colocando-se tais valores numa tabela vem:

Tabela 4.12
i ox i Ay, | By
0 0,3 3,09 11,38 1,00

1 1,5 17,25 13,60 —_
2 2,1 2541

Observando a tabela do exemplo 4.12 nota-se que, com trés pontos dados, po-
dem ser calculadas duas diferengas divididas de 12 ordem e uma de 2% ordem. Gene-
ricamente, tendo n + 1 pontos disponiveis, pode-se calcular n diferengas divididas
de 13 ordem, n — 1 de 24 ordem e assim sucessivamente, até uma diferenga dividi-
da de ordem n.

Teorema 4.3: Se f (x) é uma fungo polinomial de grau n que passa pelos pon-
t0s (xo, Yo (1, Y1), - . ., &%k, ¥&), - - - » (X, Yp), entdo a diferenga dividida de
ordemk, f [ X, x; xi41, ..., Xi4x— 1 |, é um polinémio de grau n — k.

Demonstragdo por indugdo
O teorema é verdadeiro para & = 1, pois da defini¢do da diferenca dividida de

12 ordem, tem-se:

] = f(x) — fxi)

x_xi

&) =76+ 6 = xp) Sl xi]

f[x,x,-

Logo, f[x, x;] é um polinémio de grau n — 1 (n — k), jd que f(x) é de grau
n, (x — x;) é de 19 grau e f(x;) é constante.

Supondo que o teorema seja vilido para k = p — 1, ou seja, a diferenga
dividida de ordem p — 1, f[x, xi, Xj+1, ..., Xi+p-2] é um polindmio de grau
n —{p — 1), basta, agora, que se prove que ele é vdlido parak = p.

A diferenca dividida de ordem p é, por definigdo, igual a

FIx %4 X415 e s Xjap_1 ] =
_ f[x! Xiawe, xf+p'-2] o f[xl'! Xi+1, . - "xH‘pfl ]
X = Xitp-
Flx xin-- -, Xi+p_ 1 | 6 uma constante, ji que entre seus argumentos ndo
hd a varidvel independente x; f [ X, X, . .., Xj4p_o |édegraun—(p — 1) =
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™ n — p + 1 por se tratar de uma diferenga dividida de ordem p — 1, suposta verda-
vira na etapa anterior, e (x — Xj+p-1) é de 19 grau. Logo,
WL, xi, xi+1,. .., Xi+p-1]é de graun — p (= n - k).

_ Coroldrio: Se f(x) é uma fungo polinomial de grau n, entdo, todas as diferen-
gus divididas de ordem # sdo iguais a uma constante ¢ as de ordem # + 1 sdo nulas.

Deixamos para o leitor esta demonstragdo.

4.6.2. Formula de Newton para Interpolagdo com Diferengas Divididas

Sejam os n + 1 pontos distintos (x;, y;),7{ = 0,1,2,...,1n¢e Py(x) o poli-
ndmio interpolador de grau n que conterd estes pontos.

Pela definigdo de diferenga dividida tem-se:

Pp(x) — Palxo)
X — Xp

.'..P [x, x0 1=

Logo,
Py(x) = Pp(xg) + (x —x¢) Plx, xo] (4.24)

Px, xo] — Plxp, x4]
X — xl

TMas, Plx, xo,xy | =
ou

Plx,xq] = Plxg, x;] + (x — xq) P[x, x¢, x,] (4.25;

Levando (4.25) em (4.24) vem:

Pn(x) = Pu(xq) *+ (x — xo) Plxo, x1]+
+(x — xo) (x — x1) Plx, xo, x| (4.26)

Mas Plx, %0, %1 = — x3) Px,x0 x1,%2] + Plx0, %1, %] (427)

Levando (4.27) em (4.26) vem:
Pu(x) = Py(xo) + (x—xq) Pxg, x1] +
+ (x it xD)(x T xl)P[x()’xlsx?. ]+
+(x — xg)(x — x1) (x — x3) Plx, x0, %3, X3] (4.28)
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Continuando com o desenvolvimento de P [ x, xo, X1, X, ] em (4.28), encontra-se:

Py(x) = Pu(xo) * (x—xo) Plxo, x1] + (x —xp) (x = x1) Plxg, X1, x,] +

+ (x—xn)(xaxl)(x—xz)P[xﬂ,xl,xz,xs] ...+

+ (x—xg)(x—x1)x—-x2) ... (x*"xn—l)P[xo,xl,...,xn] +
+ (o xg)(x—x)(x—x;) ... e—xn)P[x x0, X1, X2 - xn)
Mas, como Py, (x) é de grau n, resulta que P [x, xo, Xy, . .., Xn] = O pelo coroldrio.

Fazendo Py (xo) = yq, vem:

Py(x) = yo + (x —xo)Plxo, x1] + (X—xﬁ)(x“xl)f’[xo-xbxi] oot
+ (x—x0)(x - x)(x—x3)...0x = xn-1)Plxg, xy1,..., xn] (429)

Sabe-se que A ‘yy = P[xq, x1, ..., xil. Logo, (4.29) pode ser escrita da seguinte
maneira:

Pp(x) = yo t (x—xo)Ayo + (x—xp)(x —x ) Ayo+.. .+
+ Gr—xg)x—xy)... 0 =xn-1) A"y, (4.30)

(4.30) ¢ o polindmio interpolador de Newton, usando as diferengas divididas. A
formula (4.31) se apresenta mais sintética:

i-1
Pn(x) = ¥ + nz &fyo . (x - x;) (431)

=1

Exemplo 4.13

Determinar o valor aproximado de f(0,4), usando todos os pontos tabelados
da fungdo f(x).

Tabela 4.13
i xj »i

0 00 | 1,008
1 0,2 | 1,064
2 0,3 | 1,125
3 | 05 | 1,343
4 0,6 | 1,512
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a) Construgdo da tabela das diferengas divididas:

Tabela 4.14
i xi i Ayi My My Aty
0 0,0 1,008 0,280 1,100 1,000 0,000
1 0,2 1,064 0,610 1,600 1,000 —_—
2 0,3 1,125 1,090 2,000 uoc
3 0,5 1,343 1,690 A _— E—
4 0,6 1,512 _ S — —
b) Célculo de P(0,4):

P(04) = yo + (04 —x9) * Ayp + (04 —x0) (04 —x;) * APy, +
+ (04 —x0) (04 —x1) (04 —x;) * Ay, +
+ (04 —x0) (04 —x1) (0,4 —x,) (04 —x3) * Ay,

P(04) = 1,216

{Observagdo: A construggo da tabela abaixo diminui o nimero de operag3es a serem
{feitas.

Tabela 4.15
) i 0 1 2 3
: Dify = (x—xj) 04 0,2 0,1 -0,
; i |
: Prod; :]—_T ¢ — x) 0,4 0,08 0,008 - 0,0008
b =0 i

(0,4) = yy + Prodg Ayg + Prod, My, + Prod, A3y, + Prody Ay,
P(04) = 1216 '

,6.3. Erro de Truncamento

A férmula de erro de truncamento para a interpolagdo de Newton € a mesma
de Lagrange (4.15), tendo em vista que as duas utilizam polindmios de mesmo
au.
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Exemplo 4.14

Resolver o exemplo 4.10 aplicando o polindmio interpolador de Newton.

a) Construgdo da tabela de diferengas divididas:

Tabela 4.16
3. 4
i xi vi Ayi Ny, Ay Ay
0 0,00 1,000 10,010 1,300 10,000 10,000
1 0,10 2,001 10,400 7,300 20,000 —
2 0,30 4,081 14,050 25,300 —_ e
3 0,60 8,296 31,760 —_ —_ —_
4 1,00 21,000 —_— —_— —_— =
Construgo da tabela das diferengas e produtos:
Tabela 4.17
i 1 2 3
Dify = (- xp 0,2 0,1 -0, —04
i
j = - X 2 0,02 — 0,002 0,0008
Pl‘ﬂd}l = (x x;) 0,
j=0
Aplicagdo da formula:

4
P(x) =y, + Prodg Ayy + Prody A%y + Prody A'yo + Prods Ay,

P(02)= 3,016

b) Na construgdo da tabela foram calculadas 10 diferencas divididas, efwol-
vendo cada uma delas 2 adi¢Ges e 1 divisdo; logo, foram efetuadas 20 (+)e 10 ().

Na construgdo da tabela de diferengas e produtos foram realizadas 4 (+)

3(x).

Na aplicagdo da férmula toram necessdrias 4 (+) e 4 (x).
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Logo, o total de operacGes realizadas € o seguinte:

n? de no de n¢ de
RM RP [{
FORMULA DE INTERPOLA ¢do adigdes multiplicagGes divisées okl

NEWTON 28 7 10 45

'4.6.4. Implementagdo do Método de Newton

: Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina DIFDIV ¢ um
- Bxemplo de programa para usi-la.

#.6.4.1. SUB-ROTINA DIFDIV

BUBROTINA DIFDIV

OBJETIVO &
INTERPOLACAO DE UM OU HAIS VALORES NUMA FUNCAO TABELADA

METODQ UTILIZADO :
INTERPOLACAO DE NEWTON COM DIFERENCAS DIVIDIDAS

uso =
CALL DIFDIV(TAB,NMAX,MMAX,N,NPI,X,Y)

PARAMETROS DE ENTRADA

ThB t MATRIZ QUE CONTEM 0S8 PONTOS CONHECIDOS DA
FUNCAO

NMAX = NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO

MMAX 3 NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO

N ¢ NUMERO DE PONTOS DA TABELA

NP I & NUMERO DE PONTOS A SER INTERPOLADO

X  VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS
INTERPOLADOS

PARAMETROS DE SAIDA @ )

Y ¢ VETOR QUE CONTEM AS ORDENADAS DOS PONTOS

INTERPOLALOS

]l-n----------------qn..---.-o-..--nnn-.u-a..---..-na...., ....... TR RCY

SUBROUTINE DIFDIV(TAB,NMAX,MMAX,N,NPI X, Y)

INTEGER I,IC,IK,IX,IY,J,K,KK,LF, LT, Li,L2,M,MMAX,N,NC,NL,
F NMAX, NPT, Ni
REAL P,Q@, TAB (NMAX, MMAX) , X (NMAX) , ¥ (NiAX )
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zizis]

oo oo

i0

20

21

2z

23
30

40

44

42
1]

40

NL=N
Ni=N+4
M=N-1
Ked

MONTAGEM DA TABELA DE DIFERENCAH DIVIDIDAS

DO 20 J=3,Ni
DO 40 I=i, M
P=TABCI+S,J-1)-TABCI, J=1)
IK=I+K
G=TAB(IK,1)-TAB(I 1)
TABCY,J)=P/@
CONTINUE
M=M=
K=K+1
CONTINUE

FIM DA MONTAGEM

IMPRESSA0 DA TABELA DE DIFERENCAS DIVIDIDAS

HRITE(Q 24)
ORHATtiHi 25X ,31HTABELA DAB
NC=aN1/5
LI={
LF=0
IF(NC.NE.0)GO TO 40

K=MOD(N1,5)

KK=K~2

WRITE(Z2, 221, I= 1,KK)

FORHﬂTiiHU 4%, LHI , 8%, 1HX, 14X,2HY ,2(12X, AHOIVY,/,

) 1X, 2(14X lHI) ix, 2(£4X I1), //)

DO 30 I=i,N
IYaNmI+E
IX=MINDCE,
NEDES |
WRITE(2,23)J, (TABC(I, JY, =1, 1K)
rORHAT<4x 12,4(3X%, 1PLin-5))

CONTINUE

G0 7O 100

CONTINUE

Lo B0 LC=4,NC
LF=Y0%5
IFCIC.NE.L3B0 TO 60

WRITE(2,44) (L, I=4,3) :
FORHQ1(1HB ax, iHl BX, 1HX 14x
iX, ”(iﬂx iHI) iX, (idX 113,700

DIFERENCAS DIVIDIDAS,//)

IY)

DO §0 I=1,N
LY =N- T
IXEMIND (5, 1Y)

Jis i
WRITE(R,Addd, (TaBL, ), J=1, IX)
FORMATCAX, 12, 53X, iPELR.T)

CONTINUE

LisLF+

Nl.=NL 4

o TO 80

CONT INUE

ZHY ,3(i2X,3HDIV) ,/

ooaonon

iod

ioe

i10

¥

oo

114
i20
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Li=LI-2
LaulF-2
gg;;ké’ LELICT, Imld Ly
" (iHO, 4x iHT 7x SHB T pr
. s n(idx he? }/; V, 442X, 3HDIV) L/,
DO 70 I=4,NL
;Ynnuar+1
TX=MINCOLS, IY)
La2=LI+IX-1
NESES
WRITE(2,23)d,(TA
45 Ll BCI, 0, Jd=LT,1.2)
LI=LF+1
NL N5
80 CONTINUE
K=MOD (N1 , 5)
LF=LF+K
Li=LI-2
L2=LF-2
WRITE(2,64)(¢1, I=Ld, 12
DO-90 I={,NL
IYaNL-T+1
IX=MINO(S,IY)
L2=LI+IX~1
JuI-g
WRITEC(2,28)J,(TAB(I, ) »J=LI,L2)

<31

20 CONTINUE
100

CONTINLUE

FIM DA IMPRESSAQ

APLICACAO DA FORMULA DE MEWTON

ggITE(E i04)
RMAT(5(/) ,5X,20HTABELA DE
WRTTECS: 1Qﬂ) E RESULTADOS, /)

FOR
£ Tg;(;H? :inHI SBX, LHX, £4X, 4HY, /48X, {HI 14X, 4HI, /)
P=1.
Y(K)=TAB(1,2)
DO 140 I=3,Ni
P=P*(X(K)- ~TAB(I-2,1))
Y{K)= Y(K)+TﬁB(1,IJﬂP
CONTINUE

IMPRESSA0 DOS RESULTADOS

WRITE(2,$14)K, X¢K), Y(K)
FORMAT (iMD, 38X, I2,2¢3X, iPEL2.5) )

CONTINUE
RETURN
END
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4.6.4.2. PROGRAMA PRINCIPAL

C
c
C PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA DIFDIV
C
c
INTEGER I,MMAX,N,NMAX NPT
REAL TABELAG20,21),X(20),Y(20)
NMAX=20
MMAX=NMAX r 1
READ (4, 1IN, NPT
4 FORMAT(RIR)
c N ¢ NUMERO DE PONTOS DA TABELA
C NP I : NUMERO DE PONTOS & SER INTERPOLADO
DO 10 I=i,N
READ (1,2 TABELACE, 1), TABELACT, i)
2 FORMAT(2FLO.0)
C TABELA * MATRIZ QUE CONTEM 05 PONTOS CONHECIDROS DA
c FUNCAC
i0  CONTINUE
READ (L, $4) (X(I),T=4 NPI)
11 FORMAT (BF10.0)
c X : VETOR GUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS
c INTERPOLADOS
c
CallL DIFDIYVCTABELA, MMaX, MMax, N, NPL, %, 1)
C
CALL EXI
END
Exemplo 4.15

Seja f(x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo:

Tabela 4.18
i xj i

0 1 2,69315
1 3 8,30259
2 6 15,6109
3 7 17,9120
4 9 22,4067
5 11 26,8040
6 15 35,4205
7 18 |41,7838

determinar f(5), £(10,2) e f(17,3).

Interpolagdo 187

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:

Dados de entrada

83

1., 2.69315,
3, 8.3¢9259,
6, 15.6109,
7., 17.912¢,
9., 22.4067,
11.,26.8p40,
15.,35.4205,
18.,41.7838,
5, 19.2,17.3,

Os resultados obtidos foram:

1.00000E+DD
3.00000E+00
4. 00000E+00
7 . 0000DE+00
7. 00000E+00
1.40000E+01
1.50000E+04
1.80000E+04

DIV
3
6.66214E-03
2.463893E~03
1.44B43E~-03
5.74248E-04
3.00310E-04

DIV

7
S.9?712E~08

5.00000E+00

Y
I

2. 62315E+00
8.30259E+00
1. 0610%E+01
L.79120E+01
2.24067E+D4
2.68040E+04
3.54205E+014
4.1783BE+01

DIV
4
~G.02904E-04
-1 .86343E--04
-6 .45758E-05
~2.467216E-05

DIV

1.32581E+04

TABEL.A DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS

DIV
i

2. B0472E+00
2. 436 L0E+00
2.305 10E+00
2. 247 35E4+00
2. 49845E+00
21541 3E+00
242181 0E+00

DIV
b
3. 16588E-05
1.03947E-05
2.20454E~06

nIv
6
~1.518864F-06
~4.PP349E 07
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2 1.02000E+01 2.50542E+01

3 1.73000E+04 4.02998E+01%

4.6.5. Comparagdo entre as InterpolagGes de Newton e de Lagrange
No quadro abaixo é mostrado o niimero de operagdes efetuadas quando sao

empregadas as férmulas de interpolagdo de Newton e de Lagrange para um conjunto
de n pontos:

Qperacdes no de no de nQ de
férmula adigdes multiplicagdes divises rotal

NEWTON nttn-2 -3 #e _n 3n% +5n - 10
2 2
LAGRANGE nt4n_1 n?_1 2n m? +3n -2

2 +5n —10 < 2% +3n-2 para B 2= 2
2

O nimero de operages efetuadas quando se utiliza a formula de Newton ¢
inferior a0 namero de operagSes da férmula de Lagrange. Entretanto, se no pro-
bleraa a ser resolvido existem, para um mesmo conjunto de x, vdrias fungdes y, nas
quais devem ser feitas interpolagGes, é vantajoso o emprego da férmula de Lagran-
ge, pois a tabela de diferengas ¢ produtos, uma vez construida, seria usada tantas
vezes quantas fossem as interpolagOes, bastando para isso substituir-se os valores

de y.

4.6.6. Exercicios de Fixagéo

4.6.6.1. A tabela 4.19 relaciona o calor especifico da dgua em fungdo da temperatura. Calcu-
lar o calor especifico da dgua a uma temperatura de 25°C, usando um polinémio de 39 grau e:

a) aférmula de Lagrange
b) a férmula de Newton
¢) comparar os resultados obtidos nos itens anteriores com o valor real 0,99852
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Tabela 4.19

TEMPERATURA (°C) | CALOR ESPECIFICO

20 0,99907
30 0,99826
45 0,99849
55 0,99919

4.6.6.2. A velocidade v (em m/s) de um foguete langado do solo foi medida quatro vezes, ¢
segundos apds o langamento, e os dados foram registrados na tabela 4.20. Calcular usando um
polinémio de 49 grau, a velocidade aproximada do foguete apds 25 segundos do lancamento.

Tabela 4.20

tempo (s) 0 8 20 30 45
velocidade (m/s) 0,000 52,032 160,450 275,961 370,276

4.6.6.3. A figura 4.3 mostra o esbogo do leito de um rio. A partir de uma linha reta, préxima a
uma das margens, foram medidas distincias (em m) entre esta linha reta e as duas margens do
rio, de 15 em 15 metros, a partir de um ponto tomado como origem. Tais dados foram registra-
dos na tabela 4.21. Determinar o valor aproximado da largura do rio nos pontos que distam
10, 20, 40 e 50 metros da origem (tomados na linha reta).

yi

Tabela 4_.21
x 0 15 30 45 60
yMyp 50,00 86,00 146,00 73,50 50,00
¥ M3) 112,50 154,50 195,00 171,00 95,50
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4.7. INTERPOLAGAO COM DIFERENCAS FINITAS

4.7.1. Conceito de Diferenca Finita

Muitas vezes s@o encontrados problemas de interpolagdo cuja tabela de valo-

res conhecidos tem, de certa forma, caracteristicas especiais, ou seja, os valores de
xi (i =0,1,2,.. ., n)sdo igualmente espagados.

Assim, x; + | — x; = h, para todo i, sendo % uma constante.

Exemplo 4.16

Seja a fungdo f(x) definida pela tabela:

Tabela 4.22
i X Yi
0 0,01 1,01
1 0,03 1,09
2 0,05 1,25
3 0,07 1,49

Os valores de x sfo igualmente espagadose # = 0,02

" Caso fosse pedido para se determinar £(0,02), £(0,04) e £(0,065), conhecen-
do-se os valores da fun¢do f (x), que constam da tabela do exemplo 4.16, sem di-
vida alguma seria possivel encontrar uma aproximag¢do para cada valor pedido usan-
do-se a formula de interpolagdo de Lagrange ou a de Newton. Contudo, deve-se
aproveitar o fato de que tais pontos possuem abscissas com espagamento constante,
o que simplifica a férmula de Newton.

Em primeiro lugar, é necessirio introduzir uma varidvel auxiliar z, cujo valor
¢ dado por:

Logo, (x—x¢) = :zh
(x—(xo+h) =x-xq—-h =zh-h=h(@z-1)

®
|
%

z
|

(—Xnog) = (i—(rg+ (1= 1A = x —xg — (1 — 1)k =
= d=ln=Dk = he=="1
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[ Assim, levando estes Gltimos valores na formula (4.30) vem:

Pa(x) = yog + hz*Ayy + hPz(z - 1)+ A’y +.. .+
+ h'2@Ez-1)...z—- (- 1) Ay, (4.32)
Torna-se agora necessdrio introduzir o conceito de diferenga finita (vdlido

{ipenas quando x; + 1 — x; = h, para todo i):

|

a) de ordem zero: A%; = y; (4.33)

b) de primeira ordem: Avi =yi+1—-yi = A°y;'+ 1 —A°yf 4.34)

¢) de segunda ordem: A2y; = Ayi+1 — Ay (4.35)

d) deorden n: Ay = A" Yyip 1 A"y (4.36)
Exemplo 4.17

Construir a tabela das diferengas finitas para a fun¢gfio dada pela tabela 4.23.

Tabela 4.23
x ¥

3,5 9,82

40 | 1091

4,5 12,05

50 13.14

55 16.19

Tabela 4.24
i xi yi Ly My; Ny Ky,
0 35 9,82 1,09 0,05 ~0,10 2,11
1 40 1091 1,14 - 0,05 201
2 45 12,05 1,09 1.96 — —
3 50 13,14 3,05 o reine
4 55 16,19 o s -

O teorema a seguir relaciona as diferencgas divididas e finitas.
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4.7.2. Férmula de Gregory-Newton

Teorema 4.4 Seja a fungdo y = f(x) definida pelos pontos (xj, y;), i =

=0,1,2,..,n taisque x;+1 —x; = A, paratodo i

Ay

n! K"

Any,' =

Por indugdo:
Paran = 1 oteorema ¢ vilido, pois:
Vit 1-Vi byi Dy

Ayf: — = :
Xi+1—Xf h 11 h

Supondo-se que ele seja vdlido paran = p — |

APy,

APy, =
X o—nta®-D

pode-se provar que ele € vdlido paran = p:

APy 4 — APy

APy; = . = por definigao.
i+p—Xi
Mas
p-1.,
APl yig g = .
p-DthP-V
-1 &PFIJ’I'
AP Vi= ———————
@-1)taP-1

Xi+p—Xi = ph

AP-lyiey | | APy
w-11AE-D (- Da?-1

ph

Entido,

APy; =
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" NPl — APy NPy
i= =
4 p(p-Dth * g1 pHP

Levando o resultado do teorema na férmula (4.32) vem:

Ly &y
RGN = 2ot hs ~ps REE=1) - o
. Ay,
+h'z(z - 1)...¢ - (n - 1)) iRt
ou
_ z(z -1
PG = o +1z' . L\yo + _(7) 'ﬁzyo st
-D...¢-{n-1
LG - e-@-1), o (4.37)

n!

que é conhecida como a formula de interpolagdo para diferengas finitas de Gre-
gory-Newton.

O leitor deve mostrar que o erro de truncamento pode ser escrito como:

nt1)
Er =h"+1z(z - DDz -2)...z —n) - f—l—@ (4.38)
(n+ 1)!

Exemplo 4.18

Resolver o exemplo 4.1 empregando a férmula de interpolagdo de Grego-
ry-Newton.

a) Construgdo da tabela das diferengas finitas:

Tabela 4.25

i xi vi Ay Ly, Ly;

0 1950 352.724 331,184 219.938 ~191.100
1 1960 683.908 551.122 28.838 sane

2 1970 1.235.030 579.960 s _—

3 1980 1814990 | —— S i
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b) Cilculo do valor de z: Tabela 4.27
i xq ¥i Ayi AZ Vi ﬂBy,' ﬁ4y,'
X =Xy _ 1975 — 1950 _
g =T g = —15 =25 0 0,10 0,125 ~0,061 0,024 -0,006 | 0,000
1 0,20 0,064 -0,037 0,018 -0,006 —_
2 0,30 0,027 -0,019 0,012 — —
i 3 0,40 0,008 -0,007 — — —
¢) Célculo de P5(1975): 4 0,50 0,001 o seas sz e
Py(1975) = 352.724 + 2,5 + 331184 + 2'522;5 =1 . 519938 + a2) Cileulo de z:
, = X~ X _ 025 — 0,10 _ 1,5
25025 — D25 | h e
20 = )25 =2 . (_191.100)
: a3) cdlculo de P4(0,25).
P4(1975) = 1.533.349
Ps025) = 0125 +15 + (~0,061) + 505 o004 +
Em 1975, Belo Horizonte tinha, aproximadamente, 1.533.349 habitantes. 2
o 1305 8 05 L (g 0006) +
Exemplo 4.19 6
Dada a fun¢do y = f(x), conhecida pelos pontos da tabela abaixo, calcular: o 1,5 + (0,5) * (=0,5) * (-15) , 0,000
24
a) P4(0,25), empregando a férmula de Gregory-Newton
b) o nimero de operag0es efetuadas no cilculo do item (a) P4(0,25) = 0,043
b) Cilculo do niimero de operagdes efetuadas em (a):
Tabela 4.26
bl1) tabela de diferengas finitas:
i x; i 10 adigBes
0 0,10 0,125 b2) célculo de z:
1 0,20 0,064 1 adi¢do
2 0,30 0,027 ity
3 0.40 0,008 1 divisZo
4 i 201 b3) célculo de P4(0,25):
10 adigBes
10 multiplicagGes
3 divistes

a) Cilculo de P4(0,25):

al) construg@io da tabela de diferengas finitas: Total: 23 operag3es
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4.7.3. Comparagdo entre as Interpolagdes de Newton e de

Gregory-Newton

Para interpolar um valor usando a formula de Gregory-Newton numa tabela

de » pontos s30 necessarias:

a) na construgdo da tabela de diferengas finitas:

n —n (+)
2

b) no calculo de z:

1 )
1 (@)
¢) na construgio da tabela de diferengas e produtos de z:
i 0 1 n—2
Diff =z — i z z-1 z—(n-2)
d 1@-1)...
!_Ol Dif; z L - (n-2)
n—2()
n— 2 (x)
d) no cilculo de P, —;(x)
n—1()
n—1(x)
n-2()
ouseja, n° +3n —4 (+),2n - 3 (xX),n — 1 ()
2
Resumindo:
operagoes n de nPde nfde
formula adigdes multiplicaces divisGes total
NEWTON n - n -2 2 - 3 n® —n | 30 +51 - 10
2 2
GREGORY- nt 43— 4 2n — 3 n -1 nt +9n — 12
NEWTON 2 2

'r
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n +9n — 12 <3n=+5n—10 paran = 2
2 2

Portanto, o método de Gregory-Newton deve ser usado sempre que a tabela
for composta por pontos eqiiidistantes.

4.7.4. Exercicios de Fixagéo

4.7.4.1. Resolver o exercicio 4.6.6.3 empregando a férmula de Gregory-Newton.’

#.7.4.2. Na tabela 4.28, d é a distancia, em metros, que uma bala percorre ao longo do cano de
um canhdo em f segundos. Encontrar a distincia percorrida pela bala 5 segundos apds ter sido
tisparada, usando todos os dados abaixo.

Tabela 4,28
 (s) 0 2 4 6 8
d (m) 0,000 0,049 0,070 0,087 0,103

#.7.4.3. Durante trés dias consecutivas foi tomada a temperatura (em ©C) numa regifo de uma
¢ldade, por quatro vezes no perfodo das 6 as 12 horas. Determinar, usando todos os dados da
tabela 4.29, a média das temperaturas dos trés dias is 9 horas,

‘Tabela 4.29
dia
hora 1 2 3
6 18 17 18
8 20 20 21
10 24 25 22
12 28 27 23

#.7.44. Dadaafungdo f (x) = 10x* + 2x + 1, usando os valores de f(0,0), £(0,1), f (0,2) e
[ (0,3), calcular P3(0,15).

7.4.5. Qual ¢ a cota mixima do erro de truncamento cometido no céleulo do exercicio ante-
r?
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4.8. EXEMPLO DE APLICACAQ DE INTERPOLAGAO
4.8.1. Descrigdo do Problema

Um fazendeiro, verificando a necessidade de construir um novo estibulo, es-
colheu um local proximo a uma nascente, de forma que, perto do estébulo, pudesse
ter também um reservatorio de dgua. Junto i nascente ele construiu uma barragem
e instalou um carneiro, para que a dgua pudesse chegar ao reservatorio,

Verificou-se que:

a) A vazdo da fonte de alimentagdo era aproximadamente de 30 litros por
minuto. (Quantidade de dgua que aflui ao carneiro.)

b) A altura de queda era de 6 metros. (Altura entre o carneiro e o nivel da
igua da fonte de alimentag@o.)
O reservatorio se encontrava a uma altura de recalque de 46 metros. (Altura

entre o carneiro e o nivel da 4gua no reservatorio.)

Munido destes dados, o fazendeiro gostaria de saber quantas vacas leiteiras
poderiam ocupar o estabulo, sabendo que o consumo diério de cada uma, incluindo

asseio do estabulo, é de 120 litros.
nivel da

£Z T dgua
Y

T reservatdrio

fonte de alimentacdo

nivel dadgua

4.8.2. Modelo Matematico

Para resolver o problema deve-se calcular a vazdo de recalque, que ¢ a quanti-
dade de 4gua elevada. Para isso tem-se de aplicar a formula:

h
= —.R
q QH
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g — vazdo de recalque
Q — vazdo da fonte de alimentagdo
h — altura de queda

H —  altura de recalque

R — rendimento do cameiro

onde:

Conclui-se, portanto, que para determinar o valor de g é necessario conhecer
0 rendimento do carneiro.

A tabela 4.30 relaciona a razdo entre as alturas H/h e o rendimento do carnei-
10 instalado.

Tabela 4.30
Hih R
6,0 0,6728
6,5 0,6476
7,0 0,6214
7.5 0,5940
8.0 0,5653
8,5 0,5350
9.0 0,5029

4
ComoH = 46meh = 6 m, tem-se ﬁh = _: = 7,67.

Consultando-se a tabela verificou-se que para calcular o R associado ao valor
de H/k encontrado deveria ser feita uma interpolagdo.

4.8.3. Solugdo Numérica

Como os pontos da tabela sdo igualmente espagados é conveniente empregar
i formula de interpolagdo de Gregory-Newton, por ser apropriada para conjuntos
de pontos como este e exigir um menor esfor¢o computacional.

a) Construgdo da tabela das diferengas finitas:

Tabela 4.31

i x i Ay; Azy,- Aay,' A“y,- &sy,- Asyl_
60 | 06728 | —0,0252 | —-0,0010 | —0,0002 | 0,0001 | -0,0003 | 0,0006
6,5 | 06476 | -0,0262 | -0,0012 | —0,0001 |-0,0002 0,0003 —
70 | 06214 | -0,0274 | —0,0013 | —0,0003 | 0,0001 — —_—
7.5 | 0,5940 | -0,0287 | -0,0016 | —0,0002 — — —
80 | 05653 | —0,0303 | —0,0018 — e — —
8,5 | 0,5350 | -0,0321 — — — — —
9,0 | 0,5029 — —_— — — — —

At PELL—~O
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4.9.1. Determinar P3(74) sabendo que:
g = x — xg - 1,67 - 60 _ 3,34
h 05 P30y =1 Py(m3) =172
Py(m6) =+/3]2 P3(m2) =0

¢) Calculo de P (7,67) =R:

4.2.2. A fung@o cos x passa pelos pontos da fungdo P3(x) citados no exercicio anterior. Calcu-
lar o erro de truncamento méximo cometido na aproximagdo da fungdo trigonométrica pela po-

334 X 2.34 linomial. Comparar o resultado obtido no exercicio 4.9.1 com o dado pela calculadora.
== (-(0,0010) +
P(7,67) = 0,6728 + 3,34 X (-0,0252) + 2 ( ) 4.9.3. Determinar, usando todos os valores conhecidos das fungdes F(x) e G(x), o valor de
F(G{0,25)).
Tabela 4.32 Tabela 4.33
34 X234 X 134 x0,34 :
, 334 x 234 x 134 (-0,0002) + 3, = x0,0001 4
6 x F(x) x G(x)
1,000 0,000 0,000 1,001
1,100 0,210 0,200 1,083
X 2,34 X 134 X 0,34 X (=0,66) , " 1,300 0,690 0,400 1,645
g 234 X (-0,0003) 1,600 1,560 0,600 3,167
120 2,000 3,000 0,800 6,129

" 3,34 X 2,34 x 1,34 x 0,34 x (-0,66) x (—1,66) X (0,0006 #94. Determinar o polindmio interpolador que aproxima a fungio F(x) dada pela tabela
4.32.
720

. Usar a férmula de ir nterpolagdo de Gregory-Newton para determinar a fun¢fo polinomial
P (? 6 ?) = 0,5844 logo R =0,5844 fJue passa pelos pontos dados pela tabela 4.33.
) ] ’ 2

#4.9.6. Os problemas até agora vistos sfo da forma:
h o 7 s crop ;
Substituindo os valores conhecidos na formula q = Q—E- R, vem: Dada a tabela d_e uma fungdo y; = f(_:f;‘),_: =0,1,2,. cool, pede-se para cle.termmar
0 valor aproximado dey correspondente a um x nfo pertencente i tabela e compreendido entre
0l valores de xg e x,,".

g = 30 x gg X 0,5844 = 2,29 litros/minuto.

Entretanto, o problema inverso pode ser encontrado.

“Dado um y nfo pertencente i tabela e compreendido entre y 4 e yn, determinar o valor

Logo, em um dia entram no reservatério 2,29 X 60 X 24 = 3.297.60 litros do {Aproximado de x que Ihe ¢ associado™.

Este é um problema de interpolagdo inversa e, para resolvé-lo, basta fazer uma troca de
dgua. liveis. O que era varidvel independente passard a ser dependente e vice-versa.
Ora, como uma vaca leiteira consome 120 litros de dgua por dia, incluindo o F Resolver o problema abaixo considerando o que acabou de ser exposto:

asseio do estibulo, conclui-se daf que o estibulo comporta 27,48 vacas. Determinar o valor aproximado de x para y = 0,9500, usando todos os valores da fun-

Y = sen x, x em radianos, registrados na tabela 4.34.

Tabela 4.34
4.8.4. Anélise do Resultado : 5 f 5 :
' - i * 1,7500 | 1,8000 | 1,8500 | 1,9000
O fazendeiro pode colocar até 27 vacas leiteiras no estdbulo, pois a quantidade % TR
de 4gua langada pelo cameiro ¢ suficiente para manté-las.
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4.9.7. Com as tabelas 4.32 e 4.33 do exercicio 4.9.3, calcular o valor aproximado de x para que

se tenha F(G(x)) = 0,500.

4.9.8. Usando quatro pontos da tabela 4.20 do exercicio 4.6 6.2, determinar aproximadamen-
te o tempo gasto para o foguete atingir uma velocidade de 150 m/s.

4.9.9. Construir a tabela de log x, usando 6 pontos igualmente espagados, de tal forma que
xo = 2,00ex5 = 3,00. Determinar o valor aproximado de x tal que log x = 0,40.

4.9.10. Usando quatro pontos da fungdo flx) = xn, para x igual a 1, 2, 3 e 4, determinar o
valor aproximado de V 12,

4.9.11. Considerando a tabela 4.35, onde estio representados alguns pontos da fungdo f(x) =
:\3/;, determinar o valor aproximado de 0,53.

Tabela 4.35

x 0,000 0,008 0,064 0,216 0,512
Fx) 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800

4.9.12. Usando a tabela construida no exercicio 4.9.9, determinar o valor aproximado de
log 2,5.

4.9.13. Usando a tabela construida no exercicio 4.9.10, determinar o valor aproximado de

£35).
4.9.14. Considerando a tabela 4.35, calcular aproximadamente o valor de 3\/0,050.

deira (altitude = 2.890 m),

4.9.15. A que temperatura a d4gua entra em ebuligdo no Pico da Ban
conforme mostra a tabela

sabendo que o ponto de ebuli¢do da dgua varia com a altitude,
4.36. (Usar os cinco pontos mais préximos de 2.890 m.)

Tabela 4.36
Altitude Ponto de Ebuligdo
(m) da Agua (°C)
850 97,18
950 96,84
1.050 96,51
1.150 96,18
1.250 95,84
2.600 91,34
2.700 91,01
2.800 90,67
2.900 90,34
3.000 90,00
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4-9.16. Usando 08 O P - P (1]
4 cinc prim iIOS ontos da tabela 4 36 determ <O po L+
¥
€ : inar nto d Cbuﬂgﬂo da

S0 A 1 i
491; velocidade 0 $0m na agua varia com a te

d m mperatura. Usando 05 Valoles da tabela
4.3 7 3 detEIT.Ili]m o valor aptoxl'mado da velomdade do som na églla a 100°C

Tabela 4.37
Te em;gemtum Velocidade
(°C) (m/s)
86,0 1.552
93,3 1.548
98,9 1.544
104 .4 1.538
1100 1.532

4.9.18, i i
9.18. A tabela 4.38 relaciona a quantidade ideal de calorias, em fungdo da idade e do peso.

pira homens ¢ mutheres que pos . i
: possuem . .
blente média de 20°C. atividade fisica moderada ¢ vivem a uma temperatura am-

Determinar a cota aproximada de calorias para um homem:
a) de 30 anos que pesa 70 quilos
b) de 45 anos que pesa 62 quilos
c) de 50 anos que pesa 78 quilos

Tabela 4.38
| PESO
':. - COTA DE CALORIAS (em kcal)
| ho - e fem anos) Honens Idade {em anos) Mulheres
45 65 25 45 65

40 -

£0 - = 1.750 1.650

g0 gggg 2.350 1.950 2050 1.950 iZgg
| 60 i | Zro | 2250 2350 | 2200 | wsso
50 3.550 3.350 2.800 2600 el

19, Usando 3
pontos da tabela 4.
mulher de: abela 4.3

a) 25 anos e 46 quilos
b) 30 anos e 50 quilos
©) 52 anos ¢ 62 quilos

8, determinar aproximadamente a cota de calorias para
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4.9.20. Um automével percorreu 160 km numa rodovia que liga duas tfidﬁdes e gastou_, neste
trajeto, 2 horas ¢ 20 minutos. A tabela 4.39 di o tempo gasto e a distdncia percorrida em

alguns pontos entre as duas cidades.

Tabela 4.39
TEMPO | DISTANCIA
(min) {m)

0 0,00
10 8,00
30 27,00
60 58,00
90 100,00
120 145,00
140 160,00

Determinar: o
a) Qual foi aproximadamente a distincia percorrida pelo automovclqnos primeiros 45
minutos de viagem, considerando apenas 0s quatro primeiros pontos da tabela?

3 x : 9
b) Quantos minutos o automdvel gastou para chegat 4 metade do caminho?

Capitulo

Integracao

5.1. INTRODUCAO

Se uma fungdo f (x) € continua em um intervalo [ a, b ]e sua primitiva F (x)
é conhecida, entdo a integral definida desta fungdo neste intervalo é dada por:

[Jrwae=ro) - re G

onde F'(x) = f(x)

Entretanto, em alguns casos, o valor desta primitiva F (x) nfo € conhecido ou
de facil obtengdo, o que dificulta ou mesmo impossibilita o cdlculo desta integral.

Por outro lado, em situacGes prdticas, nem sempre se tem a funcdo a ser inte-
prada definida por uma férmula analitica, e sim por meio de tabela de pontos, o que
torna invidvel a utilizagdo da equagao (5.1.).

Para se calcular o valor da integral definida de f (x), nas duas situagdes citadas
{icima ou em qualquer outra, torna-se necessaria a utilizagdo de métodos numéricos.

|

Eﬂ, A solugio numérica de uma integral simples 6 comumente chamada de qua-
atura.
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Os métodos mais utilizados e que serdo vistos neste capitulo podem ser classi- Fazendon = 1 em (5.2) e levando 2 equagdo (5.1) tem-se:
ficados em dois grupos:
[ b b
1) As formulas de Newton-Cotes que empregam valores de f (x), onde 0s valo- { _fa f(x) ax =f Py(x) dx ﬁf [yo +z Ayo] dx
res de x sdo igualmente espagados. % a
2) A férmula de quadratura gaussiana que utiliza pontos diferentemente espa- C X — Xg
omoz = ——=0 =
¢ados, onde este espagamento ¢ determinado por certas propriedades de polindmios R h = dx =hdz
ortogonais. .
Considerandoa = x; ¢ b = x; os intervalos de integragdo, tem-se para:

Dentre as formulas de Newton-Cotes, serdo vistas as seguintes: regra dos trapé-

zios ¢ 12 28regras de Simpson. P e, = Xo — %o _ 0
h
Para a obtengdo das formulas de Newton-Cotes, é utilizado o polindémic in-
terpolador de Gregory-Newton: B ) =, = X1 ;xo =1
z — 1 — — 2
Pa(x) =yo *+z Byo * -&—2—,—)- . My, + 2 ”;f 2) . Myt Logo,
G- D -2 .- n+D 52) 1=[*[re + 2 ano] hoas WL
z{z — z — oz = : = Az = Z =
+.. + nl e N}’o + Rn ( u yo z yo] h[zyu + 2 Ayo] 0 =

=h[y0 + 0,5 Ay0]=h[y0 +0,5(; - )’o)]

X — Xg

onde z = 7

.y
R,, ¢ o residuo da interpolagdo: =7 o + 1) (5.4)
que é a férmula dos trapézios ou regra dos trapézios.

_z(z - D@ —=2)... = 1), pnt1 pnty) 3
Rn (n + 1) i (&)agaab(s’)

5.2.2. Interpretagdo Geométrica
Pp(x) é o polindmio de n-ésimo grau. I

Aproximando a fungdo f (x) em (5.1), pelo polindmio de Gregory-Newton, e £ (x)
integrando-o, obter-se-o as formulas de Newton-Cotes.

Esta aproximagdo se justifica, pois este polindmio ¢ de facil integragdo.

5.2. REGRA DOS TRAPEZIOS

5.2.1. Obten¢do da Férmula

Para a determinagdo da regra dos trapézios, é utilizado o polindmio de Gre-
gory-Newton do 19 grau, ou seja, uma reta. [Plgura 5.1. Regra dos trapézios.
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Pelos dois pontos do extremo do intervalo, fez-se passar uma reta e a integral

de f(x) foi aproximada pela drea sob esta reta. Da geometria, sabe-se que a drea des-
te trapézio formado é:

a =4 160 + 160

que é a propria formula dos trapézios.

5.2.3. Erro de Truncamento

A diferenga entre a integral exata de f (x) (drea sob a curva f (x)) e a integral
aproximada (trapézio) é o erro de integragao. Tal erro é devido ao erro de trunca-
mento cometido na aproximagdo da fungdo integranda pelo polindmio de Gregory-
.Newton. Para a determinagfo desta drea (do erro), basta que se integre O residuo
do polindmio interpolador (férmula (5.3)).

b _ 2
E =I Ry dx éj"u_ﬁﬁ (&) h d
a 0 :
3 2
1
= K &) é‘*[;_ _z?]o
—h3
E=';5: (& , a<&<b (5.5)

E interessante notar que nesta férmula de erro, se f” > 0, entdo a formula
dos trapézios dd um valor de integral por excesso; mas, se < 0, resulta um valor
de integral por falta.

Exemplo 5.1

Calcular, pela regra dos trapézios e, depois, analiticamente, o valor de:

3,6
' =j ax
3,0 X

Comparar o5 resultados.

Integragio

a) Pela regra dos trapézios:
=2 % )
=— +
5 Vo Y1

Comoy = 1/x,entdo:

il

Yo = lixg = 1/3
vy = 1fx; = 1/3,6
h=x, — x; =36 — 3,0 =06

Logo,
0p
I - (1/3 + 1/3,6) = 0,18333

Calculo do erro:

n? 3

- )
| _E' = — ) —
i 12 &) 12 &3

[ Como

3 <8 <36
~ entdo
W | e =mt
i méx 3. g3 o3
. ©,6)°
E = — i B, Do - -3
12 1,333 - 10
~ Entio:

I = 0,18333 — 1,333 + 1073 = 0,18200

b) Pelo calculo integral:

'3,
|

6
[, Vx dx = In(3,6) — 1In(3,00) = 0,18232
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5.2.4. F6rmula Composta

Uma forma que se tem de melhorar o resultado obtido utilizando-se a regra
dos trapézios é subdividindo o intervalo [ 4, b ] em n subintervalos de amplitude
h e a cada subintervalo aplicar-se a regra dos trapézios (férmula (5.4)).

|
f&x)
\\
h | A Rih | Ry h
a=2xg X4 X3 X3 X3 X3 Xn-1 xp=2b X

Figura 5.2. Aplicag@es sucessivas da regra dos trapézios.

h h h
I ='2*(J’0 "'.1’1)"'50’1 + ¥2) +---+_2 On-1+ ¥n)

h
I :E (o + 201 + 2p3 + ...t 2yt V) (5.6)

5.2 5. Erro de Truncamento

0O erro total cometido é a soma dos erros cometidos na aplicagio da formula
dos trapézios a cada subintervalo.

E=FEy +E +E, +... % Eyy 5.7

onde E; 6 o erro cometido na aplicagdo da regra dos trapézios no intervalo cujos
extremos 830 x; e Xj4y, OU seja,

—h3
E; T (&) (5.8)

X < &,- < Xit+1
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Levando (5.8) em (5.7), tem-se:

K3 "Z"
E=-3 f(&) (5.9)

i=0

Pela continuidade de f7(x), existea < § < b, tal que:

n-1
8 = 2 &) (5.10)
I=90
Levando (5.10) em (5.9), tem-se:
~h3
E “E nf"'(&)
Como
b - a
s
entdo:
E e (b - c!)3 s
—"‘m—f(ﬁ), a <E&E<EH (5.11)

Pode-se notar em (5.11) que, ac se subdividir o intervalo [, & ] em um gran-
tle niimero de subintervalos, o erro cometido tende a se tornar pequenc, pois o erro
{8 inversamente proporcional ao quadrado de n.

Exemplo 5.2

j Calcular a integral do exemplo 5.1 utilizando a regra dos trapézios composta
subdividindo o intervalo de integragdo em 6 subintervalos.

36 |
'=j — dx
i 3.0 x



212 CALCULO NUMERICO

b-a 36 — 30 _

h = = _— 0,1
n 6 ’
Tabela 5.1

i Xy =G

] 3,0 0,333333

1 3,1 0,322581

2 3,2 0,312500

3 33 0,303030

4 34 0,294118

5 35 0,285714

6 3,6 0,2777178

h
I =;[J"o t 2y + 2y, + 2y + 2y, + 2y +ys]
I =0,182350

Calculo do erro:

B 3

Como 3,0 < <36

2
@& | ==
mdx

27
Logo,
36 — 3,07 2
- SHEOO) -3,704 + 107°
12 - g2 7
Entdo:

I =0,182350 — 3,704 - 10~% = 0,182313

Pode-se observar que a precisdo deste resultado é superior ao obtido utilizan-

do-se a regra dos trapézios simples, como no exemplo 5.1.
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| Exemplo 5.3

_ Calcular o valor da integral
|

; 1
|

aplicando a regra dos trapézios composta e subdividindo o intervalo [0, 1] emn
~ fubintervalos de tal modo que o erro seja minimo.

L o-o
E__12n2 (&
f(x) =2x +3
i) =2
['x) =0
I —(b_aP-omo

12 n?

O erro serd nulo para qualquer valor de s. Fazendo. entfo, n = 1, tem-se-
h
- E o + 1)

1
=—@B+5) =4
2( )

Como a regra dos trapézios aproxima por uma reta a fungdo integranda e sen-
0 f(x) = 2x + 3 uma reta, o valor da integral obtido & exato

§.2.6. Exercicios de Fixacdo

Resolver os exercicios abaixo utilizando a regra dos trapézio.

2.6.1. Calcular o valor da integral :

.'.- 1 cos x
3 d
fo 1+x ¥
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1.2.6.2, Calcular o valor da intepral e o erro cometido:

4’5
;:[ —Lza'x

4 x

5.2.6.3. Calcular o valor da integral e o erro cometido:

6
I=J' 3x + 2 dx
3

5.2.6.4. Calcular o valor da integral paran = 4:
1

I =f COos x dx
¢ 1 +x

Considerando que o valor exato desta integral é f = 0,6010, calcular a diferenga entre
este valor e o valor obtido neste exercicio e, ainda, entre o valor exato e o valor obtido no exer-

cicio 5.2.6.1.

5.2.6.5. Dadaa fungfio y = f(x) através da tabela abaixo, calcular o valor de

3
I =) f(x)dx
0
Tabela 5.2

i Xj Yi
0 0,0 5,021
1 0,5 6,146
2 1,0 6,630
3 1,5 6,945
4 2,0 7,178
5 25 7,364
6 3,0 7,519

5.3. PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON

5.3.1. Obtengio da Férmula

A 13 regra de Simpson é obtida aproximando-se a fungdo f (x) em (5.1) por
um polindmio interpolador de 29 grau, P, (x).

F(x) = Py(x) =yo + 2z Dy, + Az—;,i)—a‘yo

1=fz f(x)dxéf: Pz(x)dx=[z[y0+z Ay +

Como z =_Qxe =dx = hdz

Integragic 215

z(z = 1)

Ay, ]dx

Para se aproximar a fungdo f (x) por um polindmio de 29 grau, serdo necessé-
rios 3 pontos: xg, x; € x4, que deverdo estar igualmente espacados.

Sejamxg =a e x, = b

Fazendo-se uma mudanga de varidveis,

para: x = a =z = =0

Logo,

tem-se

2
I =f [yo + zAy, + Z—(—)Zy_ 1 Ny, ]h
% !

Integrando, obtém-se:

3 2

fzhl:zyo +—E-2 Ay +E - %
2 % 4

= h I:?-yc) t 2A¥0 *':13_52}’0 :I
Sabe-se que:
Byo =y1 - yo

Ny, =y, — 2y, + y,
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Logo,

I =h[2yo +2( —}’0)‘*%()’2 - 2y, +yo)]

cor
=3

|:}’u t 4y, t ] (5.12)

que ¢ a chamada 13regra de Simpson ou regra do 1/3.

5.3.2. Interpretagdo Geométrica

e

Figura 5.3. Primeira regra de Simpson.

5.3.3. Erro de Truncamento

Para a determinagdo do erro cometido na integragdo, basta que se integre o er-
10 de truncamento da aproximagdo polinomial. Este erro (de truncamento) é cota-
do pelo residuo (férmula 5.3)).

b
E =f Ry(x)dx

a

E = fz A 13)!(2 = 2) r8) n*

0
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h4 LS} 2
=2 (&)J' @ - 32+ 2) @
. 0

=__£ »ry, 24 3 2
£ =2 ) [T-z _22J0

h4
g =, /7@ r0=0

Este valor nulo para o erro de integragdo quer dizer que o erro no depende

de R, (residuo do 29 grau). Entdo, tem-se que integrar o residuo menor que ele, o
R;.

E = -[2 R3(x)dx
4}

R - 1D(E-2)(z-3
E—f 26 De-2e-3)

i fn”(&) hs dz

E A "'_h" f’n)(&) (5‘13)
s a <&<b

que é a férmula de erro da 12 regra de Simpson.

Por esta formula pode-se notar que a 12 regra de Simpson fornece valores
¢xatos ndo s6 para a integragdo de polindmios do 29 grau, mas, também, para po-
lindmios de 39 grau (derivada de 42 ordem nula).

b.3.4. Férmula Composta

Como foi feito com a regra dos trapézios, deve-se subdividir o intervalo de
Integragdo [a, b ] em n subintervalos iguais de amplitude # e a cada par de subin-
tervalos aplicar a 13 regra de Simpson.

‘Observagdo importante: como a regra de Simpson é aplicada em pares de subinter-
{yalos, o niimero n de subintervalos deverd ser sempre par.
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n= 7 eospontos serdo:x;j; i =0,1,2,...,n
b
I=f f(x) &
aq
_ h h
15 Slyet vty ] e [y2 +4ps tya] +...4

aplicagdo no 19 par
de subintervalos

aplicagio no 22 par
de subintervalos

“h
+ ?[ Yn-zt 4yn_yt yp ]

———
aplica¢do no 1dltimo par
de subintervalos

h
I =?[J’o t 4y + 2py t 4y +2p4 A 2 gty t Yy, ] (5.14)

5.3.5. Erro de Truncamento

O erro total cometido serd a soma dos erros cometidos a cada aplicagdo da 12
regra de Simpson.

‘nf2
ExEl"'Ez +E3 '.'...+En/2=z Ei (5.15)

i=1
onde:

E; ¢ o erro na integragfo numérica no par de subintervalos cujos extremos sdo:

[xzi-z s Xgi—n1l e [Xai-1, x2i ]

Levando (5.13) em (5.15) vem:
nf2 us
E=3), = V&) (5.16)

i=1

Xaig S & < Xaf
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Pela continuidade de fIV)(x), existe & € [q, 5], tal que:

nf2

V@ = 2 V@) (5.17)

i=1

Levando-se (5.17) em (5.16), tem-se:

—B v
E =55 V@

_ AT
E = _(.b_:) f(IV](gl) (5.18)
180n a < 8 <p

Pode-se observar que, nesta formula, o erro cai com a quarta poténcia do nu-
mero de subintervalos,

Exemplo 5.4

Calcular o valor de 7, dado pela expressio:

1
T =4 &
0o 1+x2

gplicando a 12 regra de Simpson, com € < 1074,

Cilculo do mimero de subintervalos:

5
€<10° = (i:% FV) (g < 107¢
1801
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Como

1
1+x2

f) =

entdo

24 288x2 3844

IV) = 2
76 (1+x%)? 1 +xH*

(1+x2)5
Jd que
0sgEsl

entdo

i@ _ = 24
max

Logo,

(1-0y°

b 24 < 1074
n

10* = 1333,33

n = 6,042

Como se trata da 12 regra de Simpson, o valor de n deverd ser um nimero
inteiro par. Calculando o erro para os dois valores pares proximos, tem-se:

—-(@=1)
paran=6=E=ﬁ— 24 =103 -
-(0-1)°
paran = 8 = E’=(—~l— - 24 = 3,26 -

180 » 8%

1074

1073

Logo, n = 8, pois o erro ¢ da ordemn de 1075 ;

b—a 1
h = P T 0,125
Tabela 5.3
I xj Yi

0 0,000 1,000000 1
1 0,125 0,984615 4
2 0,250 0941176 2
3 0,375 0,876712 4
4 0,500 0,800000 2
5 0,625 0,719101 4
6 0,750 0,640000 2
7 0,875 0,566372 4
8 1,000 0,500000 1

T =4 - 0,785398

m = 3,141592

5.3.6. Implementagdo da 13 Regra de Simpson

Integragiio

coluna
dos
coeficientes
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Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina SIMPS 1, a fun-

¢do requerida por ela e um exemplo de programa para usd-la.

3.3.6.1. SUB-ROTINA SIMPS 1

SUBROTINA SIMPSH
OBJETIVO ¢

ANALITICA

onoooooaoo

INTEGRACAC DE UMA FUNCAO TABELADA OU EM FORMA
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ooOOooooOOoOOoOoOO0OOOOO0nN00

oo

ooOnoOo

10
20

21

22

METODO UTILIZADO
PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON

uso =
CALL SIMPSi(NMAX,TIPO,FUNCAO,TABELA, X0,XN,N, INTED)

PARAMETROS DE ENTRADA @
NMAX : NUMERO MAXIMO DE PONTOS DECALRADO
TIPO : FORMA DA FUNCAOQ f i - ANALITICA
: 2 - TABELADA
FUNCAO

! FUNCAO A SER INTEGRADA
TABELA &= MATRIZ QUE CONTEM A FUNCAO TABELADA
X0 : LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL
XN ¢ LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL
N i NUMERQ DE PONTOS DA TABELA

PARAMETRQ DE SAIDA ¢
INTEG : VALOR DA INTEGRAL

FUNCAO REQUERIDA ¢t
FUNCAO = FUNCAOQ A SER INTEGRADA

Integragiio

WRITE(2,23)J, TABELACI, 1), TABELA(I,2)
23 FORMAT (4X,I2,2(3X,4PE12.5), /)
30  CONTINUE
FIM DA IMPRESSAO

CALCULO DA INTEGRAL

oooan

COEF=2
AUX=-2
INTEG=TABELA(1,2)+TABELA(N, 2)
DO 40 I=2,N{
AUX =~ AUX
COEF=COEF+AUX
INTEG=INTEG+COEF *TABELA(I,2)
40  CONTINUE
INTEG=INTEG*H/3.

IMPRESSA0 DO RESULTADO

oo

WRITE(2, 41 ) INTEG

41 FORMAT(5(/),3X,23H0 VALOR DA INTEGRAL E’ ,iPEi2.5)

RETURN :
END
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SUBROUTINE SIMPSL (NMAX,TIPO FUNCAQ,TABELA,XO XN, N, INTEG)

INTEGER AUX,COEF,I,J,N,NMAX,Ni,TIPO
REAL H,INTEG, TABELA(NMAX,2),X,XN,XD

3.3.6.2. FUNCAO FUNCAO

Ni=N-1
H=(XN-X0) /N4
IF(TIPO.EQ.2)GO TO 20

MONTAGEM DA TABELA

X=X0
TABELA(1, §)=X
TABELA(1,2)=FUNCAO(X)
DO 10 I=2,N
X=X+H
TABELA (T, 1) =X
TABELACI,2) =FUNCAO(X)
CONTINUE
CONT INUE

FIM DA MONTAGEM
IMPRESEAO0 DA TABELA

WRITE(2,24)
FORMAT (§H4, 10X, 1SHFUNCAO TABELADA,/)
WRITE(2,22)
FORMAT (£HO, 4X, 1HI,8X, 1HX, 14X, {HY,/,1X,2¢(14X, 1HI),//)
DO 30 I=1,N

J=I-1

C
C F{X)
G

REAL FUNCTION FUNCAO(X)

REAL X

FUNCAO= “ escreva a forma analitica de f{x) #
RETURN

END

|
| EXTERNAL FUNCAO
INTEGER I,N,NMAX,TIPO
REAL INTEG, TABELAC20,2) ,XN,X0
NMAX=20
READ(,1)TIPO,N,X0,XN
1 FORMAT(2I2,2Fi0.0)
TIPO = FORMA DA FUNCAO ( i=ANALITICA

L
C
g PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAQ DA SUBROTINA SIMPSi
e

, 2=TABELADA )
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c N ? NUMERO DE PONTOS DA TABELA
c X0 ! LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL
C XN * LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL
IF(TIPO.EQ.L)BO TO 20
DO 10 I=i, N
READCL,2)TABELACI, i), TABELACL,2)
2 FORMAT(2F10.0) .
C TABELA ¢ MATRIZ QUE CONTEM A FUNCAO TABELADA
i0 CONTINUE
20 CONTINUE
»
CALL SIMPSi(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA,XD,XN,N, INTEG)
[
CaALL EXIT
END
Exemplo 5.5

Determinar o valor da integral abaixo, usando a 12 regra de Simpson, com
n = 10:

= [ ¢ sldry
(37

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
Dados de entrada

01,11,2., 4.,

Fun¢do FUNCAQ

ESPECIFICACAO DA FUNCAO

[ B Mo R B o

REAL FUNCTION FUNCAOQ(X)
FUNCAO=(ALOGLOCX ) +X#X) / (X+3 ) ##gd
RETURN

END

Os resultados obtidos foram:
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FUNCAO TABELADA

2. 00000E+00
2.20000E+00
2.40000E+D0
2. 460000E+00
2.80000E+00
3.00000E+GD
3. 20000E+D0
3. 40000E+00
3.60000E+00
3. 80000GE+00

4. 00000E+00

0 VALOR DA INTEGRAL ET

1 .72041E-01
1. 28408 E-04
2. 1087 0E-01

2. 28794k ~04

2. 79530E-01

2 PHR02E-DL
3.10292E-014
3.24822E-01

d.aegigE-014

GaRidE4E-01

Exemplo 5.6

Seja a funcdo f(x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo:

Tabela 5.4
i Xi i
0 20 41
1 25 7125
2 3,0 130
3 35 202,25
4 4,0 297
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Utilizando a 12 Regra de Simpson, comn = 4, calcular o valor da integral

I=f: Fx)dx

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:

Dados de entrada

02,05,2.,4.,
2,41,
25,7725,
3,139,
3.5,292.25,
4.,297.,

Os resultados obtidos foram:

ik ]

E 2 '

0 VALOR DA INTEGRAL E'

FUNCAG TABELADA

2. Q0000E+00D 4., 10000E+01

2.30000E+00D 7 72G00E+04
3.00000E+Q0 i.30000E+0D2
3.50000E+00 2.02250E+02

4.000D0E+00D 2.97000E+02

2.86000E+02

5.3.7. Exercicios de Fixagdo

Resolver os exercicios abaixo, utilizando a 12 Regra de Simpson.

5.3.7.1. Calcular o valor da integral paran = 4:

Integragiio
I= I M2 gen? (x +1) cos 6?) dx
0
5.3.7.2. Calcular o valor da integral paran = 6:
I f T d
=1 .. dx
2 (x-1)?
5.3.7.3. Calcular o valor da integral e o erro cometido paran = 6:
3,3
I=f (x3+x2+x+1)dx

3

5.3.7.4. Calcular o valor da integral e o erro cometido paran = 4;
2

I = e** dx
1

5.3.7.5. Determinar o valor da integral de tal modo que se tenha o erro << 10

3
- |
1

-3.

In(x+1)dx

6.4. SEGUNDA REGRA DE SIMPSON

5.4.1. Obtencdo da Férmula

227

De maneira andloga ds anteriores, a 28 regra de Simpson é obtida aproximan-
do-se a fungdo f(x) em (5.1) pelo polindmio interpolador de Gregory-Newton do

39 grau, P3(x):
b
I = ja f(x)dx=[: Py(x)ax

z(z-1)

b e o
1= [*[ror st 12670 .y, 26 DED o0,
a ) )
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2 3 2 4 3 2
Iz,[ NEN +(Z__E_).A: ,,(5___2_ 28\, s ]3
PPty Ao WS B Mg ) O |

3h
I -—-"E [yo + 3y, + 3y; + y3] (5.19)

que é a 22 regra de Simpson ou regra dos 3/8.

5.4.2. Erro de Truncamento da Férmula Simples

Para determinagdo do erro, basta que se integre o erro de truncamento da
aproximagdo polinomial, cotado pelo residuo (férmula (5.3)).

(3 3 z(z-1D(Ez-2)(z-3)
E _fo Ry(x) dx _fo 7 V@R &z

—3x5 IV
E=—7rY®) (5.20)
80 a<&sb
5.4.3. Férmula Composta
Subdividindo o intervalo [a, ] em » subintervalos (agora o nimero n deverd

ser multiplo de 3, pois a regra dos 3/8 utiliza 4 pontos para determinar o polinémio
do 39 grau), tem-se a regra composta:

3h
I =“§‘(}’0+3J’1 +3y, 42y + 3y, + 35+ 26+ .. .+ 3y 2 + 3yp-1+n)

(521)

5.4.4. Erro de Truncamento da Férmula Composta

O erro serd:
__@®-af
E=-— T P () (5.22)
- a<E&E<H

Integragdo

Exemplo 5.7

Calcular o valor da integral:
I= f“ In(3 + V& +1) dx
1

aplicando a regra dos 3/8 com 3 e 9 subintervalos.

a) Com 3 subintervalos:

h=3 = h=1

Tabela 5.5
i xi Yi 4
0 1 1,0744| 1
1 2 | 23884 3
2 3 34529 3
3 4 4,2691 1
3-1
I *—"T (22,8675) = 8,5753
b) Com 9 subintervalos:
n=9% = h=1
Tabela 5.6
i X§ Yi cf
0 1 1,0744 1
1 4/3 | 15173 3
2 5/3 | 19655 3
3 2 2,3884 2
4 73 | 2,7768 3
5 8/3 3,1305 3
6 3 '3,4529 2
7 10/3 3,7477 3
8 11/3 | 4,0187 3
9 4 4,2691 1
3-1/3
= 3 / (68,4956) = 8,5619

229
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Exemplo 5.8

Calcular o valor da integral;

~—
Il

sen x dx
J 0

come < 1074,

Interessante notar que a fungdo f(x) = senx no intervalo a ser integrado
tem a seguinte forma:

}f(x)

1 f(x) = senx

NIE

w\x

Figura 5.4

Basta, ento, calcular a drea da 1.2 metade e duplicd-la que o valor procurado
serd obtido.

(b — 2
E = __8.6?‘2_ Fav (&) < 10

Como 0 < & < 7/2,

(m/2)°

av) s o o
D @i = 1 2wt >

n > 5-88

Integragdo

Tabela 5.7
{ X yi ¢
0 0 0,00000 1
1 w12 0,25882 3
2 w6 0,50000 3
3 4 0,70711 2
4 i3 0,86603 3
5 smi12 0,96593 3
[ /2 1,00000 1
—
3(n/12
I=2- [-—%—-2 + 10,18656]
I = 2,00013

6.4.5. Exercicios de Fixagdo

5.4.5.1. Dada a fungdio y =f(x), definida através da tabela 5.8:

Tabela 5.8

i xi Yi

0 1,0 0,099
1 1,1 0,131
2 1,2 0,163
3 1,3 0,194
4 14 0,224
5 1,5 0,253
6 1,6 0,281

calcular 7 = J‘I’G fGydx , aplicando
1

a) a 12 regra de Simpson
b) a 2% regra de Simpson

231
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5.4.5.2. Através da 22 regra de Simpson, com n = 6, calcular

3.2
I=J‘ In(x+2)-1dx
2

5.4.5.3. Determinar o valor da integral dada no exercicio 5.3.7.2 utilizando a 22 regra de Simp-
son,comA = 6.

5.4.5.4. Determinar o valor de [ paran = 3, aplicando-a regra dos trapézios e a 22 regra de
Simpson, e comparar os resultados obtidos lembrando que o 22 resultado € exato.

i 3 2
1= 1 (2x7 + x° + x-2)dx

55. EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

A extrapolagdo de Richardson é um método utilizado para a melharia do re-
sultado obtido na aplicagdo das formulas de integragdo de Newton-Cdtes e baseia-se
nia aplicagdo repetida de tais formulas.

5.5.1. Para a Regra dos Trapézios

O resultado obtido na aplicagdo da regra dos trapézios pode ser escrito da
seguinte forma:

I'=] +E (5.23)
onde:
I, — é oresultado obtido na 12 aplica¢do da regra
I  — é ovalor exato da integral
E, = — nlz I(b —a) F7(&) é o erro cometido
1
ny — ¢é o nimero de subintervalos utilizados

Aplicando-se novamente a regra com um novo numero de subintervalos
ny (ny > ny), tem-se:

I=1, +E, (5.24)
3
onde £, = — nlz ) (&)
2

Integragio 233

Considerando que o valor de 7 é o mesmo nas equagBes (5.23) e (5. 24)
pode-se escrever:

I=I, +E, =1, +E, (5.25)
Entio
I, -1, =E, - E,
1 (-a)? 1 b
L-1=-— 29 @)+ ¢ rg)

ni

3
e -, =22 f"(&)( "_12)
ni

f”(g) (b a) (Iﬂ - Il)n%n% (5.26) )

n} —n}

Levando (5.26) em (5.24), tem-se:

1 -1)nin}

na n% e n%

n
Eimily & T I - 1) (5:27)

que ¢ a férmula da extrapolagdo de Richardson para a regra dos trapézios.

Exemplo 5.9

Calcular o valor da integral

!=f“senxdx
1]

aplicando a regra dos trapézios, paran = 2en = 4, respectivamente.

Aplicar a extrapolagdo de Richardson para melhorar o resultado.
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a) Com 2 subintervalos:

Tabela 5.9
i X | Yi ¢
0 0 |opoo| 1
1 72 | 1,000 2
2 7 |opoo| 1
T2
Ly === 2=1571
b) Com 4 subintervalos:
TahelgS.lO
i *f »i ¢
0 0 0,000 1
1 w4 | 0,707 2
2 2 1,000 2
3 3m4 | 0,707 2
4 4 0,000 1

nf4
L =— * (4828) = 18%

c) Aplicando Richardson:

nyy — 1)
o [

I= 2
(nf —n})
ny, = 2
Ny =
I = 2,004

Analiticamente, o valor exato desta integral é I* = 2,000. Entdo,

E, =I*— I, = 0429
E, =I*— I, = 0,104
E=o4—1=-0004

Integragio 235

Pode-se notar que a extrapolagdo de Richardson realmente melhora o resul-
tado.

6.5.2. Para as Regras de Simpson

O célculo para determinagdo da formula de extrapolagdo de Richardson para
as regras de Simpson ¢ feito de modo semelhante dquele para a regra dos trapézios.
Daf:

ni

I=1, +
n3 —ni

Uy — 1) (5.28)

Esta férmula é vilida para qualquer uma das formulas de Simpson, pois o erro
nelas ¢ inversamente proporcional a #%. E bom observar que para o cdlculo de 7, e
I, deve-se sempre usar a mesma férmula.

Observando as férmulas (5 27) € (5.28), pode-se fazer a seguinte generalizagao
para a extrapolagdo de Richardson:

nP
=1, + ?g—l_nﬁ’ (I, - 1) (5.29)

para a regra dos trapézios
para as regras de Simpson

Exemplo 5.10

Calcular o valor da integral:

f=fj(x2+2x+1)dx

a) aplicando a regra dos trapézios com 4 subintervalos

b) aplicando a regra dos trapézios com 8 subintervalos

¢) aplicando a extrapolagdo de Richardson e melhorando o resultado
d) aplicando a 12 regra de Simpson, que vai fomecer o resultado exato

Comparar os resultados.
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a) Com 4 subintervalos:

I, = 6,343750

b) Com 8 subintervalos:

Tabela 5.11
i Xi Yi <
0 1,000 4,000000 1
1 1,250 5,062500 2
2 1,500 6,250000 2
3 1,750 7,562500 2
4 2,000 | 9,000000 1
Tabela 5.12
i xi i cf
0 1,000 4,000000 1
1 1,125 4,515625 2
2 1,250 5,062500 2
3 1,375 5,640624 2
4 1,500 6,250000 2
5 1,625 6,890625 2
6 1,750 7.562500 2
7 1,875 8,265625 2
8 2,000 9,000000 1

I, = 6,335938

hy
Ry

¢) Aplicando Richardson:

nf (I, - 1)
+———-—-—-_-_.

I
5 —rf)
4
8
2 (trapézios)

6,333334

Integragio 237

d) Aplicando Simpson (n = 2):

Tabela 5.13
i xj yi ]
0 1,000 |4,0000000 1
1 1,500 16,250000 4
2 2,000 {9,000000] 1

5
Iy === x 38 = 6,333333

El = - Il = 1,04)(].0_2
Ey =L -1, =261x1073
E =5 -1 =-10x1076

Observagdo: ao se calcular numericamente o valor da integral de uma fungdo de-
finida através de sua forma analitica, uma maneira para seé melhorar o resulta-
do € recalcular a integral para um nimero maior de subintervalos e, uma outra, é
a aplicagio da extrapolagdo de Richardson. Por outro lado, no célculo do valor da
integral de uma fungdo definida por meio de uma tabela de pontos, o tinico modo
de se melhorar o resultado ¢ através da extrapolagfio de Richardson, jd que o niime-
10 de pontos da tabela € fixo. Isto pode ser melhor observado ao se resolver o exer-
cicio 5.5.4.1.

5.6.3. Implementagdo da Extrapolagdo de Richardson
Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina RICHAR, a fun-

¢do requerida por ela e um exemplo de programa para usg-la.

3.5.3.1. SUB-ROTINA RICHAR

SUBROTINA RICHAR

OBJETIVO :
MELHORAR 0 RESULTADO DA INTEGRAL

METODO UTILIZADO ¢
EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

B0 o

LR R LR I A R LB H OB N W W WD EE DR W
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oo ooOoOOoOoocOoOCoOONOOOOonOonOanNonNoonn

w00

uso =
CALL RICHARC(INTEGY, INTEGR2,HMi M2, REGRA, INTEG)

PARAMETROS DE ENTRADA :

INTEGL @ VALOR DA INTEGRAL OBTIDA POR UM METOD( |
PARA UM CERTO M1
VALOR DA INTEGRAL OBTIDA POR UM METODO |
PARA UM CERTO M2, SENDO M2 MAIOR QUE M|

INTEGZ =

Mi ¢ NUMERO DE PONTOS UTILIZADO PARA OBTENOAN
DE INTEGH

M2 : NUMERO DE PONTOS UTILIZADO PARA OBTENCAN
DE INTEGR2

REGRA = FORMULA USADA NA OBTENCAO DE INTEGL E
INTEGZ

i - TRAPEZIO
2 - PRIMEIRA DE GIMPSON
3 - SEGUNDA DE SIMPSON

PARAMETRO DE SAIDA :
INTEG = VALOR MELHORADO DA INTEGRAL

FUNCAO REQUERIDA @
FUNCAO ® FUNCAO A SER INTEGRADA

--nnu-c--n-u-n----n---u-------n---u--.---u-uu-uu-n-nnnno--n||"

SUBROQUTINE RICHQR(INTEGi,INTEGQ.Hi,HE,REBRA,INTEG)

INTEGER Mi,M2,Ni,N2,REGRA,P
REAL INTEG,INTEGS,INTEG2
Ni=Mi-{.
N2=M2-1
IF(REGRA.EQ.1) GO TO 1D
P4
60 TO 20
10 CONTINUE
p=2
20  CONTINUE
INTEG=INTEG2+(Ni#*Px (INTEG2-INTEGL) ) /{ N2#*P~Ni%*P)

IMPRESSA0 DO RESULTADO

WRITE(2,21)INTEGA, INTEG2, INTEG
21 FORMAT(iH4,3X,32H0 VALOR DA PRIMEIRA INTEGRAL E’ ,

6 1PEL2.5,///,3X,
H 31HO VALOR DA BEGUNDA INTEGRAL E’ ,{PE{2.5,
1 177,3%,
J 33HO VALOR MELHORADO DA INTEGRAL E’ ,
K i{PE12.5,/)
RETURN
END
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J.5.3.2. FUNCAO FUNCAO

Gty

F XD

REAL FUNCTION FUNLCAOCX)

REAL X

FUNCAO= ” escreva a forma analitica de £(x) *
RETURNM

END

J.5.3.3. PROGRAMA PRINCIPAL

oo

aotono

oonoooan

i0
20

30

40

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAC DA SUBROTINA RICHAR

EXTERNAL FUNCAO
INTEGER NMAX,N,Ni,N2,REGRA,TIPO
REAL INTEG, INTEGi, INTEG2, TABELA(20,2),XN,X0

NMAX =20
READ(4, 1) TIPO,N,X0,XN
FORMAT(I1,I2,2Fi0.0)

TIPO : FORMA DA FUNCAO ( 1=ANALITICA, 2=TABELADA )

N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA

XN : LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL

X0 : LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL
READ(1,2)REGRA, N1

FORMAT(I4,12)
REGRA : FORMULA USADA NA OBTENCAO DE INTEGL E INTEG2:
i = TRAPEZIO
2 = fa.DE SIMPSON
3 = 2a.DE SIMPSON
N : NUMERO DE PONTOS UTILIZADOS NA OBTENCAOQ
DO VALOR DE INTEGH
N2=(Ni-1)#%2+1 :
IF(TIPO.EQ.1)GO TO 20
DO 10 I=i,N
READ(i,3)TABELACI, 1), TABELACI,2)
FORMAT (2F1D.0)
TABELA * MATRIZ QUE CONTEM A FUNCAO TABELADA
CONTINUE :
CONT INUE
IF (REGRA.NE.1)B0 TO 30
CALL TRAPEZ(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA,X0,XN, N1, INTEGL)
CALL TRAPEZ(NMAX K TIPO,FUNCAO,TABELA,XO,XN,N2, INTEG2)
GOTO 50
CONTINUE -
IF (REGRA.NE.2)G0 TO 4D
CALL SIMPSL(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA,X0,XN,N1i, INTEGL)
CALL SIMPSi(NMAX,TIPO,FUNCAO,K TABELA,X0,XN,N2, INTEGR)
GO TO 50
CONT INUE
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CALL SIMPS2(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA,XO,XN,Ni, INTEGL)
CALL SIHPS2(NMAX, TIPO FUNCQO TABELA, XO XN, N2, INTEG2)

50 CONTINUE

CALL RICHARcINTEGi,INTEBQ,Nl,Né,REGan,INTEGJ

CALL EXIT
END

Exemplo 5.11

-

Calcular o valor da integral

v (7 - Sx)2

aplicando:

a) a 12 regra de Simpson comn = 2
b) a 12 regra de Simpson comn = 4
¢) a extrapolagdo de Richardson para melhorar o resultado

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
Dados de entrada

1,05, -4, —

2,03

Fung¢do FUNCAQ

C

c

C ESPECIFICACAO DA FUNCAQ
C

C

REAL FUNCTION FUNCAQ(X)
FUNCAO=4 . /(7-G#X)#x(2./3.)
RETURN

END

Os resultados obtidos foram:
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0 VALOR DA SEGUNDA ITNTEGRAL E”

0 VALOR MELHORADO DA INTEGRAL £°

0 VALOR DA PRIMEIRS INTEGRAL £ 2.57275E-04

2257234601

w5 R BLE -0

2,05
2,03

ql-,

Exemplo 5.12

Seja a fungdo f(x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo:

Tabela 5.14

i Xi Yi

0,000 |1,0000
0,785 |0,6694
1,570 [0,6366
2,355 |0,6060
3,140 |0,4673

B b= D

"determinar o valor da integral

K- f ()

‘iplicando:

a) a 12 regra de Simpson comn = 2
b) a 22 regra de Simpson comn = 4
¢) a extrapolagdo de Richardson para melhorar o resultado

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
Dados de entrada

/785, 0.6694,

w7,

0.6366

1355, 0.6060
4, 04673

Os resultados obtidos foram:
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O VALOR A PRIMEIRA INTEGRAL ET  2.257746E+00
O VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL E'  2.05202E+00
0 VALOR MELHORADO DA INTEGRAL ET 2.03830E+00

5.5.4. Exercicios de Fixagdo

5.5.4.1. Dada a fungdo y = f(x), definida a partir da tabela 5.15

Tabela 5.15
i xj i

0 000 | 0,600
1 0,25 | 0,751
2 0,50 | 0,938
3 0,75 | 1,335
4 1,00 | 2400

calcular o valor de

1
I= f fle)dx
0

a) aplicando a 12 regra de Simpson comn = 2

b) aplicando a 12 regra de Simpson com n = 4

¢) aplicando Richardson para melhorar o resultado

d) considerando que o valor exato é I ™= 1,1, qual o etro cometido nos itens a, b e ¢?

5.5.4.2. Calcular a integral

7 1 xcosx d
= — dx
o 1+x?

a) aplicando a 1 regra de Simpsoncomn = 2
‘b) aplicando a 12 regra de Simpson comn = 4
c) aplicando Richardson

5.5.4.3. Calcular a integral abaixo, aplicando a regra dos trapézios, comn = 2 en = 4, respec-
tivamente. A seguir, melhorar o resultado através da extrapolagfo de Richardson.

1 dx
= - e
o x“txtl1

Serdo vistas, a seguir, duas maneiras de se calcular a integral dupla numerica-
mente (ou cubatura), utilizando as férmulas de Newton-Cotes.
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5.6. INTEGRAGCAO DUPLA
6.6.1. NogdGes de Integragdo Dupla por Aplicagdes Sucessivas

Serd vista, agora, uma forma de se obter o valor de uma integral dupla apli-
cando, sucessivamente, as formulas de quadratura que foram apresentadas.

A integral que se deseja calcular, onde D € o retangulo delimitado por:

a<x<bh
c sy <sd

pode ser escrita na forma:
b d

1= " & [ s e
a <

Chamando

d
fcf(x,y)dy de G(x)
pode-se escrever:
b
I=[ G(x)dx
a

Para se resolver esta integral simples, pode-se utilizar quaisquer das formulas ante-
riormente vistas.

Apenas para ilustragdo do desenvolvimento, serd utilizada a 12 regra de Simp-
son ou regra do 1/3.

I =be(x)dx = ;(G(xo) +4G(x1) +2G(x,) +4G(x3) + .. + 4G (xp-1) + G (xn).

(5.30
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Lembrando que:
d -
6 = [y €= 01,2000 53
[

Para o cilculo dos n + 1 valores de G (x;) pode ser utilizado qualquer méto
visto anteriormente e os valores obtidos sdo levados 4 equagdo (5.30).

Exemplo 5.13

Calcule o valor da integral dupla abaixo:

= fﬂjzdx
0

/4
Chamando G(x) :f; sen (x +y) dy, temse:

L
[ sen (x+y) dy
0

= ]m: Gx) dx

0

Aplicando a regrado 1/3 e subdividindo em 4 subintervalos, tem-se:

] J.ﬂiz G(X) dx

pis 2;‘;’ (Glxo) + 4G (1) + 2G(x5) + 4G (x3) + G (xa)) (5.32)

4
Para o célculo de G(x;) = f . sen (xj+y) dy para x; = 0+ih, onde
i =0,1,2,3,4,serd utilizada a 1? regra de Simpson comn = 2:

Integragiio

4 ™
G(xo) = G(0) =f o sen y dy =57 (senyqy +4seny; +seny,) =

m

22" 2,2379

_r L.
=i By (sen 0 + dsen + sen—) = )

8 4

Gxy)

G(n/8) = J’ ﬂfsen (@8 +y) dy =

_m T m §
= a(sen(§+yo)+4sen (§+y1)+sen(-§+yz)) =

= % (sen (w/8) + 4sen (w/4) + sen (37/8)) = :4 .+ 41350

B = Glaja) = [ sen (4 +7) dy =

m m
=57 (sen (m/4) + sen (3w/8) + sen (W/2)) = o + 54027

Gxs) = GGms) = [M'sen G +3) dy = .. =

= T . 58478
24" >

G(xq) = G(m2) = f ™% sen (w2 +y) dy = 2?; © 54027
0

Levando estes valores de G(x;) em (5.32), tem-se:

= (m/24)* (58,3772) = 1,00028
= 1,00028

Apenas para efeito de comparagdo, o valor exato desta integralé I = 1.

245
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5.6.2. Quadro de Integragdo

Este quadro consiste em um dispositivo pritico para se calcular a integral du-
pla, baseado no método de aplicages sucessivas que acabou de ser dado.

A descrigdo deste método serd feita através de um exemplo.

Exemplo 5.14

Calcular o valor da integral:

i w2 0.4 (yz +) cos x dyd¥x, {0 <y <
o o 0<x<

Serdo aplicados dois métodos de quadratura, um emx ¢ outro em y.

Na varidvel x, por exemplo, o intervalo serd dividido em 3 subintervalos a fim

de se utilizar a regra dos 3/8:

w2 —0 Ll
ny =3 = hy = ! 3 = _6
Em y, o intervalo serd dividido em 4 subintervalos a fim de se utilizar a regra
do 1/3:
04 -0
ny =4 =hy = 2 = 0,

O quadro a seguir ¢ preenchido da seguinte forma:

=1

No interior do retén-
gulo maior é coloca:
do o valor da funglio
no ponto (x; y)
correspondente 2 lIs
nha (f) e coluna (/)

Neste espago é colo-
cado o produto ¢;* ¢j
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i 0 1 2 3
xj 0 6 w3 2
. C.
i i ” f 1 3 3 1
: ] NN E EIN
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 01 A R I e Y
0,1100 0,0953 0,0550 0,0000
3 55 , 2] el of [2]
0,2400 0,2078 0,1200 0,0000
3 03 I R R N
0,3900 0,3377 0,1950 0,0000
! 4 A ES R E1 N E N Y
0,5600 0,4850 0,2800 0,0000
Figura 5.5
0 valor da integral serd
;! = kx . ky + Xz

{onde ¢ o somatério do produto entre os dois valores de cada quadro.

P =1:0+ 4-0,110042+0

: ¢ * 02400+ 4 +0,3900+ 1 * 0,5600 +
+3:0+12-0,0953+6-0,2078 + 12 + 0,3377 + 3 * 0,4850 +
+3+0+120,0550+6 *0,1200 + 12 * 0,1950 + 3 * 0,2800 +
+1+04 4+0 +2+0 + 440 +1+0 = 15,4978

kx é a constante de integragdo correspondente i regra de integracdo utilizada

é a constante de integr: i
e gra¢do correspondente a regra de thegrac;ﬁo utilizada no

k01
B3 T 3
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3ml6) 0,1 'B.6.3. Exercicios de Fixagdo
I= g "3 15,4978 = 0,1014
Caleule as integrais abaixo utilizando a 12 regra de Simpson com ny = ny = 4,
Exemplo 5 | 5 3 (£x+y - cosxy)
emplo 5.15 5.6.3.1. J f e \ X dxdy
2 1
Calcular o valor da integral:
I jzdfl(l-!-Z)dx | m2 (T
= x ¥ 2, .2
0 v 0 3.6.3.2. f f eX"ty dx dy
0 1]

Como f(w)(x, ») = 0, isto quer dizer que serd obtido um valor exato se a re:
gra do 1/3 ou dos 3/8 for aplicada, independentemente do ntimero de subintervalos

- 2 .04
utilizados. 4.6.3.3. J J ¥ sen x dy dx
0 0

Aplicando 1/3:

i 0 1 2 5.7. QUADRATURA GAUSSIANA
X 0 05 i 6.7.1. Obtengdo da Formula
i A férmula de Gauss para o cdlculo da integral numérica ou quadratura gaus-
i yi ¢ p 1 4 1 #lana, como é mais conhecida, é uma férmula que fornece um resultado bem mais
iI iJ ﬂ t preciso que as férmulas anteriormente vistas para um ntimero de pontos seme-
0 0 1 0 025 1 | lhante.

Na aplicagdo da quadratura gaussiana, os pontos ndo sdo mais escolhidos pela
pessoa que utiliza 0 método, mas seguem um critério bem definido e que serd visto
il seguir.

1 1 4 ilz l—slz,zs 4] 3
2 2 1 ilx; i]q.,gs _IJ 5 ‘

|
i O problema continua sendo determinar:
|

Figura 5.6 b
= f f@x) dx

I'=tky ky+3 ‘; ‘

I= 93_5 % . 84 'r _Sgrfi feita, a seguir,.a dedugdo ’do- método de Gauss para dois pontos pois
para mais pontos o procedimento é andlogo.

I = 42{9 = 14/3

Inicialmente, o intervalo de integragdo deve ser mudado de [a, ] para [-1, 1],

Valor exato: I = 14/3 I§to pode ser conseguido mediante uma troca de varidvel:
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Y= % b —a)+ % (b +a) | ara dois pontos, a formula de Gauss é:

1
F sz F(t) dt=ADF(r0) +A1 F(fl) (5.34)
-1
1 1 [' .
f&)= fls@-a)t+=(b+a | onde Ay, A, Zo © Iy 830 incognitas a se determinar e independentes da fungdo F es-
2 2 i
| colhida.
Para determinar estas quatro incognitas sdo necessarias quatro equagdes que
. . | podem ser facilmente obtidas ao se considerar F(r) = %, k = 0,1, 2, 3, j4 que,
I= f f(x) dx = f‘l F(r) dr _ | como foi dito, 4, 44, £, e 1, independem da fungdo F:
a |
| Entdo:
1
: 1 i - L Fdr = 4 F() + 4, F(c5
F(r)=5(b—a)°f[~2—(b—a)r+3(b+aJ] (5.33)
Para:
A férmula de Gauss fornece valores exatos para a integra¢do de polindmios de | k=0= f_l °dt = Ayt + 4,18
grau (2n — 1), onde # € o niimero de pontos. |
: 1
= 1 = .
Isto estd representado graficamente na figura 5.7: L~ J_l thdr = Aot + A1y
1
, k=2=jlr‘dr=A0r%+Alr§

1
k=3 =I_1 Bdr= Ay + 4,8

ou ainda:

2 =LAy + 4,

0 = doro + A1ty
2/3 = Aoty + A, 13

0=dyrd + A1}

(5.35)

Resolvendo o sistema (5.35), obtém-se:

-1 1) 0 151 +1 - ;Ao =A1 =1

Figura 5.7. Férmula de Gauss para dois pontos. o =-1;, =1 f‘\/3_
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Substituindo os valores encontrados na equagdo (5.34), tem-se a formula de
Gauss para dois pontos:

I = F(-1A/3) + F(IN/3) (5.36)

E bom lembrar que esta férmula é exata para polindmios de até o terceiro
grau.

Para polindmios de graus superiores e para outras fung@es o erro de integragdo
¢ da ordem de:

1
E =—F1V) (&) (5.37)
133 1 <8 <1

A férmula geral para a quadratura gaussiana, que é determinada por um
processo semelhante ao adotado para o célculo da formula para 2 pontos, ¢ baseada
em propriedades dos polindmios de Legendre e é:

n-1

/= f 11 F@)dr = 9. AiF(ti) (5.38)

i=9
onde:
n — é o nimero de pontos
Aj; — sdo os coeficientes
f; — sdo as raizes

O erro pode ser avaliado pela seguinte formula:

+227%0) - uy®

T @nt1) (@) )

Fen) (&) (5.39)
1<&<1

Esta férmula de erro , também, conseqiiéncia da utiliza¢ao dos polindmios
de Legendre, O leitor interessado na dedugdo destas formulas pode consultar 8],
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Os valores de A;j e ¢j até n = 8 sdo dados na tabela abaixo.

Tabela 5.16

n i t; Aj

1 ] 0 2

2 1;0 * 0,57735027 1

3 0;1 + 0,77459667 5/9 = 0,55555556
2 (] 8/9 = 0,88888889

4 0:1 + 0,86113631 0,34785484
2:3 + 0,33998104 0,65214516

5 0;1 + 0,90617985 0,23692638
233 + 0,53846931 0,47862868
4 0 0,56888889

6 0:1 + 0,93246951 0,17132450
2:3 + 0,66120939 0,36076158
45 +0,23861919 0,46791394

7 0;1 + 0,94910791 0,12948496
2:3 +0,74153119 0,27970540
4.5 + 0,40584515 0,38183006
6 ] 0,41795918

8 0;1 + 0,96028986 0,10122854
23 + 0,79666648 0,22238104
4;5 + 0,52553242 0,31370664
6;7 + 0,18343464 0,36268378

Exemplo 5.16

Calcular, utilizando a quadratura gaussiana com dois pontos, o valor da in-
tegral.

I = fz X212 g

2

lg = Ao F(tp) + A, F(1y)

;F(r)=b;af(b;af + b;a)
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F@) = 2 —2(—2) f ((2 - (=2) P35 2+ (—2))

2 2

F@) = 272

Como:
Ay = A4,=1
-ty =1; = IN3
entdo
Ig = 2(3-2(—11\/;)2 + 8—2(1{\/3_)1)
Ig = 2,05367
E_= é FIV)(&) = 0,3389

Exemplo 5.17

Considerando o mesmo exemplo anterior, calcular a integral utilizando a fér.

mula de quadratura gaussiana para 3,4, 5 e 6 pontos.

I= f P X gy
-1

De (5.33)

b-a b—a 1 2
F = . b+ —_ —(2?)
© 2 f[ 2 £t 2( a)] 4 _

Para trés pontos:

ty = 0,77459667
Ag = 5/9

t, = —0,77459667
Al s 5,’9

t, =0
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.. {, = 8 ,9
L =A.0 F(ro) + Al F(fl) '!'AgF(tz)
5. 5 8 .,.0 —
=g5°2 24 +-9*"28"“' 13 +gn2e" = 24471
Para 4 pontos:
t; = 0,86113631
Ay = 4, = 0,34785484
f3 =, = 033998104
‘A = 4, = 065214516
' 3
= z A F() = 2,3859
i=0
Repetindo o mesmo processo paran = 5 en = 6, pode-se construir a se-
inte tabela

Tabela 5.17

NP DE | \\rpGRAL | E (ERRO)

PONTOS
2 2,0536 0,3389
3 2,4471 0,0546
4 2,3859 0,0066
5 2,3931 0,0006
6 2,3925 0,0000

. Pode-se notar que, com pouco esforgo, consegue-se uma boa precisdo com a
utilizagdo da quadratura gaussiana, mas, por outro lado, ¢ obrigatéria a utilizagdo
de coordenadas prefixadas.

Sempre que possivel, é aconselhdvel a utilizagdo da quadratura gaussiana. Mas,
situagdes praticas, em que a forma analitica da fun¢fo nfo ¢ conhecida, deve-se
tilizar as formulas de Newton-Cotes.

Implementagéo da Quadratura Gaussiana

- Seguem, abaixo, a implementagdo do método pela sub-rotina QGAUSS, a
funcdo requerida por ela e um exemplo de programa para usd-las.
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5.7.2.1. SUB-ROTINA Q GAUSS

Crnncinernnnasnnennnacnnnnnans

NOOOOOONOO0ON00

0o oooooOONnNOOoonNon

L N Y R

RUOCZTIrXL=-IoTM

mm CcC=-n®

]

UBROTINA QGAUSS

OBJETIVOS
INTEGRACAO DE UMA FUNCAO

M

u

P

P

F

ETODO UTILIZADO 1
QUADRATURA GAUSSIANA

80 i
CALL QGAUSS(FUNCAO,LI,LS, N, INTEG)
ARAMETROS DE ENTRADA @
FUNCAO : FUNCAD A SER INTEGRADA
LI ! LIMITE INFERIOR DE INTEGRACAO
LS t LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACAO
N t NUMERO DE PONTOS A SER UTILIZADO

ARAMETRO DE SAIDA
INTEG

UNCAQ REQUERIDA :

3 VALOR -DA INTEGRAL

FUNCAO : FUNCAO A SER INTEBGRADA

mEsssemnmma SETASTANER RS e AR RS RN S e

SUBROUTINE QGAUSS(FUNCAO,LI,LS,N, INTEG)

INTE

GER I,K,LINHA(B), M,N

REAL A(36),F,INTEG,LI,LS,T(36),X

DATA

DATA

T($) , T2 , T3 , T(4)

/0. »=0.57735027, 0.57735027,-0.77459667/,
T(S) T(6) , T . T

/ 0.77459667, 0. »~0.86113631, 0.861136341/,
(%) T(10) , T(i4) T(i2)

/-0.33998104, 0.33998104,-0.90617985, 0.90616985/,
T(13) T(i4) T{15) T(16)

/-0.53846931, 0.538446931, 0. ,~0.93244954/,
T(17) , T T(19) . T2

/ 0.93246951,-0.66120939, 0.66120939,-0.23861919/,
T(21) . T2y T(23) . T(24)

/ 0.23861919,-0.94910791, 0.94910791,-0.74153419/,
T(25) . T(26) , T27) ,  T28)

/ 0.74153119,-0.40584515, 0.40584515, 0. /.
T(29) . T¢(30) , T¢31) , T(32)

/-0.96028986, 0,96028986,-0.796466648, 0.79666648/,
T(33) T(34) T(35) T(36)

/-0.52553242, 0.52553242,-0.18343444, 0.18343464/
ACL) . A2) . ACD) . AC4)

/ 2. 1 e , , 0.55555854/,
A(S) . AC8) , A , A

o000

CHURDP TOZIIrxL-~In

0.55555556,
ACD)

0.65214516,
ACL3)

0.23492688,
A7) ,
0.17132450,
Al21) ;
0.46791394,
A(25) 5
0.27970540,
A(29) ,
0.10122854,
A(33) ,
/ D.31370664,

NN NN

~

~

Kas

LINHA(1) =1

DO 10 I=2,8
LINHACI)=LINHA
K=K+§

CONTINUE

INTEG=0.

M=LINHA(N) -1

DO 20 I=1,N
M=+ 1

0.886888889, 0.3479854B4,
ACLD) ACLL) ;
0.65214516, 0.23692688,
ACL4) A(LS) .
0.47862868, 0.54888889,
AC18) . AU ,
0.36074158, D.360746158,
A(22) , A(23) 4
0.12948494, 0.12948496,
A26) . A7)
0.38183006, 0.38183006,
A(30) YETS)
0.22238104, 0.22238104,
A(34) , A3S)
0.31370664, 0.346268378,

(I-1)+K

X=(LS-LII®T(M)/2.+(LS+LI) /2.
F=FUNCAO(X)#(LS-LI)/2.
INTEG=INTEG+A (M) %F

CONTINUE

IMPRESSAO DO RESULTADO

WRITE(2,21)INTEG

FORMAT(1Hi , 31HO VALOR DA INTEGRAL E”

RETURN

END

IGUAL A

Intogragiia

0.34785404/,
ACL2)
0.2349240808/,
ACL14)
0.17432450/,
A(20)
0.44791394/,
A(24)
0.27970540/,
AC28)
0.41795918/,
A{32)
0.22238104/,
A(36)
0.36268378/

LiPELA.

w

7)

5.7.2.2. FUNGCAO FUNCAO

o000

F{x)

REAL FUNCTION FUNCAQ(X)

REAL X

FUNCAO= * escreva a forma analitica de £(x) 7

RETURN
END
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5.7.2.3. PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAC DA SUBROTINA QGALNN

oot

EXTERNAL FUNCAOQ
INTEGER N
REAL A,B, INTEG
READC(L,1)N,A B
i FORMAT (12,2F10.0)

‘CALL QGAUSS(FUNCAO,A,B,N,INTEG)

CALL EXIT
END

Exemplo 5.18

Determinar o valor da integral abaixo, utilizando a quadratura gaussiana, com
8 pontos.

j‘“ log x + x?
r= | =22
2 (x + 3)?

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:
Dados de entrada

08,2.4.,

ESPECIFICACAC DA FUNCAQ

aoocoaoe

REAL FUNCTION FUNCAO(X)
FUNCAO=(ALOGLOCX) +X#X) / (X+3)##2
RETURN

END
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O resultado obtido foi:

) VALOR DA INTEGRAL E’ IGUAL A 5.2128375E-01

8.7.3. Exercicios de Fixagdo

\7.3.1.  Calcular o valor da integral

ando a quadratura gaussiana

a) com 2 pontos

b) com 3 pontos

¢) com 4 pontos

] d) Calcular, ainda, o erro cometido nos itens (a) e (b}, j4 que o valor obtido no item (c)
# bxato.

k Calcular o valor das integrais abaixo, aplicando a férmula da quadratura gaussiana, com
i niimero de pontos indicado.

8,732. Comn = 4;

1 1
[ = jl arc cos® x + x2 dx

4,733 Comn =35:

A ik
l= i 2 sen (M2) + senx dx
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5.8. CONCLUSOES

Para melhor ilustrar a diferenca de precisio dos métodos de integragéo apre-

sentados, serd considerada a integral:
5
I= f In x dx
1
'O seu valor exato, com seis decimais, ¢:

5
I= fslnxdx=xlnx— jl dx = 4047190
1

Aplicagdo dos métodos estudados:

Trapézios
Tabela 5.18
INTERVALOS I E
-1
2 3806662 | —241°10
4 3989277 | - 5,79 * 10_,2
8 4,030684 | — 1,65 "10 -
10 4,036591 | — 1,06 * 10
20 4044527 | — 266 *10
50 4,046763 | — 4,27 * 10
100 4,047083 | - 1,07 * 10_5
200 4047163 | — 2,70 " 10
12 Simpson
Tabela 5.19
n I E

2| 4002591 | - 4461072
4 4041476 | — 5,71 * 10_4
8 4,046655 | — 5,35 * 10
10 4,046953 |— 2,37 * 10
20 4047173 |- 1,70 ¢ 10::
50 4,047189 {— 1,00 * 10
100 4,047190 0
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Tabela 5.20

-]

I ¥ iy

4,073764 |2,66 + 1072
4,049833 |2,64 = 1073
4,047482 2,92 107
4,047224 |3,40 +10°°
4,047194 |4,00 * 1076
4,047190 0

SN AW

Apesar de se tratar de um pequeno exemplo, pode-se tirar algumas conclu-
s0es: .

1) A regra dos trapézios para n pontos fornece uma precisdo semelhante 3
aplicacdo de Simpson com 2n pontos e gaussiana com 4n pontos.

2) Com relagdo ao esforgo necessdrio para o célculo, para uma mesma preci-
b0, a regra dos trapézios requer o dobro de esforgos que a regra de Simpson que,
por sua vez, requer o dobro que a aplicagfo da férmula de quadratura gaussiana.

Estas conclusSes ndo sdo regra geral, mas, na grande maioria dos casos, elas
8o verdadeiras.

Um outro aspecto que se deve considerar é o fato de que, para a aplicagdo da
férmula de quadratura gaussiana, deve-se ter a forma explicita da fun¢do a ser in-
tegrada, quando, nas férmulas de Newton-Cotes, necessita-se apenas dos pontos
tabelados, o que é bastante Gtil em casos préticos.

5.9. EXEMPLO DE APLICAGAQ

8.9.1. Descrigdio do Problema

i O Servigo de Protegdo ao Consumidor I(SPC) tem recebido, ultimamente, mui-
b reclamag@es, por parte de seus protegidos, quanto ao peso real do pacote de
kg de agicar vendido nos supermercados.

Para verificar a validade das reclamagdes, o SPC contratou uma firma especia-
Zida em estatitica, que se dispds a fazer uma estimativa da quantidade de pacotes
0, realmente, continham menos de 5 kg.
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Como € invidvel a repesagem de todos os pacotes postos & venda, a firma res-
ponsével pesou, apenas, uma amostra de 100 pacotes e, a partir destes dados, ela
pode, utilizando métodos estatisticos que serao descritos a seguir, ter uma boa idéia
dos pesos de todos os pacotes existentes no mercado.

5.9.2. Modelo Matemdtico

Chamando de x; o peso do pacote i, tem-se:
1 n,
média da amostra = x = —- Z Xi

onde 7 é o nimero de pacotes da amostra.

Serd omitida, aqui, a apresentagdo dos pesos obtidos, face ao elevado niimero
de pacotes examinados.

Calculando a média, tem-se:

X = — x 499,1 = 4991 kg
100

0O desvio padrdo, que é uma medida estatistica que dd uma nogdo da disper
s7o dos pesos em relagdo 4 média, € dado por

§=+ : E x —xi)?

n—1 i=1

Para os dados deste problema, tem-se:

La
1l

0,005 kg

Supondo-s¢ verdadeira a hipotese de que a variagdo do peso dos pacotes nilo

¢ tendenciosa, isto é, que o peso de um pacote € fungéo de uma composicao de efel
tos de outras varidveis independentes, entre as quais podem ser relacionadas a re:
gulagem- da médquina de ensacar, o operador da mdquina, a variagdo da densidade
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: do aguicar, a exatiddo da balanga a leitura do peso etc., pode-se afirmar que a varid-
vel peso tem distribuigdo normal.

O gréfico da distribui¢do normal é apresentado abaixo:

®|
I
[
=
wl
+ +
[

Esta distribuigdo ¢ de grande aplicagdo na estatistica, pois pode-se utiliza-la
mpre que a varidvel em estudo é uma composi¢do de efeitos de outras varidveis
dependentes e tem uma concentragdo maior em torno da média.

A forma analitica desta fungdo é:

- ! 355

s~/ 27

O valor f(x) é a freqiiéncia de ocorréncia do valor x.

A integral de f(x) d4 a freqiiéncia acumulada, isto €,

(o) = fx" fx) dx

- o0
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¢ a probabilidade de que x assuma um valor menor ou igual a x,,.

Graficamente, F(x,) é a drea hachurada abaixo:

Flxg)

Figura 5.9

No problema em questdo, o que se deseja é determinar

5,000 | _”1_(): — 4,99 1)2
2\ 0,005 dx

F(5,000) = ——
(500 ~o0 0005V 27

Antes de dar prosseguimento a este cdlculo é bom que sejam feitas as seguin-
tes observagdes:

1) Tem-se que
f _w fo)dx = 1

= e]

2) A curva é simétrica em rela¢do 4 média (¥), logo:

[_i flx) ax =f: flx) dx = 0,5
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Tendo em vista o exposto acima, F pode ser reescrita da seguinte maneira:

E

i x—Xx
e = P
- tem-se:
F(18) = 0,5+
3
F(18) =05+

H(5,000) = 0,5+ f

5,000

24 — €
¥ =491 0,005v/21

x —4.99]
0,005

fl,s
0

1
2T

1

Fazendo uma mudanga de varidvel

1

T
—_—
0,005+ 27
Lo
._1 zz
L8 e *

/

0

z2

2\ 0,005

0,005dz

‘xque estd numa forma bem mais simples de ser calculada.

Graficamente ela pode ser assim representada:

_l(x- 4,99

1)" dx

lgura 5.10

4,981
X -2
-2

4,986
x -3
-1

4,991
x
0

4,996
X +s
1

5,001 -
x+2
2 z
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5.9.3. Solugdo Numérica

Como a integral acima nd@o tem solugfo analitica, devem-se usar métodos nu-
méricos para determind-la.

Serd utilizada, entdo, a 12 regra de Simpson, j4 que ela fornece valores bem
precisos com reduzido esforgo computacional.

ESTUDO DO ERRO
O erro na integragdo para a 13 regra de Simpson ¢ dado por

5
5=_(i18:6‘% e a<&<b
1]

=i 4 2
V&) = 1 8(&'-68+3) , 0<8<18

Var

cujo mdximo € , para& =0

2w

Entdo, o erro mdximo serd dado por

1,85 3
T T8t K Vo
01256
e

i isa i integra:
Como os dados sdo fornecidos com uma precisdo de 107, o erro de integ

¢do deverd ser inferior a este valor.

|E| <107% > n >V 1256 x 10° = 595

Logo, serdo utilizados 6 subintervalos (n = 6).

‘- principal descrito abaixo.
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USO DA SUB-ROTINA DE SIMES 1

Pode-se utilizar a sub-rotina SIMPS1, descrita no item 5.3.6, ¢ o programa

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTiNA SIMPS

EXTERNAL FUNCAO
INTEGER N,NMAX,TIPO
REAL INTEG, XN, X0, TABEL.A (R0, 2)
NMAX=:20)
TIPO=1
Ni=7
X0=0.
XN:=4 .8

Call. SINPSL(NHQX,TIPO,FuNBﬁO,TABELA,XU,XN,N,INTEGJ

CALL EXIT
END

Para calcular a integral basta que se fornega a fungao FUNCAO:

ESPECIFICACAC DA FUNCAO

REAL. FUNCTION FUNCAO(X)
FUNCAO=EXP (0. G#X*%2)
RETURN

END

Foi impresso o seguinte resultado:

FUNCAO TABELADA

0.00000E+00 "1.00000E+00



268 CALCULO NUMERICO Integragio 269

2  3.000D0E-Di  9.55998BE-0i 8.10.2.
3 4.00000E-04 8.35270E-014 Tabela 5.22
4 ?.00000E~-01 b 6697 7E-01 i xi ¥i
S 1 .20000E+0D0 4.84752E-014 0 1 1,0000
1 2 17,0000 9
4 i .50000E+00D 3.24653E-01 2 3 13,0000 | 71 =f Fx) dx
3 4 19,0000 1
7 1 .80000E+00 §.97899E-D1 4 5 25,0000
5 6 31,0000 trapézios
6 7 37,0000
7 8 43,0000
0 VALOR DA INTEGRAL E’ 1.16325E+00 g : 49,0000
Obtido o valor da integral, pode-se completar o cdlculo de F(1,8): 5.10.3 1 )
e I= f sen x* dx trapézios e
/ 0 12 de Simpson ( ©°™" = 10
1
F(1,8) =05 + + 1,16325
\ 2T %
.‘JOA. I =J. ’ Inx dx (a) trapé
pézios, comn = 6
F(1,8) = 0,964 : 4 (b)12 de Simpson,comn = 6
(c) 22 de Simpson, com#n = 6
1
9.4. Andli Result ' _ [V ax ,
5.9.4. Andlise do ado 4,105, I _[o == 24 de Simpson, comn = 15
41
Através do resultado obtido pode-se concluir que existe uma probabilidade de
0,964 ou 964% de se achar um pacote de aglicar com menos de 5 kg, ou seja,
96 ,4% dos pacotes no mercado estdo com peso abaixo do peso nominal. 1 dx
!'10‘6' I =f 1 42 (a) trapézios com & < 10-2
o X (b) trapézios com & << 1072
5.10. EXERCICIOS PROPOSTOS
Nos problemas seguintes, dar o valor da integral, aplicando o método indicado. 1
i10.7.
5.10.1.
Tabela 5.23
Tabela 5.21 ;
] Xi Yi
i xf yi 2
s ’ ! 0540 | s =[" ftx) ax
0 1 1,0000 I= FO) dx 1 1,2 0,302 1
1 2 0,5000 1 2 14 0,121
2 3 0,3333 . 3 16 0,416 tranézi -
) . pézios,comn = 5
3 4 0,2500 tarsalos 4 18 0,126
4 5 0,2000 5 20 0,208
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0,2 mx?
5.10.8. I= cos| — |dx
3 2

5.10.9. 1=

3 1
5.10.10. I=
2 x log x

trapézios, com & < 107%

12 de Simpson, com & < 107°

12 de Simpson, com & << 1073

12 de Simpson, com & < 1073

12 de Simpson, com & < 1073

1
= / Fex) dx
0

12 de Simpson, comn = 10

gaussiana,com s = 4

3 dx
5.10.11. I = B ———
2 1+4/ Inx
L1 In (1l +x)
5.10.12. 7= i, dx
0,1 %
5.10.13.
Tabela 5.24
i xf i
0 0,00 1,6487
1 0,10 1,8130
2 0,20 1,9348
3 0,30 1,9445
4 0,40 1,7860
5 0,50 1,4550
6 0,60 1,0202
7 0,70 0,5975
8 0,80 0,2837
9 0,90 0,1059
10 1,00 0,0302
3 dx
5.10.14, I=
1 1+ x

5.10.15. I= J

- xt3

gaussiana, com#n = 5

- 1
_\f !10-16. I :f AY) 1+x dx
1+x

E i 1 In(1+
810,17 I =f """;'_jx_) dx

] 1
51018, = f gt

o VEE+rnaerd+a

xdy

" 4
§10.09. 1= ;
f 5 f (x+sz Y

| e B 2
+
81021, 1= e,

..110.22. f f *2 (x +) 02 +x) dx

#,10.23. Calcular a integral

I 1 2
4 l-[ (3x* — 4x) dx
| 0

{Bbtido por Sunpson)

®-a
P Mg, <& <o

8on*

t aplicagdo da regra dos trapézios com 4 e 8 intervalos.
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gaussiana, comn = 4

gaussiana, comn = 4

gaussiana, comn = 4

12 de Simpson, ny = ny

12 de Sumpson, ny == ny

método de sua preferéncia,
kx = 0,1
hy =03

método de sua preferéncia,
hy = 0,25
hy : 1,0

410.24. Mostrar que a férmula do erro para a 22 regra de Simpson composta é dada por

271

APos este cdlculo, aplicar a extrapolagdo de Richardson e comparar com o resultado exato
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5.10.25. As férmulas de Newton-CStes sio todas obtidas a partir da aproximagio da fungdo
integranda por um polinémio interpolador de Gregory-Newton. Aplicando a mesma sistema-
tica adotada para a obtengdo das regras dos trapézios e de Simpson, determinar uma férmula
de integragfo utilizando o polindmio interpolador de Gregory-Newton de 49 grau.

5.10.26. Aplicar a férmula obtida no exercicio anterior para calcular
2

I= In(x+yx+1) dx
1

5.10.27. Mostrar que a férmula da extrapolagdo de Richardson para as regras de Simpson é
dada por

I= I+ Uy -1y

n3 - nt

5.10.28. Sabendo-se que a quantidade de calor necessiria para elevar a temperatura de um cer-
to corpo de massamde rgafy €

51
g = f C(0)de
]

onde C(8) € o calor especifico do corpo 4 temperatura 8, calcular a quantidade de calor neces-

sdria para se elevar 20 kg de dgua de 0°Ca 100°C.

Para a dgua, temos:

Tabela 5.25
8(°C) | € (keal/kg°C)

0 9999
10 999,7
20 9982
30 995,3
40 9923
50 988,1
60 9832
70 9778
80 9718
90 9653
100 958 4
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5.10.29. De um velocimetro de um automdvel foram obtidas as seguintes leituras de velocida-
de instantinea:

Tabela 5.26

t (min) V (km/h)
0 23
5 25
10 28
15 35
20 40
25 45
30 47
35 52
40 60
45 61
50 60
55 54
60 50

Calcular a distincia, em quilimetros, percorrida pelo automével.
(Sugestdo: usar 3/8.)

5.10.30. Uma linha reta foi tragada de modo a tangenciar as margens de um rio nos pontos 4
6 B. Para medir a drea do trecho entre o rio e areta 4B foram tragadas perpendiculares em re-
lagGo a AB com um intervalo de 0,05 m. Qual € esta drea?

Tabela 5.27

PERPENDICULARES | COMPRIMENTO (m)

328
4,02
4,64
526
498
3,62
3,82
4,68
526
3,82
324

L= N R - L - R RN

Ll ol
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Figara 5.11

5.10.31. Calcular o trabalho realizado por um gds sendo aquecido segundo a tabela:

Tabela 5.28
vad) | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45
Pkeg/m®y| 80 | 72 | 64 | 53 | 44 | 31 | 22

s
Observagdo. w:f P av

Vi

Capitulo
Equacoes Diferenciais
Ordinarias

6.1. INTRODUCAO

Equag¢des diferenciais ordindrias — EDO — ocorrem com muita freqiiéncia na
descrigdo de fendmenos da natureza. Um exemplo bem simples é o crescimento da
populagdo de bactérias numa coldnia. Pode-se supor que sob condiges ambientais
favordveis, a taxa de crescimento da colbnia seja proporcional ao nimero de indivi-
duos num dado tempo; se ¥ (#) for o nimero de individuos no tempo f, tem-se a
equagdo y (1) = ky (2).

H4 virios métodos que resolvem analiticamente uma EDO; o leitor, entre-
tanto, ndo deve ser levado a crer que seja sempre possivel obter a solucdo anali-
tica de uma EDO. Neste caso, os métodos numéricos sdo a saida para se encontrar
uma solugdo aproximada. Por exemplo, mesmo equagdes diferenciais com aspecto
simples como

' = x2 + y* ou y” = 6)° + x,

ndo podem ser resolvidas em termos de fungGes elementares.

6.1.1. Problema de Valor Inicial

Do Célculo se conhece a forma com que se apresenta uma equagdo diferencial

L ordindria de ordem n:
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YO =600 0P, ., y0Y) &4
onde
!
d
yQ :_le 231,2,-»-,”) xE[a,b] € y:{a’b]_>R
dx
Exemplo 6.1

y® = 3,00 — 25 ¢ uma EDO de ordem 2 com f(x,y »’) = 3y — 2y,

Associadas a (6.1), podem existir condigBes cujo nimero coincide com a ordem
da EDO. Se tais condigdes se referem a um tnico valor de x, tem-se um
problema de valor inicial — PVY1. Caso contrdrio, tem-se um problema de va-
lores de contorno.

Exemplo 6.2

y(z) 2, 3}’(1) -2
y(0) = -1
y'(0)=10

é um PVI de 2% ordem.

Serdo tratados aqui métodos numéricos para se conseguir os valores de y (x) em
pontos distintos daqueles das condi¢Bes iniciais associadas aos PVIs. O tipo
de PVI que serd objeto deste capitulo é o mais simples, isto é, o de primeira
ordem:

=)
»(x0) = Yo = 1, numnimero dado (6.2)

Os PVIs de ordem superior i unidade podem ser reduzidos a sisternas de PVIs

de primeira ordem & custa de varidveis auxiliares. Os métodos numéricos que
serdo vistos aqui também se aplicam a esses sistemas.

Exemplo 6.3
Reduzir a sistema de PVIs de primeira ordem o PVI

y©0) = -1
YD =0

Equagdes Diferenciais Ordindrias 277

W Basta fazer y = z: tém-se y@) =1 ¢ z(0) = 0. O sistema serd, entdo:

y(l) =z
yO =
20 = 3; -2y
0 — 9

Antes de se estabelecerem métodos para solugdo aproximada do PVI (6.2)
6 preciso recordar em que condigBes este problema tem uma tnica solucdo [1].

Se a funcdo real f(x, ¥) satisfaz

(1) E definida e continua na faixa ¢ < x < b, —oe < y oo ondeae b
sdo finitos.

(2) Existe uma constante L tal que para todo x € [a, b] e todo par de niimeros
y e y¥,

f G, y) = Fle, y®)I <L |y — p*| (Condigdo de Lipschitz)
Entdo existe exatamente uma fungdo y (x) satisfazendo:

(1)  »(x) é continua e diferencidvel para x € [q, b];
(i) »y'x) = flx,yX), x € [a, b];

(iii} y(e) = », n um numero dado.

Observe-se que a condigdo (2) estd certamente satisfeita se f(x, y) tem
iﬂerivada continua em relagdo a y e limitada na faixa em questfo, pois entdo,
tlo teorema do valor médio:

1) ~ 105,57 = 2 DO = ),

- = : d — .
nde y é um valor entre y e y*. A existéncia de *ai ndo ¢ entretanto necessa-
Y

Il para que (2) esteja satisfeita. E bom notar que L ndo §, em geral, possivel
@ Ser computado.

,1.2. Solucdo Numérica de um PVI de Primeira Ordem

Supondo-se que o PVI(6.2) satisfaga as condigtes de existéncia e unicidade,
s8¢ agora buscar sua solugdo numérica. Para isso, tomam-se m subintervalos
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b~
de [g,b), (m=1), e fazse x;=x, +jh onde h:——m—a, i=0,1,2....m,

X; € [a, b].

O conjunto I = {xo, Xx1,...,Xm,} obtido desta forma denomina-se rede
ou malha de [z b]. A solugdio numérica y,,(x) é a fungdo linear por partes,
cujo grifico ¢ uma poligonal com vértices nos pontos (x;, ¥;), onde y; foi calculado
usando-se algum dos métodos numéricos que serdo dados a seguir. Fazendo-se,
por exemplo, m = 2" entdo

b —a
hy = S n=2012...,

e teremos entio uma seqiéncia de fungGes poligonais {yu(x)} que, pode-se
provar, convergem uniformemente para a solugio y(x) do PVI,

Convém observar que os métodos numéricos dados a seguir t8m por
objetivo calcular os vértices {vo,y...,»,}

ye
VAR oo i i R TR R T TR
i
|
I i
.
} I
i | '
T i \ '
1 [ \ !
y(xo)=yo---lh;h:k; :h,'
e -
o 6 & :I -
a=xg Xy Xp X3 Xm-1Xm=2b
Figura 6.1. Malha de [, b].
Convenciona-se usar a notagdo y(x;),7 = 0, L,...,m para indicar a solugiio

exata do PVI nos pontos x; € /. A notagdo y(x;) = y; significa que y; ¢
aproximagdo para y(xj), x; € Ip.
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solugdo exata

solugio numérica

Y

J(Xo) = yo
3
i
lgura 6.2. @ yxp, j=0,1,...,m

X ¥ ,i=0,1,...,m

th.1.3. Método de Euler

Seja o PVI (6.2): {y’ = fx, 1)
y(xo) = yo = n, n dado

%

esejam-se aproximagdes ¥y, ¥, ..., Ym para as solugdes exatas y(x, ), v (x;), . ..
(X1 ). Vai-se, primeiramente, com auxilio da figura 6.3, procurar y .

ra 6.3. Método de Euler.
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Como se desconhece o valor y(x,), toma-se ¥; como aproximagZo para y¥(x,),
Para isso, traga-se a tangente T 4 curva ¥ (x) no ponte (x,, ¥(xo)), cuja equagdo é

y(x) — yxo) = (x — x0) y'(%o) (6.3)

Fazendo em (63) x = x; e lembrando que y(Xo) = Yo, X1 — X9 = A,
Y'(xo) = flxo, y(x0)) & y1 = y(x1) temse:

Y1 = Yo+ B (xq, y(x0)) (6.4)

O erro cometido na aproximagdo de y(x;) por y; € e, =y; —y(x;), ou seja,
a diferenga entre a solugdo numérica e a solugdo exata. Para o cilculo de y,,
avangam-se os indices em (6.4) uma unidade; o erro cometido ¢, agora, e, =y, -
— ¥(x2). Continuando o processo até Yy » tem-se o algoritmo:

Yisr=yi + BfGpyp,i=0,1,...,m — 1 (6.5)

cujo erro € € vy = Yja1 — Y1), i =0,1,....m — 1.

Assim sendo, o método de Euler consisie em calcular recursivamente a
seqiiéncia {y;} através das férmulas:

(A) yo=y@ =n
[

(B) J’f+1:J/;+hf(xj,yj) Jf:{):l)-"!m—l'

As férmulas acima admitem vdrias interpretagBes analiticas.

[ — Aproximando-se a derivada que aparece no PVI no ponto G )
por uma diferenga dividida, obtém-se
Yi+v1 — Vi

P = x5

Resolvendo-se para i/ obtemos a férmula (B).

II — Integrando-se y’(¥) = f(t, y () entrex e x + %k obtém-se

x + k

ya B —y@) - J £y @) dt

X

Fazendo-se x = x; ¢ k = h,
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- X+
G700 = ) = | 7 s y@par

*i

Aproximando-se a integral de forma bem grosseira: tamanho do intervalo vezes
0 valor do integrando & esquerda e identificando-se y(xf) com y;j obtém-se a
{6rmula (B).

- III — Vamos supor uma expansio da solugdo y(x) em série de Taylor
fm torno do ponto xj,

Wy + 1) = Y6 + AEC ) + 5 RYG) + .

Truncando-se a série apds o termo em ki e identificando-se y(xj) com x; teremos
Novamente a formula (B).

Exemplo 6.4

Achar aproximagdes para a solugdo do PVI { '=x —y + 2 namalha

: y(©) =2
fle [0,1] com 2 = 0,1.

Usa-se o algoritmo (6.5) para j = 0,1,2,...,9.

Para j = 0: yy = yo + hf (xg,¥0) = yo + h(xp — yo + 2).

= 2 + 0,1/(0,2)
=2+0,1(0 -2+ 2)
=2

JCo+h_>x1:0+0,1_>x1:0,l

2+ 0,17 (0,1;2)

2+ 01(0,1 —2 + 2)

Y, = 2,01
=xg+2h>x,=0+2+0]1>x =02

i
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Os cdlculos prosseguem deste modo até j = 9. Usualmente, dispdem-se os resul-
tados obtidos em tabelas como a tabela 6.1 abaixo, onde ajuntaram-se mais duas
colunas com as solugGes exatas e os erros, em cada etapa.

Tabela 6.1
i Xj yi Y@ Yi — yep
0 0 2 2 -
1 o1 |2 2,004837 | —0,004837
2 0,2 | 2,01 2,018731| -0,008731
3 03 | 2,029 2,040818 | -0,011818
4 04 | 2,0561 2,070320 | —0,014220
5 0,5 | 2,09049 2,106531 | —0,016041
6 06 | 2,131441 |2,148812| -0,017371
7 0,7 | 2,1782969 | 2,196585 | —0,018288
8 0,8 | 2,2304672 |2,249329| —0,018862
9 09 | 2,2874205 |2,306570 | —0,019149
10 1,0 | 2,3486784 |2,367879 | —0,019201

Ao examinar a tabela 6.1 o leitor deve ter notado que o erro cresce em
valor absoluto & medida que se obtém um novo valor. Isso se deve i propaga¢io
de erro. Na prética, porém, nfo se dispe da solugdo exata do PVI (caso contri-
rio, o método numérico seria até desnecessdrio!). Daf a necessidade de se
determinar uma expressdo matemadtica para o erro cometido em cada etapa, a fim
de se ter controle sobre os cdlculos. A férmula de Taylor serd 1itil nesse sentido,
como serd visto a seguir.

Desenvolvendo-se ¥(x), solugio tedrica do PVI, em torno de x,:

o e
1t

v x0)2

3 (x
¥(xo) + )

y(x) = ylxo) + = (o) +

(x — xo)’

¥ 3!

¥7xe) + ... (6.6)

¢ tomando-se apenas os dois primeiros termos do lado direito da expressio (6.6),
tem-se:

@) = y6) + T yx0) ©7)

Novamente lembrando que x;, —xo =h, ¥'(xo)=F(x5, ¥(x0)) e ¥(x.) =y,
pode-se escrever ¥, =y + hf(xq, ¥o). Generalizando, tem-se o algoritmo (6.5).
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O erro cometido ao se usar o método de Euler no cdlculo de v, ¢é obtido a
partir do resto da férmula de Taylor, ou seja,

(xl — Xg)
2!

2
para o erro: €; = % »”(&). Numa etapaj de cdlculos tem-se:

2
y7(8), xp < &<x,. Como x; —Xxo =~h, usa-se a seguinte notagio

h?.
E}‘:“""

o1 V@)% <& <x (6.8)

A expressio (6.8) é denominada erro local de truncamento — ELT.

Observagdo: o ELT ¢ local no seguinte sentido: assume-se que y; e f (x;, ¥;)sejam
valores exatos parase obter yj 41, / = 0,1,2,...,(m — 1).

A expressio (6.8) representa um avango no estudo do erro, mas ainda deixa a
tlesejar: apesar da informag@o da existéncia de y (&), no € possivel o seu cdlculo
(exceto em casos muito especiais). Na pritica, procura-se estabelecer cotas ou
@stimativas para que se possa conduzir os cilculos com seguranga. Comumente a
derivada € considerada constante e # € considerado suficientemente pequeno para
ser tomado como parimetro do ELT; diz-se que o ELT é da ordem de h? e se
escreve o (7%). E de se esperar, portanto, que quanto menor o valor de k2, menor
0 ELT.

6.1.4. Propagacdo de Erro no Método de Euler

y'=fe, )

Seja o PVI
{J"(xn) =Jo (6.2)
onde se assume que f seja continua e suas derivadas parciais de primeira ordem
continuas e limitadas na regifo a < x < b, —o0o <y <+ e x5 < Xp.
Com isso é garantida a existéncia de constantes M > 0 ¢ K > 0 tais que

of

137G | = ]a Ge9) # e 9) gf 0| < m 69)

G900 £y = ]% x, &) \ ly —y* I <K |y - y*1(6.10)

com & entre y e y* e (x,¥), (x, ¥*) pertencentes & regido acima enunciada.
Os resultados (6.9) e (6.10) seguem da chamada Regra da Cadeia ¢ do Teorema do

{Valor Médio.
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Nas condi¢Bes da pagina 283 serd estudado o erro ao se passar da etapa;j 3 eta-
paj + 1. Seja e =y —y(xj) o erro fotal cometido na etapa /.

O acréscimo no erro total ao se passar da etapa jd etapaj + 1¢
Ae; = Ay; — Ay(xy), ou seja,

€iet — € = YViwr — Vi — V&f 1) — yx)) (6.11)

Como Yj .1 — y; = hfy, f; = f(x;,»;) (método de Euler) e

n* '
Y@jaa) = y0) = 0000 + o Y@, x; < & < xj .y (formula
de Taylor), tem-se:

2
e — e = hIf — FOp00)] — zh—, 778 6.12)

Tomando os médulos em ambos os membros de (6.12) e lembrando as desigual-
dades (6.9) e (6.10), tem-se:

h2
lej o1 = | < K|y = yGop) + ML (6.13)

2

h
lej .1 — ¢ | < hK|egl +M?

hi
Ief+1|€|1+hK|fef|+M? , 20 e e =0 (6.14)

A expressio (6.14) mostra que o erro acumulado até a etapa j + 1 & influen-
2

ciado pelo erro local de truncamento (cuja cota M-Z—r é dependente de f e suas

derivadas parciais de primeira ordem) e pelo fator (1 + %K) [ |, doravante deno
minado fztor de propagacio de erro.

6.1.5. Exercicios de Fixacdo

y'ty=0
6.1.5.1. Reduzir o PVI yy =1
»io =20

a um sistema de PVIs de primeira ordem.
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b = yv=x-y+2
6.1.5.2. Achar aproximagfes para a solugio do PVI y(0) = 2
nn matha de [0, 1] com: a) A = 0,05; b) # = 0,01,
Y Sy = 2
6,1.5.3. Achar aproximagdes para a solugdo do PVI { g
») =1

na malha de [0, 1]com & = 0.2.
o L

¥y
6.1.5.4. Achar aproximagSes para a solugdo do PVI { e
y1y =0

na malha de [1,2]com # = 0,1,

6.2. METODOS DE RUNGE-KUTTA

Na se¢do 6.1 mostrou-se que o erro acumulado com o uso do método de
Buler é composto de duas parcelas: uma envolvendo o ELT e a outra o fator
de propagagdo de erro. Assim, malhas com maior nimero de pontos tendem a
flumentar o erro acumulado. Desta forma, torna-se necessdria a procura de
métodos nos quais seja possivel a melhoria da precisdo de resultados sem diminuir
muito o valor de 4. E este o objetivo desta secdo.

6.2.1. Métodos de Passo Simples
Um método para resolver o PV1 (6.2) é de passo simples se a aproximagdo
Vi +1 depende apenas do resultado y; da etapa anterior. Todos os métodos
tle passo simples sdo escritos na forma
Yier =yt he(xpysh), j=0,1,...,m—1 (6.15)

onde ¢ é a funcdo incremento ¢ h o comprimento do passo.

Exemplo 6.5

O método de Euler yj .1 = y; + Af (xj,¥;) é um método de passo simples
{tom fungdo incremento ¢(x;, y;; k) = £ &, 7).

.[ Os métodos que serfio vistos nas secBes seguintes, serdo classificados segundo
Mua ordem. Diz-se que um método da forma (6.15) possui ordem r se r for o
pior inteiro para o qual
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y& + h) = y&x) — hoCx, y(x);h) = oW 1) (6.16)

onde y(x) ¢ a solugdo tetrica do PVI (6.2).

Exemplo 6.6
O método de Euler é de ordem um.

Com efeito, supondo que y(x) possua derivadas sucessivas suficientes, pode-

se desenvolver y(x + A) em torno de x segundo a férmula de Taylor:
2

ylx + ) = y@x) + %—y’(x) + % y'@), x < t<x + h
Como ¢(x, y(x); h) = f(x, ¥) tem-se:

2
VG ) =0~ ho YO0) = Y+ 1)+ oy (8)  y) — hfGe )

= b6+ iyl D6~ A )1+ 5y

2

B,
=37 &

6.2.2, Métodos com Derivadas

Na se¢do 6.1.3, 0 método de Euler foi obtido a partir da férmula de Taylor,
tomando-se todos os termos até o termo em k; viuse (exemplo 6.6) que o
método possui ordem um. Teoricamente, pode-se afirmar que a férmula de Taylor
fornece tantos métodos quantos se queiram, contanto que se calculem as deri-
vadas necessrias. Assim

L) hz th ] -
J’j+1=yj+hy(x,f)+*QTJ’(JF;),,':U,I,---,m—l (6.17)
¢ um método de passo simples e ordem dois cujo ELT ¢
3

h
31 yo@), x <& < x5,

Em (6.17), y’(xp) = f(xj, )

i of of
y(x) = = Oy + Fx,p)) 3 (1, 07)
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Exemplo 6.7

»

Achar aproximagdes para a solugdo do PVI {y =x —y+2
y©0) =2

na malha de [0, 1] com # = 0,1 usando o método (6.17).

x(} = O’yﬂ :2

1 -0
0, b 1, m o1

hz
Para j = 0: yy =yo+hy'(xe)+ ;y”(Xo)

2

h
YVi=Yot+hxo—yot+2)+ E‘,‘(Vo““xo‘l)

0,1)?
y1:2+0,1(0—2+2)+—(2’l) 2-0-1)

¥1=12,005

Xy=Xpth > x=0+01-=x,=0,1

h2 "
Bira /= 1 ya=pi G + 597G

hZ
Ye=y1thGy -y, +2)+ ‘2","0’1'“-‘f1—1)

0,1
»2=2,005+0,1(0,1 —2,005+2) + (2—') (2,005 0,1 — 1)

¥, = 2,019025

X2:XO+2}’.! - xg:0+2 '0,1 g x2:0,2

Prosseguindo desta forma até j = 9, tém-se os valores da tabela 6.2,
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Tabela 6.2
i Xf yi yop |y -y
0 2 2 -
0,1 | 2,005 2,004837 | 0,000163

0,2 | 2,019025 2,018731 | 0,000294
0,3 | 2,0412176 2,040818 | 0,000399
0,4 | 2,0708020 2,070320 | 0,000482
S | 2,1070758 2,106531 | 0,000544
0,6 | 2,1494036 2,148812 | 0,000591
0,7 -2,1972102 2,196585 | 0,000625
0,8 | 2,2499753 2,249329 | 0,000646
0,9 | 2,307227% 2,306570 | 0,000657
1,0 | 2,3685410 2,367879 | 0,000662

DWW = O
[=1
th

—

Comparando os resultados da tabela 6.1 com os da tabela 6.2, vé-se que a precisio
do método (6.17) é melhor que a precisio do método de Euler. Isto € devido A
ordem do método (6.17), que é maior que a do método de Euler.

Os métodos que usam a férmula de Taylor apresentam alguns inconve-
nientes computacionais: deve-se operar simultaneamente com vérias fungtes, isto
¢, as derivadas da fun¢do £, o que aumenta em muito o espago ocupado na
memoria do computador. Além disso, a complexidade das expressGes analfticas
para as derivadas de f aumenta com a ordem de derivagdo de f, salvo em casos
triviais. Em geral estes métodos ndo sdo usados. Essa é a razio por que serdo
obtidos, a seguir, métodos de precisio equivalente aos métodos da férmula de
Taylor, porém sem o inconveniente de se calcularem derivadas; sao os chamados
métodos de Runge-Kutta — RK.

O método de Runge-Kutta mais simples é o de primeira ordem, isto é,
ele concorda com a formula de Taylor até o termo em #, inclusive. J4 foi
deduzido e nada mais é que o método de Euler.

6.2.3. Métodos de Runge-Kutta de Segunda Ordem
Seja yj o1 = y; + heGxpyph), j=01,...,m — 1 (6.15)
Fazendo ¢(x;, y;;4) = aK; + BK, e substituindo em (6.15):

yf+1:yf+h(aK1+ﬁK2)}jzo’l)'-':m_l (6'18)
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Sejam

K, = f(xf: yf) ® [9)

Ky = Fx; + ph, y; + qhf (x;, )]

As constantes «, 8, p ¢ ¢ em (6.18) ¢ (6.19) devem ser determinadas para que
| fe obtenham métodos de Runge-Kutta de 2% ordem. Para isso os seguintes passos de-
vem ser seguidos:

1.0 PASSO: expande-se K, numa série de Taylor de duas varidveis, aban-
donando-se todos os termos a partir do termo em A2, inclusive:

|
|
| of of )

} Ko = fCxj, y;) + ph e G, pp) +ahf ey, ) o Cejoyp) +o(h?)  (6.20)

Substituindo (6.19) e (6.20) em (6.18):

0
3+ 1= 24 hle+ )0, ] + B 2 (57,3) +

091G, o (ej, )] + 0 () (621)

|
|
.l'
|
I

| 2.0 PASSO: expande-se a solugdo teérica y(x) em torno de xj até o termo
fom #2, inclusive:

2
| PG+ R =y G) + o v 0p) + 2 f0y ) + o) (622)
1! 2!

\Como
d b
f(l}(xj’y(x])) = a_"f (x}$y(x})) +f(x,h )’(x;)) 55 (x;;}’(x,i)) (623)

{tem-se, substituindo (6.23) em (6.22):

h2
PGy + h) =)+ hfGeg, y (i) + o o @)y () +
2! | ax

¥ 13, p(5) S—j: (xf,y(x,,-))J + o) (6.24)
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3.0 PASSO: comparam-se 0s termos de mesma poténcia, com relagdo a
h, em (6.21) e (6.23) e faz-se y; = y(x)):

e yx)) = (@ + B flxz,p))

1 [af of of

3 {'é; (g, ) + FCep, y () 5 (xf,y(X,f))} = fp s G pp) +
of

+ Bqf xj, 7) a‘;(x;',yf)

Das duas igualdades acima, obtém-se o sistema ndo linear

o+ =1
Bp = 1/2 (6.25)
Bq = 12

4.0 PASSO:  resolve-se o sistema (6.25). O sistema possui quatro incognitas
e trés equagBes; uma das incognitas pode ser tomada arbitrariamente. Para a
escotha § = I/2,temse &« = 1/2, p = 1 ¢ g = 1. O RK2 sera:

I

h ,
J’f+1:yj+ E(Kl"l'Kg),]:O,I,...,m—]
Ky = flx,pp) (6.26)

Ky = fx; + h, y; + W (x, 1)
Para a escolha 8 = 1, tem-se o = 0,p=1/2eq =1/2. ORK2serd

Mgy = Pl =00 doamesmos |
Ky = flx;,5) (6.27)

h h
Ky = flx; + P/ Ef(xjayj)

O método (6.26) é conhecido como método de Euler melhorado, e o
(6.27) como método de Euler modificado. E 6bvio que o sistema (6.25)

possibilita a obtengdio de uma infinidade de métodos de RK2. Todos eles
3

possuem o mesmo erro local de truncamento, ou seja, € = ;y”’(&}).

Xj .1 < & < xj, e sdo equivalentes em precisio ao método (6.17).

Exemplo 6.8

Achar aproximagdes para a solugdo do PVI
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2

V=x—y+2
»(©0) =2

na malha de [0, 1] com A = 0, 1, usando o método de Euler modificado.

0,1
2

x0:05y0:2
WG =i, m = L m = 10
¢ ’ ’ 0,1
;i h h
Para j = 0: y1 = yo + Bf(xo + 5. yo + 5 f (X0, 50))
h h
y12y0+hf(xo+§,yo+E(xo_yo"‘z))
' h h h
J’lZJ)o+h[(1_5>xo_ (1_5)?04‘(2_5)]
0,1 0,1 _ 01
nervor[(-5) 0= (-5 20 (- )]
y1 = 2,005
Xy =x+h=-x,=0+01->x, =0,
h h o,
Para j = 11 yp = 1 + Bf (361 o 3 1t if(xlay1)>
h h
y2=y1+kf(x1+§,y1+?(x1—yl+2)
h h A
yz—y1+h[(1*5>x1"Q‘j)h*’(—gﬂ
0,1 01} , _
¥, = 2,005 +0,1 [(1——§~> 051 = (1— 2) 2,005 + (2
vy = 2,019025
X =%+ 2h>x,=0+2-01->x, =02

)
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Prosseguindo desta forma até j = 9, tém-se os valores da tabela 6.2,

Como o método (6.17) possui a mesma ordem do método de Fuler
meodificado, os resultados obtidos nos exemplos 6.7 e 6.8 tém a mesma precisio.

6.2.4. Métodos de Runge-Kutta de Terceira e Quarta Ordem

Os métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas sdo obtidos de modo
semelhante aos de 22 ordem. Os métodos de 32 ordem, por exemplo, possuem
a fun¢io incremento o0, 53h) = aKy + BK, + yK3 onde Ky, K, e K;
aproximam derivadas em vérios pontos do intervalo [x7,x; 4 1]. Aqui faz-se:

Ky = f(x,hy])
K, = flxj + ph,y; + qhK))
K3 = flx; + uh,y; + shKy + (u — ) hKy)

Para a determinagdo de o, 8, v, p, q, s, u expandem-se X, e K, em torno de
(x;¥7) numa série de Taylor de duas incognitas. Expande-se, também, a solugdo
tedrica y(x) em torno de ¥j numa série de Taylor. Os coeficientes de mesma po-
téncia de & até k> inclusive sdo igualados, chegando-se ao sistema

a+pg+y+8=1
gb +uc=1/2

@b + vie = 1/3
cps = 1/6

(6.28)

Duas incOgnitas no sistema (6.28) so arbitrdrias. Um método de 32 ordem bastante
conhecido € o seguinte:

h
Yi+1 :yf+ g(K1+4K2+K3)sf=0:]9---5m -1
Kl :f(x}:yf)
(6.29)
_ k B
K, —f(xj + E,yj-i- E"Kl)

Ky = f(x; + h,y; + 25K, - kK})

h4
O erro de truncamento do RK3 (6.29) ¢ & Sy y (&), x_ <& <x;
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Dentre os métodos de Runge-Kutta, o mais popular é o método (6.30)

5
ibaixo, cujo ELT ¢ ¢ = —}517 YV, x, <&< X,

Vier =yt B Kyt 2+ 2K+ K, =01, m

Kl = f(x}sy])
h h
K = flg + 5.0+ 5 K1) L (6.30)
: h h
Ky =[G+ 5.0+ 5 K2)
K4 — f(x! -+ h’yf + kKa) -

0 método (6.30) é de 42 ordem e muito difundido nas rotinas de cilculo de com-
putadores.

6.2.5. Implementagdo do Método de Runge-Kutta de Terceira Ordem

6.2.5.1. SUB-ROTINA RK3

Seguem, abaixo, a implementa¢io do método (6.29) pela sub-rotina RK3
¢ um exemplo de programa para usd-la.

-------------------------------------------------------------

SUBROTINA RK3Z

OBJETIVD & B . .
RESOLUCAD DE EQUACDES DIFERENCIALE ORDINARIAS

METODD UTILYZADO &
RUNGE - KUTTA DE TERCEIRA ORDEM

Uso . .
CALL RKZ(X,Y.H. A B, F}

PARAMETROS DE ENTRADA =

: VAILLOR INICIAL DA ABSCISSA

: SOLLCAD INICTAL

: TAMANHO DO PASSH

* LIAITE INFERIOR DO INTERVALO
T LIMITE SUPERIOR DO INTERVALD
! ESPECIFICACAL DA FUNCAD

wislsivivivivivisizicic v icisislislioinl sy

MWD I <X
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PARAMETROS DE SAIDA @
X : ABSCISSA DA SOLUCAD APROXIMADA
Y : S0LUCAD APROXIMADA

FUNCAD REGUERIDA :
F : ESPECIFICACAOQ DA FUNCAOQ

SUBROUTINE RK3(X,Y,H,A,B.F)

00 CcoooonoafoOoon

INTEGER I, M

REAL A.B,H.K1,K2,K3,X,Y
I g

f (B-A&)/H

WRITE(2,1)

[}

1 FORMAT (1H1,3X,34HS0DLUCOES DE EQUACDES DIFERENCIAIS
G 14HORDINARIAS, /., 16X, 22HMETODO DE RUNGE-KUTTA ,

H 18HDE ORDEM 3./)
WRITE(2,2)

2 FORMAT (1HG , PX . IHT , 8X, LHX . 14X, 1HY ./, 6X, 2C 14X, LHI ),/ /)

WRITE(2,3)1I.X,Y
3 FORMAT (9X.12,2(3X,1PEL12.5),/)
DO 16 I =1.M
K1 H#F (X, Y)
K2 HEF (X+@.5%H, Y+@.5%K1)
K3 H#F (X+H, Y+2.%K2~K1)
Y o= Y+1./6.%(K1+4. 5K24K3)
X = X+H
WRITE(2.3)I.X,Y
10 CONTINUE
RETURN
END

Bonon

aoDoo

FeX. YD

REAL FUNCTION F(X,Y)

REAL X.Y
F = " egcreva a forma snalitica de f(x,y)
RETURN

END

RN MH MW ERREWRA RS R NS HRANEEEEEEESEEESREE HERER RS RN RN

6.2.5.2. PROGRAMA PRINCIPAL

ooono

EXTERNAL F
REAL A,B.H,X,Y
READ(1.1)A,B,H, XY

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAD DA SUBROTINA RK3
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1 FORMAT(GF18.6)

G A ¢ LINITE INFERIOR DO INTERVALD
G i : LIMITE SUPERIOR DO INTERVALOD
L H : TAMANHD DO PASS0
( X ' VALOR INICIAL DA ABSCISSA
C Y ! SOLUCAD INICIAL
C

Call RK3CX.Y.H,a,8,F)
G

CaLl. EXIT

EEND

Exemplo 6.9

Achar aproxim

agdesparaoPVI [y’ =x — p + 2
y(©0) =2

na malha de [0, 1] com % = 0,1, usando o método (6.29).

0.,

Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos:

Dados de entrada

1., 01, 0, 2,

Fungio F

20 20

ESPECIFY

REAL FUNCTI
REAL X.Y
F o= X-Yez
RETURN
END

Cacad DA FUNCAQ

ON F(X,.Y)

Os resultados obtidos foram:
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SOLUCDES DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
METODO DE RUNGE~KUTTA DE ORDEM 3

n E Tl %]

L e N e

19

X

I
& .64090E+00
1.466000E-A1
2.00000E-81
3.05080E-61
4 .PO0O0E-31
S5.00008E-81
6. 00P00E-B1
7. 0008881,
8 .00000E-31
9 .00000E-81
1.00808E+00

2.00000E+04
2.09483E+00
2.01872E+00
2.04081E4+08
2.87¢31E+80
2.10652E+00
2.14880E400
2.19457E+00
2.24931E4089
2.30655E+00

2.367B4E+04

OO0 OOoOOoDoDOOCOoOOoOoDOoOoDOoTDoOTI0IN

6.2.6. Implementacdo do Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

6.2.6.1. SUB-ROTINA RK4

plo de programa para usd-la.

Seguem a implementagdo do método (6.30) pela sub-rotina RK4 ¢ um exem-
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PARAMETROS DE ENTRADA :

VALOR INICIAL DA ABSCISSEA
S0LUCAD INICIAL

TARMANHO DO PASSO

LINITE INFERIOR DO INTERVALD
LIMITE SUPERIOR DO INTERVALQ
ESPECIFICACAD DA FUNCAD

PARAMETROS DE SAIDA :
X :

ABSCISEA DA SOLUCAD APROXINADA
Y SDLUCAD APROXIMADA

FUNCAD REBUERIDA :
F : ESPECIFICACAD DA FUNCAO

MWD T =<

LTI TR T T

L R R R R R R N T R T T

SUBROUTINE RK4(X,Y.H.A,B,F)

INTEGER I.M
REAL A.B, H.K1.K2,K3.K4.X.Y
I =9
M= (B~A)/H
WRITE(2.1)
FORMAT(1H1 ,3X,34HSOLUCDES DE EQUACOES DIFERENCIATS
G 19HORDINARIAS, 7/, 16X, 22HMETODND DE RUNGE-KUTTA
H 18HDE ORDEM 4.,/)
WRITE(2,2)
2 FURN&T(iHﬁ,?X,1HI,BX,1HX,14X,1HY,/,6X,2(14X,IHI),f/)
WRITEC2,3)I.X.Y
3 FORMAT (X, I2,2(3X.1PEL12.5),/)
DO 146 1 = 1,M
K1 H#F {X,Y)
K2 = HeF{X+G.55H,Y+0.5K1)
K3 = H2F(X+@.5%H, Y+8.5%K2)
K4 = H&F(X+H,Y+K3Z)
Y = YHI /6.8 (K142, % (K2+K3)+K4)
X = X+H
WRITE(2,.3)I.X.Y
19 CONTINUE
RETURN
END

Ll

it

ooOooOooOooonnoOonon

SUBROTINA RK4

OBJETIVD :
RESOLUCAD DE EQUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

METOBD UTILIZADD
RUNGE ~ KUTTA DE GUARTA DRDEM

uso :

-------------------------------------------------------------

CALL RK4(X.Y.H,A.B.F)

0,2.6.2. FUNCAO F

F(X,Y?

REAL FUNCTION F(X,Y)

REAL X.Y
F = " pscreva a forma analitica de fx.y) "
RETURN

END
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6.2.6.3. PROGRAMA PRINCIPAL

C
C
C PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAD DA
C
[
EXTERNAL F
REAL ALB.H. XY
READ (L, 1A B.H, XY
1 FORMAT(SF16.0)
M A : LIMITE INFERIOR DO INTERVALD
C B : LIMITE SUPERIOR DO INTERVALL
& H : TAMANHO DO PABSD
G X ¢ UALOR INICIAL DA ABSCISSA
[ ¥ : BOLUCAD INICIAL
C
CALL RK4(X.Y.H ALB,F)
C
CaLL EXIT
END

BUBROTINA RK4

Exemplo 6.10

Ach imago P\n{y,:x_er2
ar aproximagoes para o
b wep y©) =2
namalha de [0,1] com h = 0,1, usando o método (6.30).
Para resolver este exemplo, usando o programa acima

Dados de entrada

0.,1.,01,0., 2

Fungdo F

, devem ser fornecidos:

C
c
C ESFECIFICACAD DA FUNCAD
C
[
REAL FUNGCTION F(X.Y)
RizAL X.Y
F o= X-Y+2
RETURN
END

Os resultados obtidos foram:

BOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
METODO DE RUNGE-KUTTA DE ORDEM 4

I X Y

I I
4] @.00000E+00 2.90000E+00
1 1.08880E-61 2. 324046400
2 2.00000E 31 2.81873E+00
3 3.60800F 81 2.04082E+08
4 4. 000001 -¢1 2.G7032E+00
i G.00000E-61 2. 10653E+00
& 6. Q00RFE-31 2. 14881E+00
7 7. 008B0E -1 2.19605FE+80
& 0. 080835 -91 2. 249330 +G4
9 9. BOPAGE 81 2.306G7E+G0
14 1.900801+60 2.36758E+00

2.7. Exercicios de Fixacdo
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P Rl

1,2, 7.1, Achar aproximagdes para a solugio do PVI
»0) =2

malha de [D, 1], usando o método de Euler melhorado, com A2 = 0,1.

el

yo =1

2x
2.7.2. Achar aproximacbes para a solugdio do PVI y
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na malha de [0, 1] com k = 0,2, usando:
a) o método RK3 (6.29)
b} o método RK 4 (6.30)

1
x

y =0

6.2.7.3. Achar aproximagdes para a solugdo do PVI

na matha de [1,2] com #=0,1, usando o método de Euler modificado.

6.3. METODOS BASEADOS EM INTEGRAGCAO NUMERICA

Um método para resolver o PVI (6.2) é de passo multiplo se a aproximagio
¥j +1 depende, para seu cdlculo, de % resultados anteriores:

Vi Vit wvvn Fpo pagi (631

Diz-se que k é o passo do método. Os métodos de Adams constituem umi
subclasse dos métodos de passo multiplo, sendo também dos mais populares,
Como obté-los entdo? Observe-se que por definigdo uma solugdo exata da equagio
diferencial em (6.2) satisfaz a identidade:

yx + q) — yx) ij+qf(r,y(t)) dt, (6.32)

para quaisquer pontos x e x + g no intervalo [g, b]. Os métodos a seren)
discutidos baseiam-se em substituir a fungdo f(x, y(x)), que é desconhecidi,
por um polindmio interpolador, que assuma os valores fj =f(x;7j) num conjunto
de pontos xj, onde y; ou jd foi obtido ou estd sendo computado, calculando-se i
integral e aceitando-se seu valor como o incremento do valor aproximado y; entro
x e x + g. Vamos supor que os pontos de interpolagfio sejam Xy, Xj_1, ..«
% ket entdo, por exemplo:

X+

*f

Yier T i :J fx, y)dx (6.33)

6.3.1. Método de Adams -Bashforth de Passo Dois

A idéia por trds da obtengdo dos métodos de passo dois € a seguinlel
supde-se que se tenha calculado y;, por um método de passo simples; assim Ol
valores fi = f(x1,71) e fo = f(xo,V0) ficam disponiveis. E, pois, possfvel
aproximar f(x, y(x)) em (6.33) pelo polindmio de 19 grau P;(x) dado pal

Equagdes Diferenciais Ordindrias 301

X —Xx =
Py = — =L g X7 %o

Xo = X4 X1 —Xp fi ()
O polinémio P, (x) satisfaz
Pi(xo) = fo e Pi(xy) = f
Fazendo x = x; + hz em (6.34):
X — xy = hz
X —Xg=Xx — (x; — h)
=(x - x)+ h (6.35)
= hz + h
= hz + 1)
Substituindo (6.35) em (6.34), tem-se:
Pxy=C+ Dfhi-zf,x =x + k2 (6.36)
Para j = 1 em (6.33) e f(x,y) = Py(x):
-— N x2
Y2 = Y1 + . [(Z + l)fl = Zfo] dx (6‘3?)
J *1
De (6.36), tem-se: dx =hdz e, para x =x, z=0, e para x = x,, z = |, Fazendo
|l mudanca de varidvel de integragdo em (6.37):
_ "1
re=yith| e Df - ) & (638)
J O
ntegrando (6.38) chega-se a
_ h
2=yt 5 Gfi - f) (6.39)

ma vez calculado y, por (6.39), calcula-se ys:

=5+ % G- 1)

um modo geral
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h .
yier=y+ 3 Gfi-fi),i=L2%...,m=1  (640)

0 método (6.40) é chamado método de Adams-Bashforth de passo 2.

O erro de truncamento cometido no cdlculo de y, por (6.39) é obtido a
partir da expressio (4.15) da pdgina 171, que fornece o erro de truncamento
para um polindmio interpolador de grau n. No caso do polindmio (6.34),

(&)
Er(x) = (¢ = %) & = x) == ,
sio nos mesmos moldes com que se integrou (6.37) e (6.38), tem-se:

xg < & < x;. Integrando esta expres-

wl! e 1(é%)
J 0 2!

hiz + lYhzdz = _1152_}13 A ()] (6.41)

Denomina-se (6.41) erro local de truncamento porque os valores de yo, Y1, fo
e fi sdo considerados exatos. Essa suposigio ¢ feita, também, quando se passa
de uma etapa j qualquer a etapa j + 1. Assim o ELT do método de Adams-Bash-
forth de passo 2 é:
_ 5 paom
§ =13 Wy @), xp <& <x; (6.42)

e 0 método é dito de 22 ordem.

6.3.2. Método de Adams-Bashforth de Passo Quatro

Tabela 6.3
f' X b fi
0 Xo Yo fo
1 X1 Y1 A
2 X3 Y2 5
3 X3 Y3 f3

Supondo que todos os valores da tabela acima sejam conhecidos, aproxima-so
F(x,y) em (6.33) pelo polindmio interpolador de 39 grau, P; (x), que satisfaz

Py(xo) = fo , Ps(x)) = fi , Ps(x) = fo ¢ P3(x3) = f3, onde

x —x)x — x)(x — x3)
(xo — Xx1) (o — X2) (xo — Xx3)

Pi(x) = ot
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(x —x1) (x —x3) (x — X3) & —xo) (x —x2) (x — X3)

1By (x) = +
_ §)=5o (X0 = X1) (xo — X2) (xp = X3) h (%1 —X0) (rg —x2) (xy — x3)
(6.43)
+f, (x —xo) (x — %)) (x —x3) + . (> =X} (x —x1) (x — xq)
(%2 = Xx0) (xa — x1) (¥2 — xa) (3= x0) (3 — x1) (x3 = x)
Fazendo x = x3 + hz tém-se:
X — x3 = hz
X —x;=h(z+ 1
x—-x;=h(z + 2) ()
X —xg=h(z+ 3)
Substituindo (6.44) em (6.43):
Pi(x)= “%(33 + 3z + Zz)+% (2 +422+32) -
£ %Z Z+ 522+ 62+ 321 (Z+6z2+ 11z +6) (6.45)

fgom x = x5 + hz.

Fazendo j = 3 em (6.33) e F(x,) = P3(x):
i x4

B =y + I Py (x) dx

] L x3
i

fou

Ye=ys+h| ' [—ﬁ(z3+3zﬂ+2z)+%(z3+4z2+3z)—%(z3+5z2+6z)+
40

6

+—f61(z3+ 6z* + 11z +6)} dz

h
yo = ya + 3 (556 = 59 + 37 - %) (6.46)
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De um modo geral

h ;
Y =ypt oy (55f; = 59£j-1+37f;,—93), F=3,4,. .., m—1 (647)
5 25]. 5 (V) i
e0ELTé ¢ = 20 Ry @), x5 < & < x5 (6.48)

O método é de 42 ordem.

6.3.3. Método de Adams-Moulton de Passo Trés

Tabela 6.4
i Xj i Jj
0 Xo W ﬁ]
1 X1 2 A
2 Xz Y3 b
3 X3 Va 5
4 X4 Vs Ja

Aqui também se supe que todos os valores da tabela acima sejam conhe-
cidos. Entretanto, deseja-se melhorar a precisio de y4. Para isso, aproxima-se
fx,») e (6.33) pelo polindmio de 39 grau satisfazendo os pontos (xy,f;),

(xz ,fz), (stf’S)s (x4,f4)-
(= x2) (x —x3) (x — x4) (= x))(x —x3) (x — xq)

(cy = X9) (ry — Xx3) (g — x4) th (2 = x1) (xy — X3) (x5 —X4)

Py(x)=1f

(= x1) (& — Xp) (X — X4) (x —x1) & —x2) (% ~ X3)

+ + f.
i3 Cra—x1)xa—x2)(x3— x4) ¢ (x4 = x1) (xa = x2) (x4 — x3)
(6.49)
Fazendo x = x, + hz, tém-se:
X — X4 = hz
X —Xx3=h(z +1
: ( ) (6.50)
X =Xy, =h(@z + 2)
x —x;1=h(z + 3)
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| Substituindo (6.50) em (6.49):

F;(x)=~%(z3+322+22)+é(z + 422 +32)—%(z3+5z2+62)+

+£6‘1 @ +62* + 112 +6) (6.51)

comx=x4+hz

Usando a notagdo y§ para o valor de y, a ser corrigido, tem-se:

X * —
y$=ya+[x“f(x,y)dx ou y§ =yt h|° Bwd
i 3

S =1

(4
c _ h
e =yt Ofs + 19/ = 5, + f1) (6.52)
O erro local de truncamento cometido no cdlculo de y, é obtido ao se
AR(3]
Integrar Ex(x) = (x — x;)(x — x3)(x — x3)(x — x4) TR < & <Xy,
Ou seja,
" xq [ ° (&i) 19
J Er(x)dx=h | hz+3)h(Ez+Dh(+ l)hz dz = =5 1S fAVI@®)
X3

(6.53)

0 valor de f4 em (6.52) depende de y,, que deve ser previamente calculado,
predito, por (6 46) ou (6 30). Usa-se a notagdo yP para designar o valor predito
para ys e ff = f(xa,yD). Assim, (6.52) tem a forma

h
35 da ooy G+ [9h8f &4 (6.54)

IPe um modo geral

A .
¥ =y 4 53 Off + 198 = Sfiy + fiy) (6.55)

P P
f:fi—l = f(xj+1: y}'+}.)
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Sog 19
O erro local de truncamento é it ;f—ia h y(W)(g)_

O método é de 44 ordem.

A aplica¢do conjunta das férmulas (6.47) e (6.55) forma um par preditor-
corretor onde (6.47) “‘prediz” o valor de y;,, a ser usado em 7+1 para o célculo

de yﬁl.

O par
P h
Yisr = ¥j 4 57 (55 = S9fp + 3ja = i)
(6.56)
h
Yiaw = vyt 2g Offa + 198 = Sfi + £i0)
j=3,4,...,m— 1

é o popular método de Adams-Bashforth-Moulton de 4% ordem.

Para resolver um PVI com o uso do par (6.56) hd trés fases:
19 FASE: Valores iniciais,

Calculam-se y;, y2 e y3 por um método de passo simples de 42 ordem.

2.4 FASE: Predigio.

Calcula-se yf por (6.47).

3.8 FASE: Corregdo.
Passo 1; Avalia-se ﬁ;P = f(xa :J"z )
Passo 2: Calcula-se yf por (6.55).
Passo 3: Atualiza-se yf , isto é, yf “« y4cj
Passo 4: Avalia-se ff = f(xa, yip ).

Passo 5: Calcula-se novamente y4C por (6.55).
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0 valor obtido no passo 5 da 32 fase € aceito como aproximagdo para y(x,),
ou seja, v, =y€. De posse do valor numérico de y,, busca-se a aproximagio para
Y(xs) voltando & 22 e 32 fases e avangando o indice subscrito de uma unidade.
0 valor obtido no passo 5 da 32 fase é aceito como aproximagdo para y(xs ), isto
6, vs =y€. O processo continua até que se tenha encontrado a aproximagio para’

Y Cxrm ).

6.3.4. Implementagio do Método de Adams-Bashforth-Moulton de
Quarta Ordem

6.3.4.1. SUB-ROTINA PRECOR

Seguem a implementagdo do método (6.56) pela sub-rotina PRECOR e um
exemplo de programa para usd-la.

. . e e e R o e R A e R pd
¢

L

6 SUBROTINA PRECOR

L

¢ OBJETIVO :

0 RESOLUCAD DE ERUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

c

e METODO UTILIZADO :

c PREDITOR ~ CORRETOR

[

c usn

(o CALL PRECORCX.Y . NIAX,H, A B, F)

c

C PARAMETROS DE ENTRADA :

0 X : VETOR GCONTENDO AS ABSCISSAS

(H ¥ : VETOR CONTENDO AS SOLUCOES APROXIMADAS
e NMAX @ NUMERO MAXTMO DE PONTOS CONSIDERADOS NO
L INTERVALD  A.B

e H ! TAMANHO DO PASSO

¢ A : LIMITE INFERTIOR DO INTERVALQ

C B * LINITE SUPERIOR DO INTERVALO

;E F ! ESPECTIFICACAD DA FUNCAD

Fc PARAMETROS DE SATDA :

ic X : VETOR CONTENDD AS ABSCISSAS

ig Y : VETOR CONTENDD AS SOLUCOES APROXIMADAS
It FUNCAD REQUERIDA :

E F ! ESPECIFICACAD DA FUNCAD
S,
E

! SUBROUTINE PRECOR(X.Y,NMAX.H,A.B.F)

()

INTEGER I,J.M,N,NRAX
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REAL A.B.CY(S6),FO.FI . F3.F3.F4,H, K1.K2. K3, K4,PY(58).
8 KONMAX) .Y (NMAX) c
M = (B~A)/H
DO 18 I = 1.3
K1 HEF (X (1) .Y (1))
K2 HeF (X(I)+8.3%H. Y (1) +@.5#K1)
K3 HF (X(T)+8.08H. Y (1) +6, 5%K2)
K4 = H&F(X(IYHHLY (T +K3)
Y(OI41) = Y{(I)+1./6. #(K1+2.%(K2+K3)+K4)
X(I+1) = X(I)+H
19 CONTINUE
DO 2¢ I = 4.0
FIX(I-3).Y(I
Fl FXCT-2) .Y (T
(I
)

HoH B

=
= {
= (I).Y¢D)
N 1+1) = H/24.% (55, ¥F3-59,4F 2437, %F1~9 . %F @) +Y (1)
N =g
YCI+1) = PY(I+1)
X{I+1) = X(I)+H
CONTINUE
Fg = FOXCI+1),Y(I+1))
CYCI+L) = HA24.%(9.5F4+19  #$F3~5,. #F2+F 1) +Y{ 1)
Y(I+1) = CY(I+1)
N = N+1
IF(N.LT.2)GD TO 15
20 CONTINUE
WRITE(Z2,1)
1 FORMATC(IHL . 3X, 34HSOLUCDES DE EBUACDES DIFERENCIAIS N
G 1OHORDINARIAS , /. 14X, 18HMETODO PREDITDR ~ .
H SHCORRETOR . /)
WRITE(2,2)
2 FORMATCIHG, 8XL AHL 8%, LHX, 14X AHY ./ 26X, 2¢14X, IHI) . /7)
N = M+1
DO 3@ I = 1.N
J o= 11
WRITE(2,3)J.XCI),Y(I)
3 FORMAT (9X, 12, 2(3X,1PE12.5)./)
30  CONTINUE
RETURN
END

—
]
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0.3.4.3. PROGRAMA PRINCIPAL

briri=iy L]

2 oDoooos

PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAD DA SUBROTTNA PRECOR

EXTERNAL F
INTEGER NRAX
REAL A,B.H,X(20),Y(20)
NRAX = 23
READCL. L)AL B, H. XC1), (1)
1 FORMAT(GF146.8)

A * LINITE INFERIOR DD INTERVALOD
B ¢ LINITE SUPERIOR DO INTERVALD
H : TAMANHO DO PASSD

X¢1) : VALOR INICIAL DA ABSCISSA
Yi1) T OBOLUCAD INICIAL

CALL PRECORCX,Y,NMAX,.H.A,B,F)

CALL EXIT
END

6.3.4.2. FUNCAO F

Exemplo 6.11

’

Yy =x-y+2
y(©0) =2
4 malha de [0, 1] com & = 0,1, usando o método (6.56).

Achar aproximages para a solugdo do PVI {

fira resolver este exemplo usando o programa anterior, devem ser fornecidos:

Dados de entrada

g'l.,01,0., 2

Fung¢io F

F{X.Y)

for o R |

REAL FUNCTION F(X.Y2

REAL X,Y
F = " sgscreva o forme analitice de Fix,y) "
RETURN

END

ESPECIFICACAD DA FUNCAD

REAL FUNCTION F(X,Y)
REAL X.Y

F oo X-Y+2

RETURN
END

Os resultados obtidos foram:
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GOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
WETODOD PREDITOR - CORRETOR

2] 3. 00008E+80 2.0000FE+E9

1 1.06800E-81 2.08404E4+00
2 2.00060E-01 2.91873E+30
3 3.00000E-01 2. 04B82E+00
4 4. 0PBBGE-B1 2.67832E+09
g S5.00000E-61 2.18653E+00

& &, BReaBE-B1 2.14881E+09
7 7. 0008081 2.19659E+68
& 4.000600E-81 2.24933E+09
K . GOPAHE B 2. 3BLHSVEEE

19 1.09000E+63 2.36788E+09

6.3.5. Exercicios de Fixagdo

Rl L 2
6.3.5.1. Achar aproximacdes para a solugio do PVI y
»© =1

na malha de [0, 1] com 2 = 0,2, usando o método de Adams-Bashforth-Moulton de4? ordem,

T
6.3.5.2. Achar aproximagdes para a solugdo do PVI 4 X

yiy =0
namalha de [1,2] com £ = 0,1, usande o método de Adams-Bashforth-Moulton de 42 ordem,

6.4. NOCOES DE ESTABILIDADE E ESTIMATIVA DE ERRO

6.4.1. Estimativa de Erro para o Método de Runge-Kutta de Quarta
Ordem

Foi visto que os métodos de Runge-Kutta obtidos na se¢do 6.2 concordam
com a expansio da férmula de Taylor para a fungdo y(x) (solugdo tedrica do
PVI (6.2)) até os termos de ordem A, inclusive. O ELT &, pois, da forma
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e}_ — Ch}‘+1 + O_(kn“+2) (6.5?)

onde C' depende (de um modo algo complicado para o nivel deste livio) de f ¢
‘Suas derivadas parciais de ordem superior. E possivel encontrarem-se cotas para
C quando r = 2, 3 ¢ 4 (em Ralston e Wilf [25]).

Na pritica, usam-se estimativas para o ELT a fim de que se possa variar
gonvenientemente o comprimento do passo no decorrer da computagio. Uma

regra prética seguida por Collatz [8] para o método de Runge-Kutta de 42 ordem é
A seguinte: calcula-se em cada passo o quociente
bl
(K — K3
p = ———— 6.58
| K : K z| ( )

8¢ p for de magnitude de algumas centenas, entdo o comprimento do passo k
deve ser reduzido e o cdleulo refeito com o novo valor de 4.

i

'6.4.2. Estimativa de Erro para o Método de Adams-Bashforth-Moulton
de Quarta Ordem

O ELT do método de Adams-Bashforth-Moulton de 42 ordem é

251
B —; RSy ) &) para a férmula previsora e

19 _
- - 720 hsy(V) (&) para a formula corretora.

Numa etapa j qualquer tem-se, para o ELT:

P 251
a2 )= = By WVE
¥i — y(xp) 720 7Y @) (6.59)
19 <
W=y = = s Wy W @ (6.60)

Bupondo # suficientemente pequeno e y(V)(&) = y(V)(E), tem-se, dividindo (6.59)
por (6.60):

ubstituindo a expressdo acima em (6.60):
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19
720

i

oo 0 == (6.61)

1y Vi) =

O segundo membro da expressdo (6.61) é tomado como estimativa do erro come-
tido na obtengdo do valor corrigido pela férmula (6.55).

6.4.3. Estabilidade

Nas subse¢Bes 6.4.1 ¢ 6.4.2 foi vista a importincia da estimativa do ELT
para que se pudesse controlar a preciso dos cdlculos. O comprimento do passo A
tem um papel muito importante nisso. De posse da estimativa de erro, tem-se
condi¢do de fazer variar o valor de k; tal variagdo, porém, ndo pode ser arbitrdria.
Depende de outro fator: ¢ estabilidade.

Seja, por exemplo, 0 PVI {y’ = (6.62)
P ’ »©) = o

Resolvendo-o pelo método (6.27), tem-se

J’j+1:(—%+j%?—2>yj,j=0,l,...,m—l (6.63)
%
Fazendo, em (6.63), u = 1 — hX + >
Yint = yj, i =0,1,...,m — 1 (6.64)
Aplicando (6.64), repetidamente, para j = 0,1,..., m — I:
Ym = 1"yo (6.65)

Se em (6.65) | 1|> 1, entdo a solugdo numérica dada pelo método (6.27) cres
cerd sem limite e vai se afastar cada vez mais da solugdo exata do PVI que ¢
y(x) = yoe"h. Caso se faga, entretanto, | u| < 1, a solugdo numérica terd o
mesmo  comportamento da solugdo exata. Resolvendo a desigualdade

27\2
|;u!=|1—h>\+"2

(0, %) hd estabilidade e, fora dele, instabilidade. Na literatura de calculo

2
| < 1,temse 0 < & < X Diz-se que no intervalo

numérico, este tipo de estabilidade é conhecido como estabilidade parcial porque
hd um valor para o comprimento do passo abaixo do qual o método ¢ estével o
acima do qual € instdvel.
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; Na t.abela 6.4 abaixo sdo dados os intervalos de estabilidade dos principais
métodos vistos neste capitulo.

Tabela 6.4
|— Método Intervalo
Euler 0,2)
RK2 (0,2)
RK3 0;2,51)
RK4 (0;2,78)
ABM4* (0;0,90)
L e

* Adams-Bashforth-Moulton
6.5. COMPARACAO DE METODOS
6.5.1. Métodos de Runge-Kutta
Vantagens:
1) Sdo auto-inicidveis.
2) O comptimento do passo pode ser alterado com facilidade.
Desvantagens:
1) O niimero de avaliagses de f, por passo, ¢ grande.

2) As cotas da constante do ELT sdo dificeis de se obter ¢ de pouco valor

[_-ﬂomputacional.

6.5.2. Métodos de Adams

Vantagens:

3 1) O ntmero de avaliagBes de f é reduzido: apenas uma nas férmulas
tevisoras e (/ + 1) nas férmulas corretoras, onde { é o nimero de iteragdes.

2) As constantes de erro sio obtidas facilmente.

3) As formulas sdo mais simples, propfcias para o célculo manual,
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Desvantagens:
1) N#o sdo auto-inicidveis.

2) Nio se pode mudar o comprimento do passo com facilidade.

6.6. EXEMPLO DE APLICACAO
6.6.1. Descricdo do Problema

Em um circuito RCL, um capacitor de 0,01 farad de capacitncia estd sendo
carregado por uma forca eletromotriz (f.e.m.) de 100 volts através de uma
indutdncia de 0,02 henry e uma resisténcia de 10 ohms. Admitindo-se que ndo
haja carga nem corrente iniciais ao se aplicar a voltagem, determinar a carga no
capacitor e a corrente no circuito até o instante ¢ = 0,008.

6.6.2. Modelo Matemdtico

Considere o diagrama de circuito RCL abaixo:

I R

VAN
d’ i
E ]_ c
L
As quedas de voltagem através de uma resisténcia, de um capacitor e de um
1

dif
indutor sdo RI, e q L e onde g ¢ a carga no capacitor. A queda de vol-

tagem através de uma f.e.m. ¢ —E. Pela lei de Kirchoff pode-se escrever a
equagdo:

a1

il == 2 Gl 6(

RI — T -a-E=0 (6.66)

de & _ _d""q 6.67
dt’ dt dr? (664

Substituindo (6.67) em (6.66):
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1
“+L——+EQ—E=0 (6.68)

1
S t Ry e (6.69)

Como foi suposta a auséncia de carga e corrente iniciais, a condi¢do inicial

» dq ;
€ q(ty) =0 e EOO) = 0, no instante ¢, = 0. (6.70)
As unidades das grandezas envolvidas na equagdo (6.69) sio:

— farad

— volt

— ampére
henry
— coulomb
— ohms

— segundo

SRS O
!

Voltando ao enunciado do problema na segdo 6.6.1, tem-se:

C — 0,01 farad

£ — 100 volts

L — 0,02 henry (6.71)
R — 10 ohms

to — 0s

t — 0,008

‘Bubstituindo (6.71) em (6.69) ¢ (6.70):

d%q 10 dg 1 1
b T —— 5t ——— g - —
dt 0,02 dt 0,01 - 0,02 0,02
q0) =0

| L
[ @ =0

+ 100 =0
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[ d%q 1 6.6.4. Sub-Rotina RK42

~—2 + 50022 4 5000 g — 5000 = O = inatRiK

dt r

q@0) =0 B e e e s
9 6.72) ,

d | SUBROTING REK42

Lo =0 ; o

dt | QBUETLINO. 2 o oo oo ‘

| RESULLCAD DE EGUACDES DIFERENCIALIS ORDIMNARLAS
[0; 0,008] i REYODO UTILIZADD :

HUNGE - KUTTA OE WUARTA ORDEM

useo
] CALL RE42(X.Y, Z.H A8, F.6)
Resolvendo o sistema de PVIs (6.72) tem-se condigdo de estudar o compor-

i e PARANETRUS DE ENTRADA
tamento do circuito até o instante = 0,008 s. :

VALOR INLCIAL DA ABSCISSEA
: SOLUCAD INICIAL
- BULUCAD INICIAL
H : TAMANHU DO PASSD

g =

~ 27 A D LIMITE INFERTUR DO INTEAYALD

6.6.3. Solucdo Numérica | g : LIMITE SUPERIUR DO INTERVALU
= I ! ESPECIFLCACAD DE FUNCAD
G ! ESPECIFICACAD DE FUNCAD

recandD R38R (672) PARANETROS DE SALDA :
X IOABSLISEA DA SULULAD APROXIMADA

wo _ ¥ : SOLUCAU APROXIMADA
¥ 500 y 5000y + 5000 Z T OBOLUCAU AFRUX EAAD A
y©0) =0 (6.73) FUNCAD REQUERIDA &
. F * ESPECIFICACAD DE FUNCAO
y'(@Q) = o ¢ ESPECIFIUACAD DE FUNGAD
Fazendo y’ =z, 7" =2z" e .

BUBROUTINE RK4Z(X,\ Y, ZaHaRWBoF WG

OFf COCOOCODCoCOODOCCOCOoOoCOoooooOoooooooRenD

'= —-500z — 5000y + 5000 (6.743) R
T4a TNTEGER T . oy _
z(0) = 0 Hh.?L:FraB,H,Kl,K.-.,KJ,Kf-,l.l,L.ﬂ,l.d,l.ﬁ,X,‘r,Z
M= (B-A)/AH

: WRITECL L)
i 1 FORMATCEH ¥ 8K, SHTERPO . 10X, SHOARGA, #%, SHCORRENTE . / /)

y' =z | MRIFECL 1. XY .7
(6.74b) 2 FURMAT(IZ.3(3X.1PELZ.5),/)
- _ PO 10 I = i.M
»(0) 0 Ki = H#F(X,Y.2)

HEGIX,T.Z)

H#F OX+0 . B%H, Y +O L S5K 1. 2+0.5%L1)
= HEGOHO . SRH YO SRk L, 2005l 1)
B ELRE €1V EITR 1V P

-
—-
uoaon

5 e a ; 3 K3 = 2.7+0.5%02)
Serd usado o método de Runge-Kutta de 44 Orde‘rrf para resolver S{multaneu LX = HaBeXre. SaH. Y40, HuK 3. 200 BHL2)
mente os PVIs (6.74a) e (6.74b). Por razdes de estabilidade, o comprimento do . Ké = HEF OCHH, YHK T, 24L3) .
B L4 = H N
passo deve ser tal que || < 2,78 e | — 500k | < 2,78, ouseja, h < 0,0055, : e O e b e
01008 -0 Z o= el e L +20 s (L2403 ) 4L 4)
Tomar-se-4 & = 0,001 ssi =" > = 8. K = xeH
Tjar=g ’ SRS I 0.001 m =38 ' WRITE(1,2)1,X,Y,Z
: 10 CONTINUE
RETURN

END

A sub-rotina RK42 serd usada para a obtengdo dos valores numéricof,
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L FROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAD D4 SUBROTINA RK42 i5.6_5_ Anilise do Resultado
& .
L
REAL A8, 0%,7.2 | A carga no instante f = 0,008s & 0,0592291 farads e a corrente é
| fgiﬁ;%t iF’.T GB éﬁ.x,‘r,z 19,40033 ampéres. Observa-se que a corrente cresce rapidamente e que hd cresci-
C A : LIMITE INFERIOR DO INTERVALO ‘mento também na carga do capacitor, porém mais lentamente.
C B POLIMITE SUPERLIOR DO INTERVALL
C H 1 TARANHO DD PASS0
c X : VALOR INICIAL DA ABSCISSA
L ¥ ¢ BOLUCAD INICIAL
C Z ¢ SOLUCAG TNICIAL
C
CALL RK42(X.Y.Z.H.A,B.F,G)
M
Enp 6.7. EXERCICIOS PROPOSTOS
L ;
c
C ESPECIFICACAD DE FUNCAD
C
D LE) L —
REAL FUNCTION F(X,Y.Z) | y7 500y + 5000y =0
REAL X,Y.Z r - A
E. 5. 7 0. 7.1, Reduzir o problema de valor inicial ¥y =0
RETURN } ' B
END i »m=20
c
C - ; i
5 ESPECIFICACAD DE FUNCAD aum sisterna de PVIs de 12 ordem.
C
C i
REAL FUNGTION G(X.Y,Z) - " e
REAL X,Y.Z o : ¥y’ + 36y =0
EE:?UHSOO.—EUO.».{--JUUU‘w‘r 6.7.2. Reduzir o problema de valor inicial ¢ y(0) = — 0,25
END Py =-2
‘dum sistema de PVIs de 12 ordem.
: ,_ x —2xy — 1
Resultados obtidos: : ) - *2
\6.7.3. Achar aproximagdes para a solugio do PVI
A y)y =0
1 TEMPO CARGA CORRENTE
na malha de [1, 2] com A = 0,1 usando o métado (6.29).
0 0.DODOOE+DD  0.00000E+00  0.00000E+00 '
1 1.00000E-03  2.13438E-03  3.92¢17E+00 - B 2? —
i 1 o & X
2 2.00000E-03  7.35187E-03  6.29773E4100 0,7.4. Achar aproximagdes para a solugZo do PV1
3 F.00000E-03  1.44190E-02  7.71008E+00 yiy =0
4 4.00000E-03 2.35820E-02 8.53472E400 Y& malha de [1,2] com & = 0,1 usando o método (6.30).
5 5.00000E-03  3.13766E-02  5.00472E+00
& 4.00000E-03  4,05202E~02  9.253PEE+00 | Y = b e
4 g ; x2 * 1
7 7. 00000E-03 4.98396E~02 FuBE77IEHO0 6,7.5. Achar aproximagdes para a solugdo do PVI
& B.00000E~03  5L.92291E-02  9,40033E400 ' =1

-'malha de [0, 1] com £ = 0,1 usando o método (6.26).
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D8 itk
x2 + 1

oo

6.7.6. Achar aproximagdes para a solugdo do PVI
y(0) =1

na malha de [0, 1] com % = 0,05 usando o métoda (6.26).

6.7.7. Compare os resultados do exercfcio 6.7.5 20s resultados do exercicio 6.7.6 usando

l it
como critério a proximidade com a solugdio exata do PVI ( yx) = 1T j)

Yoo ]
x2+1

6.7.8. Achar aproximagdes para a solugdo do PVI
» =1

na matha de [0, ]] com % = 0,1 usando o método de Adams-Bashforth-Moulton de 42
ordem {6.56).

[—

= —xp2
6.7.9. Achar aproximagGes para a solugdo do PVI ¥ %
yiy =2
na malha de [1, 2] com # = 0,1;

a) usando o método (6.30) (Runge-Kutta de 42 ordem)
b} usando o método (6.56) (Adams-Bashforth-Moulton de 42 ordem)

¢} comparar os resultados em a) e b) segundo o critério de esforgo computacional,
isto é, nlmero de avaliages da fungdo f (x,y) = — x)?

2x
6.7.10. Achar aproximacdes para a solugdo do PVI |y’ = ¥y - ?

y0 =1

na malhade [0,1] com % = 0,1 usando o método (6.57).

6.7.11. Conhecidos os pares (xg, fo), (X1, f1), (X2, f2), obter o método de Adams-Bashforth
de passo 3.

6.7.12. Qual a expressdo do erro local de truncamento do método obtido no exercicio 6.7.117

6.7.13. Conhecidos os pares (xp, fp), (X1, f1), (X2, f2), obter o método de Adams-Moulton
de passo 2,

6.7.14. Qual a expressio do erro local de truncamento do método obtido no exercicio 6.7.137
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6.7.15, D¢ uma interpretagio geométrica para o método de Euler melhorado (6.26),

6.7.16. Mostre que o intervalo de estabilidade parcial do método de Euler para o PVI

F -

y'= -2

¢ (0,2).
yxp) = yo

6.7.17 Faga um programa de computador para resolver um PVI usando o método da
formula de Taylor até a derivada segunda (método 6.17).



Capitulo

Ajuste de Curvas

Este capitulo € um texto introdutério sobre ajuste de curvas, ndo exigindo
do leitor qualquer conhecimento de Estatistica e Probabilidades, jé que os modelos
a serem ajustados sdo predefinidos. Nao se trata de um capitulo sobre a técnica
estatistica de andlise de regressdo. Esta técnica é muito mais abrangente pois inclui
topicos como andlise de varidncia, teste de hipotese, intervalos de confianga e
andlise dos residuos, todos de fundamental importéncia na verificagio de o modelo
ajustado ser ou ndo satisfatério.

7.1. INTRODUCAO

Os valores que uma varidvel pode assumir estdo associados, além dos erros
experimentais, a outras varidveis cujos valores se alteram durante o experimento.

Se se relacionar através de um modelo matemitico a varidvel resposta (ou
dependente) com o conjunto das varidveis explicativas (ou independentes), pode-se
determinar entfo algum parimetro, ou mesmo fazer previsio acerca do compor-
tamento da varidvel resposta.

Ao se estudar a relagdo entre duas varidveis, deve-se inicialmente fazer um
gréfico dos dados (diagrama de dispersdo) pois ele fornece uma idéia da forma
da relagdo exibida por eles.
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Exemplo 7.1

Construir o diagrama de dispersdo das 5 medidas das varidveis X e Y.

x; | 13(34]51 (68 [80

yi |20(52]38 161 |58

Figura 7.1, Diagrama de dispersdo.

7.2, AJUSTE LINEAR SIMPLES

O modelo mais simples que relaciona duas varidveis Xe Y é a equacio da reta

Y =0+ px

onde B, ¢ B, sd0 os pardmeétros do modelo.

7.2.1. Retas Possiveis

Suponha que uma reta arbitrdria seja desenhada no diagrama de dispersdo

da figura 7.1,

Ajuste de Curvas

Y = b+ byX

Ji = bo t by

,
|
:
|

| L L 1 L 1 1 1 1 1 o

1
I
|
1
0 1 x; X

Figura 7.2. Uma reta arbitrdria no diagrama de dispersio.,

325

No valor x; da varidvel explicativa, o valor y; predito por esta reta & Ji=bo +bix;

enquanto que o valor da varidvel resposta é y;.

A diferenca entre estes valores é

-

di = yi — yi
que € a distancia vertical do ponto 3 linha reta.

Considerando tais desvios de todos os 7 pontos toma-se

) = d?

1

M=

como medida do desvio total dos pontos observados 4 reta estimada.

A magnitude de D dependerd obrigatoriamente da reta desenhada, ou seja,

depende de 8y e ;. Assim

n 4]
Do, B1)= Z d = X -,

i=1 i
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13

Do, Bi) = Z
i=1

[yi — (Bo + B4 x:‘)]2 (7.2)

A tabela 7.1 e a figura 7.3 mostram valores de d; e D para duas retas
diferentes tracadas no diagrama de dispersdo da figura 7.1.

Tabela 7.1. Ajuste de duas retas no diagrama de dispersdo.

Vi=0+1x; | 5 =45+ 0x
i Xi Vi Vi dj bi dj
1 13 2,0 1,3 0,7 45 | -25
2 3.4 5,2 34 1,8 45 0,7
3 5,1 3,8 510 | -13 45 | -07
4 6,8 6,1 68 | -07 45 1,6
5 8,0 5.8 80 | -22 45 1,3
D = 10,75 D = 11,48

Figura 7.3. Retas tragadas no diagrama de dispersio.

Como visto, dependendo dos valores assumidos por §y e B;, o valor de D
varia. Cumpre, entfo, determinar os valores de f; e f; em que a fungio
D (Bp, Bi) apresente seu menor valor.

R RO,
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7.2.2. Escolha da Melhor Reta

Um modo de estimar os coeficientes Bo e B; & determinar o minimo da
fun¢io D (By, B1). No processo de minimiza¢do, calculam-se as derivadas parciais
de D em relagio a By e B;:

n
D (B, B1) = _2 (7 =g 313'3:')2

i=1

D "
-F{E_—z :EI i — Bo — Bixy)
D n

3_131: -2 ‘_E (i — Bo — Bix)x;

Os .valores bo e by em que a fungdo D (8,, §, ) apresenta um valor minimo sio
obtidos igualando-se as derivadas a zero.

2 i = bo — byx)) = 0

(1 &

i=1

n
E2 = (- b -
i=1

bix)x; =0

Para simplificar a notagdo, daqui por diante o simbolo :% ) serd trocado por Z.
por Z. )
Deste modo, as equagBes acima tornam-se, apés o desenvolvimento:
2y — Zbhy — Zbyx; =0
Zxy; — Zhox; — Zhyx} =0
ou
() bo + (Zx3) by = Zy;

(7.3)
(Ex;) bo + (Zx%) by = Zx;y;
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A solugdo deste sistema de equagBes lineares, também chamadas equagBes nor-
mais, pode ser obtida pelo método de eliminagdo de Gauss (se¢do 2.2.1). Multi-

plicase a primeira linha por — Zx;/n e soma-se com a segunda linha, obtendo-se
o0 sistema equivalente:

(M) bo + (Zxp) by = Zy;

Tx)? Zxj Zy;
(ing _ (Zx;) )bl Y T i «Vi

n n
Através das substituigBes retroativas obtém-se

noe Zxpp; — Ix; Ly

b, =
1 noe ZxP — (Zx)
(74)
Zy; — (Zx;) by
P vt JESEERD

n
Assim, a solugdo do sistema de equagSes lineares (7.3) é by e b, dados
pelas equagbes (7.4), e com estes valores a fungdo D (f,, B;) apresenta seu menor

valor,

Como este método consiste em achar o minimo de uma fung¢do quadratica,
ele é conhecido como método dos minimos quadrados.

A melhor reta que passa pelo diagrama de dispersdo apresenta, entdo, a
forma

Exemplo 7.2

Ajustar os dados da figura 7.1 a uma reta de modo que D seja o menor
possivel. '

x| 13]34]51[68]80

yi| 20 5238|6158
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Devem-se utilizar as equagdes (7.4). Para tanto, calculam-se os somatdrios
o
2x; (1,3) + (34) + (5,1) + (6,8) + (8,0) = 246
x? = (13 + (34) + (51) + (6,8) + (8,0)* = 149,50
Zy; = (2,00 + (52) + (3.8) + (6,1) + (5,8) = 229
Txiyvi= (1,3)(2,0)+(34) (5.2)+ (5.1) (3,8) +(6,8) (6,1) +(8,0) (5,8) = 127,54

Das equag@es (7.4)

nEZx;y; — Zx; Ly; 512754 — 246-229

51:

nZxi — (Sx) 5+ 149,50 — (24,6)°
Bb, = 0522
[
!fb _ Iy - (Bx)b, 229 — (24,6)0,522
i 1 n 5
i
fbo = 2,01
{Bntdo, a melhor reta que passa pelos pontos é, usando a equagdo (7.5)

Y =201 + 0502x
|

i A tabela 7.2 apresenta valores de d; e D para a melhor reta tragada no
5f-dlagrama de dispersio da figura 7.1. A melhor reta encontra-se tracada em
linha continua na figura 7.3.

Tabela 7.2. Ajuste da melhor reta no diagrama de dispersio.

i xi yi Vi dj

1 13 2,0 27 | -0

2 3.4 52 3,8 14

3 5.1 3.8 47 | -09

4 6,8 6,1 5.6 0,5

5 8,0 5,8 62 | —o04
D =347
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Deve-s¢ observar que o D obtido na tabela 7.2 é menor que os mostrados
na tabela 7.1.

7.2.3. Coeficiente de Determinagdo

Um modo de medir a qualidade do ajuste linear simples é através do
coeficiente de determinagio

[Zx;yi — Zx; Zyi/n]? 76)
[Zx — (Zx;2/n) - [Zyf — Eyi)in]

R® =

sendo 0 < R? < 1.

Quanto mais proximo o coeficiente de determinagdo estiver da unidade,
melhor serd o ajuste.

Exemplo 7.3
Calcular o coeficiente de determinagdo da reta obtida no exemplo 7.2,
O somatério que falta ¢

Tyi = (2,007 + (5,2 + (3.8 + (6,1 + (5,8)* = 116,33

Usando a equagdo (7.6):

[Bixiy; — Zx; Zyiin]?
[Bx? — (Zxp)%n) + [Zy# — (Zyd)in]

R® =

[127,54 — 246 + 229/5]°
[149,50 — (24,6)/5] - [11633 — (22,9)*/5]

R* = 0,679
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7.2.4, Residuos

Uma maneira de verificar a adequagio do modelo é comparar cada valor

observado y; com o respectivo valor predito pelo modelo ;. A diferenga entre
estes dois valores é o residuo:

B = Py (7.7)

onde, para modelos lineares simples, $; ¢ dado pela equagdo (7.5). Quando
bo e by s@o estimadores de minimos quadrados de B, e 8, dados pelas equagdes
(7.4), entdo os desvios d; sdo idénticos aos residuos r;. Por isto, os residuos do
ajuste do exemplo 7.2 podem ser encontrados na tabela 7.2,

Os residuos podem ser vistos como a parte do valor observado que o ajuste
ndo foi capaz de explicar.

Na andlise de regressdo, o estudo dos residuos ¢ uma das etapas mais im-
portantes, mas estd acima do nivel deste texto. O leitor interessado poderd
encontrar um bom material em [14].

Exemplo 7.4
Ajustar os pontos abaixo a uma reta

il 1]2]3]4]s]s
x| -20[-05[12] 21 3,5 54
il 44| 51032] 16| 0.1[-04

a) diagrama de dispersdo
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b) cdlculo dos somatdrios

n = 6
Zx; = (=200 + (=05 + (1,2 + @21+ (BS5+ (B4 =97 ; »
Ix? = (=200 + (=057 + (1,2 + (2,1)* + (3,5)* + (54)* = 51,51 1 44
Tyi = @4+ GED+GE2)+ 16+ 01+ (-04) =140 9 59
Iy = @A+ (5,17 + (32 + (1,6 + (0,1)* + (—04)* = 5834 3 3:2
Txiyp = (—2,0)(44)+(=0,5) (5,1) + (1,2) (3,2) + (2,1) (1,6) + (3,5) (0,1) + 4 1.6
+(54)(-04)=-596 5 0,1
6 ~04

¢) determinacdo da melhor reta

7.3. AJUSTE LINEAR MULTIPLO

Usando as equagdes (7.4}, tem-se

e) tabela dos residuos

Ti
-0,82
1,08
0,54
-0,34
-0,73
0,29

Usando as equagBes (7.7) e (7.5), tem-se
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Um modelo linear para relacionar uma varidvel resposta ¥ com P + 1

6(—5,96)—9,7+ 14,0
651,51 — (9,7)

b, = —0,798
b 14,0 — 9,7 (— 0,798) 4 :
0= 6 M1
Yz
bg == 3,62
Y3 _
Assim, a reta que melhor se ajusta aos dados é
Y = 3,62 — 0,798%
sendo ela a linha tragada no diagrama de dispersao. Vu J
ou
d) coeficiente de determinagdo
) coeficiente de determinag Y - X8

Da equagdo (7.6), obtém-se

varidveis explicativas é
Y=0+8X+ /X, +...

e, uma forma matricial,

X11
X2

X13

X2

X23

7.3.1. Equacdes Normais

[-596 — 9,7 - 14,0/6)?

2 =
R [51,51 — (9,7)%6] + [58,34 — (14,0)%/6]

XpPi

xp3

.X‘Pn

+ BpXp (7.8)

Bo
B
Ba

Pode-se mostrar, de maneira andloga ao ajuste linear simples, que a estimativa

de B que minimiza a soma de quadrados dos resfduos é a solugdo do sistema de

R2

0,889 ‘equacgOes lineares:
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r - - 1 r =
n x4 Zxgp ... ZXp; bg Zyi
Txy o Ex LXqiXy - . . XXpX1j by XX 1iYi
Txgi  DXyXy  EXy . .. ZXpXaj b, RN

= 09

|- Zxp; IxXyXp;  IXgiXpp. . . Exf;l. bp ZXpyi
au
xTxb = xTy

Este sistema é conhecido como equagfes normais e, visto que usualmente det (X7X)#
# 0, ele apresenta uma solugdo tnica,

7.3.2. Coeficiente de Determinacdo

Na se¢o 7.2.3 foi mostrado o coeficiente de determinacfo para o ajuste
linear simples.

A férmula geral, no entanto, da qual a equagfo (7.6) é caso particular, é

R? = pTx7y - ny?
YTy - nj?

Entretanto, um modo.alternativo de representar e mais simples de ser avaliado é

2y 2O
K= Iy — Eyi)in e

onde

. P
Vi = by + jE (xfi by) (7.11)
=1

que € o valor estimado de y; pela equagdo ajustada.
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Para se calcular os residuos no ajuste linear multiplo utiliza-se a mesma
equagdo (7.7). Contudo, o J; é calculado através da equagdo (7.11).

Exemplo 7.5 -

Ajustar os pontos da tabela abaixo dequagio ¥ = by + b X, + b X,.

xyl—2 (-1 0| 1] 1] 2| 3] 4

yi Bl 9] 4|11 ]| 9] 1]-1

O vetor & € a solugdo do sistema (7.9), que, neste caso, torna-se

n Zx 4y X by ZVi

Zxyi Zx%; Zxgixy |t by = Zx i pi
2

Ty Ixyxy  EXg b, ZX2iYi

a) cidlculo dos somatérios

n=28

Zxyi =1+ 0+ (D +(2) + @)+ (5) + (5) +(6) = 22

Sxip = (<12 + )2+ (1P + (22 + (42 + (5)2 + (5)2 + (6)* = 108

Zxgi = (2)+ -1+ O)+ (D +(1)+(2)+(3)+ (4) =8

Dy = (“2P (12 + (0 + (1P + (17 + (22 + 3) + (4)? = 36

Zxxa = (1) (-2)+ Q) -D+ (1D 0) + Q) () + (@ (1) + (5)(2) + (5)(B) + (6) (4) =

=57

gy = (A3 +HOYAD + (1) O+ )+ (@) A+ (5) (9 + (5) (1) +
+(6)(-1)=92

Zxyiyi = (-2)(13) + DHAD+ OO + (D)@ + (D (1) +(2)(O) +(3) (1) +
+ (@) (-1)=-5

Zy; = (13)+(ADN+ O+ @B+ D+ D+ (D) +(-1)=57
Ty = (130 + (1P + (9) + (47 + (11 + 90 + (1) + (-1)" = 591
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O sistema ¢
8§ 22 8 be 57
22 108 57| « | b, | =] 92
8§ 57 36 by =5

b) resolugdo do sistema

A solugdo deste sistema é

by = 4,239
b, = 3,400
b, = —6464

c) coeficiente de determinagio

Usando a equagdo (7.10), tem-se

4,239
RP=1- ——
591 — (57)%/8
R? = 0977

d) tabela dos resfduos

Usando as equagGes (7.7) e (7.11), obtém-se

i Yi ti

I 13 —0,768
b) 11 0,296
3 9 1,361
4 4 — 0,575
5 11 - 0,375
6 9 0,689
7 l — 0,846
8 = 0,218
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7.3.3. Ajuste Polinomial

Um caso especial de ajuste linear multiplo ocorre quando X, = X, X, = X 2,

..., X' = XP_ Deste modo, a equagdo (7.8) torna-se
Y =B+ BX+ BXPH+ .+ BpXT (7.12)

¢ as equagdes normais ficam

[ n Zx; b2> i A A EXI.P T [ 5o ] [ Zyi
x; Exi 25 NG b, ZXiYi
Tx;? Zx;? Zx;? v & i Exjp+2 by xiy;
P P+ P
| Exl.P b2 P S x| | b, | Xy

(7.13)

O coeficiente de determinagdo é o mesmo dado pela equagdo (7.10) e os residuos
s@o também calculados pelas equagdes (7.7) e (7.11).

Exemplo 7.6

Ajustar os pontos da tabela abaixo & equagdo ¥ = by + by X + ngz‘

i 1 2 3 4 5 6
x; -2 |-15 | 0 1 22 | 3,1
yi  |—30,5 |-202 | =33 | 89 | 16,8 | 214

O vetor b ¢ a solugdo do sistema (7.13), que, neste caso, torna-se
n Bx; Txit be 2y
Ix; Zx I | o | b | = | Zxyy
Zxf Zx; Zx; by Zx i
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a) cdlculo dos somatdrios

n==o6

Zxp = (F2)+(—1,5+ 0+ (D+(2,2)+(3,1)= 2.8

Zx = (-2 + (- 1,5+ (0)* + (1) + 222 + (3,1 =21,7
xS = (=22 + (= 1,52 + (0P + (1D +(2,2)° +(3,1)> = 30,064
Zxf = (-2 + (15 + (0)* + (1)* + (2,2)* + (3,1)* = 137 8402

Exfyf = (_2) (_3095) + (_I:S) (_20’2) + (0) (_3:3) + (])(8,9) + (252) (16’8) +
+(3,1)(21,4) = 203,5

2x?yi = (=2 (=30,5) + (—1,52(=20,2) + (0)*(—3,3) + (1)2(8.,9) +
+(2,2)*(16,8) + (3,1)2(21,4) = 128 416

Zyi = (—30,5)+(=20,2)+ (=3,3)+ (89) + (16,8) + (21,4) =—6,9
Zy? = (30,57 +(—20,2)* + (—3,3)* + (8,9)* + (16,8)* + (21 4)* =2 168,59

O sistema é
6 28 21,7 by —69
2,8 21,7 30,064 b, = | 203,5
21,7 30,004 137,8402 by 128,416

b) resolugio do sistema

A solugdo deste sistema é

by = —2,018
b, = 1133
by = —1222

c) coeficiente de determinagio
Usando a equagfo (7.10), tem-se

5,650

R? =1 -
2168,59 — (—6,9)*6

R? = 0,997

d) tabela dos residuos
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Usando as equagdes (7.7) e (7.11), obtém-se

.

Vi
—30,5
—202
313
89
16,8
214

(o T R N7 I S

¥
—-0.930
1,565
-1,.282
0,808
—0,196
0,035

7.3.4. Transformagdes

Alguns modelos ndo lineares nos pardmetros podem se transformar em
modelos lineares por substituigdo dos valores de uma ou mais varidveis por
fungdes destas varidveis.

'

——

a - X2x,6x,4 ———

Exemplos:

Ay=a- &
b)y=a - bX
gy =a-X°
d)Y — F"’le'I-C‘Xg
ey =
nY = :

- a+bX, +cX,

1

Y=

1+m@thX +teX;

nY =lna+bX

inY = Ina + (inb) - X
mY =Ina+ b -InX
InY =a + bX, + cX,

inY = Ina + blnX, + cinX, +dinX,

|
- =a + bX, +cX,
Y

1
in(— - 1>=a+ BX, + cX,
Y
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Exemplo 7.7 A equagfo da reta é
Ajustar os pontos abaixo 4 equagio Z = g+ ¢?% Y = 1,734 + 02646X
i 1 2 3 4 5 ¢) coeficiente de determinagdo
Xi 0.1 1,5 3,3 4,5 5,0 Usando a equacdo (7.6) tem-se que
z | 59 | 88 | 120 | 198 | 215 - [40421 — 144 - 1248/5]?

[58.4 — (14,4)%5] [32,3572 — (12,48)}/5]
Este modelo pode ser transfarmado em

mZ = lna + bX R2 = 0982

- = t -5¢
Fazendose ¥ = InZ, os dados tornam d) tabela dos residuos

3 4 5
! : 2 3 Utilizando as equagdes (7.7) e (7.5), tem-se
X 0,1 15 | 33 | 45 | 50
i Yi ¥
Vi 177 | 2,17 | 248 | 299 | 3,07 g :
1 1,77 0,010
a) cdlculo dos somatérios 9 o 0,039
5 3 2,48 -0,127
n =
Zxp = (01) + (15) + 33) + (45) + (50) = 144 | 299 0065
5 3,07 0,013

Ex7 = (017 + (L5 + (B33P + (4,5 + (5,0 = 584
Sxgp = (0,1)(1,77) +(1,5)(2,17) + (3.3) (248) + (4,5) (2.99) + (5,0) (3,07) =

_ Deve-se ressaltar que uma vez transformada a equa do, somente esta serd conside-
= 40421 q quag
5 (177) + (L1T) + (248) + (299) + (307) = 1248 rada para os cdlculos, pois todo este estudo ¢ vélido apenas para modelos lineares.
2y B E; 3 El 3 3 - y

Sy = (LTT) + Q77 + Q48 + (2991 + (3,077 = 323572

vdeterminacaoitr melhorrets 7.4. IMPLEMENTAGAO DO METODO DE AJUSTE DE CURVAS

Das equagdes (7.4) tem-se que Seguem a implementagdo do método pela sub-rotina ACURVA e mais trés

5 . 40421 — 144 - 12.48 Sub-rotinas usadas por ela, além de um exemplo de programa principal para sua uti-
> y : ? liZa(;EU-
by 5+ 584 — (1440
by = 0,2646 (= b) 7.4.1. Sub-Rotina ACURVA
b = 1248 — 144 - 0,2646 Sendo a matriz X7 X simétrica, somente a parte abaixo da diagonal principal
0 =

5 ¢ obtida ¢ colocada no vetor X7X, conseguindo-se com isto uma considerdvel
by = 1,734 (= Ina) économia de meméria.
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SUBROTINA ACURVA

OBJETIVO &
AJUSTE DE CURVAS

METOLO 3
MINIMOE QUADRADOS ORDINARILODY

.

0
CALL ACURVACCEA, L, NPRAXNTERAX W, X KT XTY Y

PAHRARETROS DE ENTRADA o
NEMAX 1 NUMERD BAXINO DE FONTOS
NTEMAX 1 NUMERU MAXIMO DE TERNOS Da ERUACAL
W OVETOR DIE TRABALHO
PARAMETROS DE BALDA =
L  MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR FATORADA T L .
X CMATRIZ BAS VARTAVELS EXPLICATIVAS
KTX : MATRIZ DAS EGUACDES NORRALE o ATX = X7
DOVETOR Das VARTAVELS RESFIETAS
SUBROTLINAS REQUERIDAS @

LEXTUR = LETTURA DOS DADOS
SALDA @ EXIBICAL DOS RESULTADUS

METODU DE DECUMPOSICALD DE UCHULESKY

SUBROUTINE ACURVACCEA. L NFRAX NTEMAX W, XL XTE XYL Y)

C OO OooNoOOooOoooDoOoCooooRoOnoDCnoooRo

INTEGER 1.J. 8 NL.MP S NPRAXLNTE  NTERAX

REGL CEACLY JOETXTE L OL) WL X NP MAK L L) XTXCD) X TY (L) YLD

C
[ LELITURA DOS DADOS
C
Call LETTURCNP HFMAK NTE NTEMAX X, Y)
¢
NL = ©
C
C MOMTAGEM DAS MATRIZES DO SISTERA & (XTX) . B = (XTY)
C

DO 40 J = 1 4 NTE
PO 20K =1 . J
NE = NL o+ 1
ETR(NLY = 0.0
DO 16 I = 1 . NP
XTXONLY = XTX(MLY + XOP,J) % X(L.K)

10 CONT THUE
29 CONTINUE
Y¢Sy = 0.0

DO 30 L = 1 . NP
XKTY(d) = ZIVCS) 4+ XeI,dy % Y{I3
30 CUNTINUE
40 GONYINUE

LEA OYETOR DOS COEFLCIENTES DA EGUACAD AJUSTADA

XTY T VETOR DUS TERMODS INDEPEMDENTES & X177 = X7
T

SELCHD @ SOLUCAD DE SESTEMA LE EQUACHES |LINEARES PELO

C
g SOLUCAD LO SISTERS DF EQUACUES LINEARES
: LAkl SELCHO KT R X TY S DE TR, L NTE WL CEA
J HIPRESEAOD DOS RESUL TADUS
A Gall. SnIDﬁ(GEﬁ,DETXTX,NP,NPﬂﬂX,NTE,X,Y)
RETURM
D
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7.4.2, Sub-Rotina LEITUR

O numero de pontos NP deve satisfazer a inequagdo

2 < NP < NPMAX

onde a varidvel NPMAX ¢ definida no programa principal. O niimero de termos da

equagdo NTE deve ser

1 < NTE < MENOR

onde a varidvel MENOR ¢ igual a NTEMAX de NP, sendo escolhida a varidvel
que apresentar o menor valor. A varidvel NTEMAX também & definida no

programa principal.
Por exemplo, na equagdo
Y = by + b,X (NTE = 2)
Y =by+ byX + b,X* (NTE = 3)

Y = bo + b1X1 + nglz + ngQ + b4X3 (NTE e 5)

SUBROTINA LEXTUR

OBJETIVO =
LETTURA DOS DADOS



344 CALCULO NUMERICO

aOoooOoOnoooooGoooaOn.

acon

L )

L B

uso
CALL LEITUR (NP, NPMAX,NTE NTEMAX,X,Y)

PARAMETROS DE ENTRADA @
NPMAX 1 NUMERQO MAXIMO DE PONTOS
NTEMAX = NUMERO MAXIMCQ DE TERMOS D& EQUACAO

PARAMETROS DE SAIDA &

NP ¥ NUMERQ DE PONTOS

NTE I NUMERO DE TERMOH DA EQUADAO

X i MATRIZ DAS VARIAVEIS EXPLICATIVAS
¥ FOVETOR DaAS VARIAVELS REBPOSTAS

FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA *
MIND ! DETERMINA O MENOR DOS PARAMETROS

SUBROUTINE LEYTURCNP , NPFMAX,NTE ,NTEMAX, X, Y)

INTEGER T, ., MING, NP NPMAX , NTE  NTEMAX
REAL X(NPMAX, 1) ,Y (L)

WRITE(4,ii)
141 FORMATCIHL, 20X, 3%9kHn [T P T [ CURWVAS .,/

LETTURA E COMSISTENDEA DO NUMERG DE PONTOS

20 CONTINUE
MRITE (1, 26) NPMAX
24 FORMAT ¢ LHO, 41HENTRE COM NP ( NUMERO DE PONTOS ) 2 (= ,
G GHNP (= ,I8,3H 3,/
READCE, 347 NP
B4 FORMAT (1%
IFC NP LLT. 2 .OR. NP .GT. NPMAX ) GO TO 20

LEXTURA E COMSISTENGIA DO NUMERO DE TERMOS DA EQUACAQ

40 CONTINUE

1 = MINOC NTEMAX , NP )

WRITE(L,44) 1
41 FORMAT CLHO, 43HENTRE COM NTE ¢ NUMERO DE TERMOS DA EQUACAO,

G A7H ) i &= NTE <= ,13,3H t,/)

READCL, 55 NTE

54, FORMAT ( 12)
IF{ NTE .LT. & .OR. NTE .GT. I ) GO TO 40

LEXTURA DAS VARTAVELS RESPOSTAS E EXPLICATIVAS

WRITE(S, 41)
&1 FORMAT(LHD,45HENTRE COM O VYETOR Y E A MATRIZ X POR LINHA :,/)
DO B0 I = i , NP
XCL,4) = 4.0
READCL,71) YCX) , ¢ X(I,Jd, J =2 , NTE )
71 FORMAT CLAFA0.0)
80 CONTINUE

RETURN
END
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7.4.3. Sub-Rotina SELCHO

Esta sub-rotina é baseada no método de decomposicdo de Cholesky, que

resumidamente é descrito a seguir.

Seja o sistema

AX =B

Sendo a matriz 4 simétrica e positiva definida, ou seja,

WAL >0 8 u# 0

Decompde-se [21] a matriz A em

A =10 LT

onde L ¢ uma matriz triangular inferior.

Entdo o sistema torna-se

L(LTXy =B

Primeiro, resolve-se o sistema triangular inferior

LW =28

por substitui¢des sucessivas.

Depois, usando-se este vetor W resolve-se o sistema triangular superior

LTy = w

por substitui¢Ges retroativas, obtendo-se finalmente o vetor solugdo X.

SUBROTINA BELCHO
DEJETIVO @

oo on

DOS COEFICIENTES SIMETRICA E POSITIVA DEFLNIDA.

S0LUCAD DE UM SISTEMA DE ERUACDES LINEARES. SENDO A MATRLZ
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Hyisirisisisivioisislislinisivisioisliaclivliolnlst ol o

iy

[

L
C

G
L

[ o 3 s N ]

10

30

PETODO :
SENDO 1A . X =B
FATORA @ & = L . L™ ( USANDO DECOMPOSICAO DE CHOLESKY )
RESOLVE : L . W =B
L'. X =W
Uso

CALL SELCHO(A.B.DETALL.N.W,X)

PARAMETROS DE ENTRADA @
A MATRIZ DO COEFICTENTES

B- ; VETUR D05 TERMOS INDEPENDENTES
N  ORDEM DD SISTEMA
W P VETOR DE TRABALHO

FARAMETROS DE SAIDA
DETA PODETERMINANTE DA MATRIZ &
L POMATRIZ TRIANGULAR INFERIQOR FATORADA 2 L . LY = A
X : VETOR SOLUCAQ DO SISTEMA

FUNCAD INTRINSECA REGUERIDA :
SERT i RALEZ GUADRADA

SUBROUTINE SELCHOCA.B.DETALL.NW,X)

IHTEGER L. IL INDICE,INDI.TRD2, I1.d,d0 K NNl
REAL ACL) BOL) DETALDETL.LCL) . 50MA, SORT,. T, W(L) X (1)

FUNCAO PARA DETERMINAR & FOSICAD DE UM ELEMENTD DE URMA MATRIZ
SIMETRICA COLOCADA EM Um VETOR

INDICECT ) = (I -~ 1 ) # T /2 4+ J

FRIMELRD ELEMENTO

L¢L)y = BBRTC A(l)
DETL = L{D)
FEC T L6T. N JOR. DETL WEQ. 0.0 3 GO 10O &0

ELEMENTO DA PRIMELRA CUOLUNA
L= IL + 1

IND1 = INDICE(I,1)

LOIL) = ACINDL)Y /7 LOLD

CALCULD DOS ELEMENTOS ENTRE A PRIMEIRA COLUNA E
A DIAGUNAL PRINCIFAL :

J =2
IFC J WGE. I ) GO TO 40
50MA = 0.0
Jlo= d -1
DO 30 K =1 , J1
INDL = INDICE(I.K)
IND2 = INDICE(J.K)
S0MA = S0MA + LCIND1) * L(INDZ)
CONTINUE
IL = IL + 1
INDL = INDICE(I.J)
THDZ2 = INDICECS.J)

IOy

oo e

DGO

40

&0
70

&0

70

100

LOIL) = ¢ ACINDL)Y - S0MA ) / LOINDZ)
J=Jd+ 1
G0 10 20
CONTINUE
CALCULDO DO ELEMENTD DA DIAGUNAL PRINCIPAL
SomA = 0.0
It =1 -1
DO SO K =1 , I1
IND1 = INDICECI.K)
50MA = SO0MA + LINDL) == 2
CONTINUE
IND1 = INDICEC(I,.L}
T = ACINDLY - S0MA
IFC T JLE. 0.0 ) GO TO 40
L= YL + 1
LOIL)Y = BORT( T )
DETL = DETL # LCINDL)
GO TO 70
CONTINUE
DETL = 0.0
CONTINUE
I =1+1
GO 10 10
CONTINUE

DETA = DETL =2 2

VERIFICACAD SE A MATRIZ ( A ) E* SINGULAR
IF( DETA JEQ. 0.0 » RETURN

SOLUCAD DO SISTEMA = L .W=R8

Wil = B(1) / L(1)
DO 100 I =2 , N

80NA = 0.0
I1=1I-1
Do 20 J 1,11

IND1 = INDICEC(Y,.J)

S0nA SOMA + LOINDLY # WD)
CONTINUE
INDE = IRDICE(T.I)

WCD) = ( BCD) - SOMA ) / LCINDL)
CONTINUE

SOLUCAD DO SISTEMA L” « X =W

INDL = INDICE(N.N?

X(N) WiN) /7 L{IND1)
N1l =
Do

J1 o, N
IND1 = INDICE(I,Jd)
SOMA = SO0MA + LOINDL)Y # X{D)
CONTINUE
INDL = INDICEC(J,J)
KCJY = ( W) - 5004 2 / LOINDL)
CONTINUE

RETURN
END
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7.4.4. Sub-Rotina SAIDA

SUBROTINA SAIDA

DBJETIVO 1
EXIBICA0 OS5 RESULTVADGE

[B1210
CALL SAIDA(CEA,DETXTX NI NEMAX NTE. X, Y)

FREANETRUS DE ENTRaDa :
CER POVETOR DUS COEFICTENTES DA EGUALRSED AJUSTADA
DETXTX DETERMENANTE D& MATRIZ X7, X
NE NUMERU DE HFONTOS
NPMAX 3 NURERO maximg LK PONTDS

NTE I NUMERO DE TERMOS DA EULSCAD
X D MATRIZ Das VaRIAVELY EXPLILATIVAS
¥ POVETOR DAL VARIAVELS RELFOSTAL

FUNCALD INTRINSECA BEGUERIDA &
FLOAT 3 CONVERZ&D DE INTEIRUD FARA KEAL

SUBKOUTINE SALDACCEALDETXTN NP MENAXNTEL X, Y)

INTEGER 1,J,J1,NF, NPMAX.NTE
REAL CEACL) ,CUEDET  DETXTX, FLOAT, RESLID JRESLIDE , SUNY L S0M2Y L X (NP RAX, 1)
5 YD) YEST

WRITE(2,12)
12 FORMATCIHOLL2X, 47H% ¢ » A JUSTE DE CURVAS P OR,

GEH # % %, S1EK, 48H% % % mINIMADS GuUuaDRADDSE,
H10H ® K ¥, S//29KSHCUEFTCIENTES DA ENUACAL)
DO 30 J =1 , NIE
Jlo= -1
WRITECE,Z2) CEACD) , J1
22 FORMAT (1HG . 30X . &HB = JIRELZ. 5. /52K, 1)

Lt

0 CONTINUE
WRITE(Z.42) DETXTX

42 FORMATCIHO. /29X 1EHDETC X7% ) = JIPERZ.S5.///721X, 1HL, 10X, 4HY (1) . 11%

G, 7HREGIDUD, /3
RESIDZ = 0.0
SOMY = 0.0
SOM2ZY = 0.0
DO &0 T = 1

5OMY = &0

MY + Y(I
S0MLY = BOM2Y + Y
0

)
YE) % Y(1)
=1, NTE
YEST = YEEY + X(I.J) # CEACD
14] CONT INUE
RESID = Y{I} - YEST
WRITE(2,52) I , Y(I) , RESID
52 FORMAT (LY, L3, 207X, F7.33)
REEIDZ = RESID2Z + RESID % REESID
60 CONTINUE
COEDET = 1.0 ~ REBIDZ / C SOM2Y - BONY # SOMY / FLOAT(NP) )
WRITECZ,62) COEDET
52 FORMATCIHO, /21X, 26HCOEFIC. DE DETERMINACAD = F7.0)

RETURN
END
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7.4.5. Programa Principal

No programa principal sdo dimensionados seis vetores e uma matriz, Quals

quer alteragdes nestas dimensoes devem ser feitas no “DIMENSION” e também
no ‘LDATA,’.

G RO

L

PROGRARA PRINCIPAL FARA UTILIZACAD DA SUBROTINA ACURVA

VARIAVETS
CEA ¢ VETOR DOS COEFICIENTES DA EQUALAU AJUSTADA
L. P MATRIZ TRIAWNGULAR INFERIOR FATORADA L o L7 = XIX
NEMAX ¢ HUMERD MAXImO LDE PONTOS
NTEMAX ¢ HUMEROD MAXIND DE TERMOS NA EGQUACAD
W ! VETOR DE TRABALHOD
X ¢ MATRIZ DAS VARIAVELS EXPLLICATIVAS
XTX L MATRIZ DAS EWUACOES NORMALY
X1y : VETOR DOB TERMOS INDEFENDENTES
¥ @ VETOR DAS VARIAVEIS RLSFUSTAS

IHTEGER DNAXTE NFMAX, NTENAX
FEAL CEAL W X XTRXTY .Y

VARTAVELY CON DIMENSAU " NTEMAX

[j BIMENSION CEACLO) WCLO) . RTT(10)
E VARIAVELS COM DIMENSAU " NTEMAX # ( NTEMAX + 1 ) /2 "
‘: DIMENSTUN L{5S),XTX(55)
E YARLAVEL COM DIMENSAD " NPRAX "
% DIMENSIUN Y(100)
E VARIAVEL COM DIMENSALD " NPRMAX . NTERAX "
; DIMENSYUN X(100,10)
E: ATRIBUICAD DE VALURES A NPMAX E NTEMAX
[j DATA NPMAX / 100 / , NYEMAX / 10 /
E SUBROTINA PARA AJUSTE DE CURVAS
% CALL ACURVACCEA,L, NPMAX,NTEMAX W, X, XTX.XTY, Y)
; CALL EXIY
END
Exemplo 7.8

Ajustar os pontos abaixo 3 equagio ¥ = by + b X + b, X2 + by X uti-

lizando o programa dado.

x; |=5|-4|-2l0|1f2]3]s

yi |386(225| 54 | 6 |13 |40 |110]220
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Os dados a serem fornecidos ao programa so Este modelo pode ser transformado em

8
# |
386., —5., 25., —125. In (Z - ) =a+ bX
225., —4., 16., -—64.

54., 2., 4., -8 )

Bay Dy Oy 0. ou seja, fazendo y; = In (z' - )

1B e My L '

40., 2., 4., 8.

1o., 3., 9., 2l Os dados a serem fornecidos ac programa sfo

220., 5., 25., 125.

Os resultados foram:

6
$4% AJUSTE DE CURVAE FOR % %% 2
R nINIMDS GUADRADDOS ¥ OB %
2752, 0.0
0.2
COEFICIENTES DA EGUACAD 1.992,
. e o 0.847, 0.5
= 2,02570E+00
0 —0405, 0.6
Bo= 3.4L430E+00 —0995, 08
) —1046, 1.1
8 = 1.20190E+01
2
B = ~7.83607E-01 Os resultados foram:
DETC X'X ) = D.27290E+0%
I Yol RESTDUD
r1 gsq.ooc }3_.646 woE R AJUSTE U E CURVAS POk ¥ O
2 daE. 000 ~5.810 E M I NIMNDSE HUADRADDS DR
3 54,000 4,460
4 4. 000 3.974
G 13.000 3,676 COEFLCYENTES DA ERUACAU
& 40, Q00 ~10. 663
7 116,000 10.713 B = DL ST ENE 400
3 220.000 -1.645 i S71HEE 400
COEFIC. DE DETERMINACAUD = .9974%5 L g = A BSELBETOO
DETC X7X ) = 4, 760006+00
Exemplo 7.9
1 . s
Ajustar os dados abaixo 4 equagio Z = ———— 5+ : e REBIONO
1 4+ e4 1 @752 L1681
2 1992 L 183
3 B4 L1935
4 - 404 - 673
i 1 2 3 4 5 6 5 BT LG
El =1, 044 a5
x; 100 (0210506 |08 |1, _ o
COEFIC. DE DETERMNINALALD = 20894
z; 10,06 (0,1210,30(0,60|0,73|0,74
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7.5. OBSERVACOES i t (CC) — log Kwy;
o 1 5 14,7338
E muito importante ressaltar que o ajuste de curvas através das equagdes
normais geralmente conduz a um sistema de equagdes lineares mal condicionadas 2 10 14,5346
(segdo 2.5). O problema é mais grave no caso do ajuste polinomial, pois a 3 LS 14,3463
diferenca na ordem de grandeza dos elementos da matriz dos coeficientes pode ser 4 20 14,1669
muito grande.
5 25 13,9965
Alguns autores recomendam que o polindmio seja de grau 6 no médximo, 6 30 13,8330
porém se forem utilizados microcomputadores, este limite deve ser mais reduzido 7 35 13,6801
ainda devido 4 menor precisao destas miquinas,
P a 8 40 13,5348
A utilizagdo do método de Cholesky estabiliza um pouco mais a propagagdo 9 45 13,3960
de erros, mas como o mal condicionamento & inerente ds equag@es normais, um 10 50 132617
étodo alternativo d d do el tico.
método alternativo deve ser usado quando ele for critico 1 55 13,1369
Um método de ajuste de curvas que evita a formagdo das equagBes normais 12 60 13,0171

e possui grande estabilidade numérica € o de triangularizagdo ortogonal usando a
decomposi¢do de Householder [21].
7.6.3. Solugdo Numérica

O método numérico a ser utilizado é o ajuste linear miltiplo implementado
no programa da se¢@o 7.4, O modelo é

—log Kw = bg + byt™' + byint +bsi
7.6. EXEMPLO DE APLICACAO
Os dados transformados sio

7.6.1. Descricdo do Problema

i ;e 10” Int, Y — log Kw;
Deseja-se encontrar uma relagio linear entre o produto idnico da dgua (Kw) 1 20.000 1.609 5 147338
e a temperatura Celsius (¢). ’ : ’
2 10,000 | 2,303 10 14,5346
3 6,667 2,708 15 14,3463
7.6.2. Modelo Matemético 4 3,000 2,996 20 14,1669
5 4,000 | 3,219 25 13,9965
Através da equagdio de Clapeyron pode-se determinar uma relagdo linear 6 3333 3.401 10 13.8330
entre o produto idnico da dgua (Kw) e a temperatura Celsius (#): ’ ’ '
7 2,857 3,555 35 13,6801
—logKw = by + byt~ + bylnt + byt + bat* + bt + ... 8 2,500 3,689 40 13,5348
. 9 2222 | 3,807 45 13,3960
Utilizando-se a série de dados a seguir (— logKw, ), obtida na literatura, pode-se
ajustd-la ao modelo desejado. 10 2,000 3912 50 13,2617
11 1,818 4,007 55 13,1369
12 1,667 4,094 60 13,0171
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Os resultados so:

LI A a JuE T E [ R YA PR
PR NI NLIADS BUADREADLUOSE
COEFXCIENTES 0A FUUACal
B = L ERGA0E+DY
0
k = = R OUlEeD
1
ki = w4, BE7EGE-U]
d
B = =1l BAHTVIEE-0Y
K]
DETC K7X 2 = 1.54608E+01
1 Y1) RES DU
1 vl LS00
@ R L
K RCET ] L0Z
4 LAy [elvr
i) 4497 SDOd
& J.838% feledi
7 d.ba0 REL L
=) O I EY
i S.4%4 LU0
10 J3.242 R elvk)
11 R LOG0
L BN )
COEFIC. DE DETERMTIMACAL = .999%1

7.6.4, Anidlise do Resultado

A equagdo fica:

—logKw = 1,595 10" — 2,090¢7' —4387-10"' Int — 1,846+ 1072 ¢

Ela ¢ plenamente satisfatéria devido ao alto valor de R? e pequenos residuos.

7.7. EXERCICIOS PROPOSTOS

7.7.1. Demonstrar que a solugio das equagdes normais para o modelo

Y= bg

é

n
by = ( z J’i)f”
i=1

7.7.2, Deduzir as equagBes normais para o modelo

Y =bhX t bz}Y}

Auste do Curvay ASN

3
7.7.3. Aproximar a fungio y = Vx  no intervalo [0,1] por um polinbmio de 1% grau,
usando os valores de x com incremento de 0,1.

7.7.4. Resolva o exercicio 7.7.3 usando um polindmio de 29 grau e compare ox resultudun,

7.7.5. Aproximar a fungio y = sen x no intervalo [0, m/2] por um polindmio de 29 grau,
usando os valores de x com incremento de 0,17,

7.7.6. Encontrar o polinémio de grau 2 de minimos quadrados que passa pelos pontos di
tabela 4.2.

7.7.7. Ajuste os dados do exemplo 7.7 ac modelo
Z = ap¥

e compare os resultados.

7.7.8. Ajustar os pontos abaixo ao modelo

Yy = b[) + bIXI * b:X}

i 1 2 3 4 5 6 7

xi | -5 -3|-1]0 | 1|3 |4

X2 |00 02 (03 |05]|06]|08 10

yi |51 163 |74 |89 95 |10,7 11,5

7.7.9. A constante de velocidade (k) de uma reagdo quimica de 12 ordem € relacionada com a
concentragio (C) e o tempo (f) pela equagdo

c=Che —kt
onde Cp ¢ a concentragdo inicial.

Calcular a constante de velocidade de ordem 1 da reagdo cujos valores de ¢ e C sdo dados
abaixo:

t(s) |0,050,10| 0,15 0,20 | 0,25 {0,30

Ci(M) | 086 |068)059|047 043 |0,38
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7.7.10, Para uma reagio quimica de 22 ordem, a relagdo entre a concentragio (C), o tempo (#)
¢ a constante de velocidade (k) é

=L 4

Co

Dy =

onde Cy ¢ a concentragio inicial.

Calcular a constante de velocidade de ordem 2 da reagio cujos valores de f e C estio no
exercicio 7.7.9.

Propor que a reagdo seja de segunda ordem ¢ o mais correto? R e Sp 0 St a S d O S Ex e r C i’CiOS
m
Capitulo 2
2141 xX=1[100)
2142, x=[1-240f
2143 x=1[3-111)7
2144 X = [8,75 2,25 4]7
2.1.4.5.  impossivel
2146 X =1 -20xn7T
2231 % =1[09 2,1 30 427

22.3.2  indeterminado
2233 x=1[0102]
2234 x=1[12212 15 027

Il

2291 X =109 2,1 3,0 42

2.2.9.2. indeterminado

2293 x=1[0102]

2294 x = [1,2 2,12 1,5 0217

2341 X = [0,107 0,09 0,342 0,272}
2342 X = [1,001 1,002 1,001 1,002]
2343 X = [1,027 —1977 3,024 39757
2344 X = [0,953 —0,707 1,180 — 1,182 —0,962]
2361 X = [0,119 0,130 0,350 0,283]7
2362 X = [0,99 1,00 1,00 1,00"
2363 X = [0,999 2,000 3,000 4,000]"



358 CALCULO NUMERICO Respostas dos Excrclcloy 389

3553 08581

5 = - 0,707 1,172 —1,184 —0,963]7
2364 X = [0959 -0, N ; J 3.5.5.4. 2,2191
2411 x = [+ - Di) 3641 1,1401
2412 x=[0(-2+3) v el o
s ‘ i 36.4.3. 1,6861
= + —_— ¥
2413 X =[2 +DQ2 - )] " 3644 1,0000
271 X = [1,84087 —2,07195 — 0,24405] 3761 23542
r = [-0,00003 — 0,00002 —0,00002]" 3.7.6.2. 1,3063
3.76.3. -1,2711
) ; 376.4. -3,0000
1 ¥
et :11_ o + 38.5.1. 0,8655
3.85.2. 0,3521
B @ g 3.8.5.3 1,0799
e 3.8.5.4. 1,6190
3129 5,00000; 5,01000 e 5,03000
o, 3 1 21211, 1,20571
i 5 T 31213 2,00000
31215  575%
225 1.912.816,143 31217 6279s
27.7. X = [-80,24944 12,73429 589059 0,01563]" 31219 460316m
r=[0000 —0046571"
o .3 Capitulo 4
279. a)zn tn —=n 4331  P(0,15) = 1,3085
" 4332 | Ep0,15) 1 < 0,006
4333  P,(1975) = 1525010
- g in = 10 — Gauss;n = 20 — Gauss;n = 30 — ’
2.7.11 réausss Gauss; 1 10 auss; 1 4334 P/(m/12) = 0,16
o _ 44.3.1. P3(1975) = 1523532
— T 2 3
- _ 19 iteracBes e € << 10
2.7.15. X [1 ,0056§ ‘2;”98889 3.99377)" com 19 iterag 4432, Py(m/12) = 0,15
2717 X = [(1 - 2) ZI]T 44.33 Py(0,15) = 1302
2719 X =012 —11] 4434 | Ep0,15) | < 0,0045
2.7.21. det(Norm 4) < — 0,008 4541 a)P,(032) = - 0,0165 (usando os trés Gltimos valores tabelados)
2723 % = 1273 4226 —7917] b) P3(0,32) = —0,0168
c) £(0,32) = — 0,0168
d)E; = -00003¢E, =0
Capitulo 3 e) |E, i>|E, | Sim, porque a fungdo ¢ o polindmio interpolador sio
34.4.1. —2,0000 de 39 grau, entdo o erro de truncamento é nulo. :
3442 0,3990 45.4.2. a) Px) = 30,000x> — 27,500x% + 7,500x + 1,011
3443 03168 b) Sim, porque £(x) é de 40 grau e Px) ¢ de 39 grau,
3444 —1,0299 45.4.3. a) P,(0,1) = 1,104

R AR 4,4690

3552 05810 b) | E7(0,1) | < 0,001
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4.6.5.1. a) P3(25) = 0,99854
b) P3(25) = 0,99854
4.6.5.2.  P4(25) = 219,618 m/s
4.6.5.3. A largura do rio é aproximadamente 107,20 m no ponto pedida.
4741 P3(25) = 099854
4.74.2 P4(5) = 0,078
4.7.4.3 A média das temperaturas nos 3 dias 4s 9 h é 22,02°C,
4744 P3(0,15) = 131
4.74.5. | Ep(0,15) | < 0,0006
49.1 0,705892
4.9.3. 0,345020
4.9.5. 10,000x3 +0,010x + 1,001
4.9.7 0417
4.9.9 2,53478
4.9.11. 0,125
4913 1225
4915 9037°C
4917 154294 m/s
4.9.19. a) 192720 kcal
b) 2048 44 kcal
c) 2147,55 keal
Capitulo 5
5.2.6.1 06351
5.2.62. I=002797; E=—-244x10"*
5263 I=465F=0
5.2.6.4. 06033
5.2.6.5. 20,267
5.3.71. 08321
5372 03557
5373 I=13622; E=0
5374 I1=236125E=19x10"2
5.3.75. 2,158
54.5.1. a)0,116
b) 0,116
54.5.2. 06278
54.5.3 035574

J5.4.5.4.
5.5.4.1.

5.54.2

5.5.4.3.
J5.6.3.1
5.6.3.2.
5.6.3.3.
5.7.3.L

3.7.3.2.
5.7.3.3.
5.7.34.
5.10.1.
5103

5.10.5.

52.10.7.

5.10.9.

51011
J5.10.13,
5.10.15.
31017
5.10.19,
J3.10.21
3.10.23.

5.10.25,

Respostas dos Exercielon J6l

Ir = 1,0760; Iy = 1,0721
a) 1,125

b) 1,102

¢} 1,100

d)2,5x107%; 20x1073; 0,0
a) 0,2790
b) 0,2741
¢) 0,2738

0,6190; 0,6081; 0,6045
12.704, 07145

1,138448

0,08

a) 19,4074

b) 20,6400

c) 20,6857

d) 1,28; 0,0457

6,5073

2,17157

0,2500

I=16833; £ <07

I =0311; Er <0,19x1072
Is = 0,29624; Eg < 0,13x 1072
1,898

0,09

0,364

0,513

1,176

0,6931472

0,272203

0,0408

0,23495

Iy = —0,9688; Iy = —0,9922; Ip=-1,1Is = —1

4h
30 (Tyo + 32y, + 12y, + R2ys + Tyy)

Capitulo 6

6.1.5.2.

a) 2,35849
b) 2,36603
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6.1.5.3. 182695
6.1.54. 071877
6.2.7.1. 2,04648
6.2.7.2. a)l,73247
b) 1,73214
6.2.7.3. 0,06928
6351 173218
6.3.52 069315
6.7.1. y =z
y(©0) =0
z' = — 500z — 5000y
z{(0) = 0
6.73.  0,12499
6.7.5.  1,00000
6.7.9.  a)0,50001
b) 0,49996
6711y, & 23 = 16, + ., )
6713y, =y iy (e, Y =)
Capitulo 7
7. ;3. Yx=7052+ 107 + 3315x — 4,864x? + 2,509x
0<x<1
R? = 0971 p
7.7.5. senx =— 1,100+ 10 + 1,175x — 3,342+ 107'x
o< x< /2
R? = 0,999
7.7.7.  Inz = 1,734 + 2,646+ 107 X
R? = 0,982
7.7.9. k= 3249
R?* = 0,980
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